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概 述 


本 书 上 篇 主要 介绍 实 灾 画 数论 中 最 基础 的 内 容 ， 实 变 函 数论 
是 十 九 世 纪 末 二 十 证 纪 初 形成 的 一 门 学 科 ， 它 的 区 本 内 容 已 成 为 
分 析 数 学 各 分 支 的 普遍 基础 , 也 是 某 些 数学 分 支 的 基本 工具 ， 它 
不 仅 庶 轴 广泛， 徊 且 它 的 观 念 和 方法 以 及 它 在 其 它 分 支 方面 的 应 
用 对 王 成 近代 数学 的 两 个 重要 分 支 一 -点 集 折 着 学 和 泛 函 分 析 有 
极为 和 王 要 的 影响 . 

实 变 函数 论 就 其 本 意 来 说, 仍 象征 积分 一 样 是 从 连续 性 、 可 短 
人 性、 可 积 性 等 三 个 方面 研究 一 般 的 实 变数 (包括 穹 变 数 ) 的 函数 . 如 
时 说 答 积 分 中 姓 理 的 都 是 性 质 “ 良 好 的 函数 ， 那 末 实 变 画 激 沦 臣 
讨论 相当 一 般 的 函数 ， 即 主要 讨论 从 微 积分 看 来 是 性 质 “ 差 ”航务 
数 ， 空 变现 数论 是 微 积 分 学 的 发 展 和 提高 . 

关于 一 般 函 数 的 连续 性 , 可 微 性 , 可 积 人 性 , 实 变 函数 论 不 仅 孝 
具 不 主 窗 的 内 容 , 而 且 莉 有 很 深 刘 的 结果 , 作为 基础 课 教 材 的 本 书 
自然 未 能 故 因 以 介绍 ， 具 以 分 析 数 学 各 分 支 普遍 最 为 需要 的 积分 
作 流 主 训 介绍 对 象 ， 考 虑 到 人 们 工作 中 对 积分 这 个 数学 工具 的 要 
求 普 这 提高 , 所 以 本 书 中 介绍 Lebesguoe-Stieltjes 积分 ， 另外， 本 
书 中 介绍 积分 理论 时 是 活着 积分 一 可 测 画 数 -> 可 测 集 这 条 路线， 
而 不 是 迁 常 较 多 采用 的 从 可 测 集 一 可 测 潜 辣 -> 积 分 这 条 路 线 ， 目 
的 是 为 了 使 读者 较 快 地 先 掌握 " 逐 项 积分 ”、“ 积 分 交换 顺序 ”这 些 
景 为 其 本 的 定理 . 根据 过 去 几 届 和 现在 在 应 用 数 学 和 计算 数学 专 
了 业 两 央 孝 学 实践 的 结果 ,看 来 是 能 做 到 易 懂 、 花 时 少 地 实现 这 个 月 
的 . 


第 一 草 ” 集 , 直线 上 点 集 


$1 集 和 集 的 运算 


1. 集 

一 般 地 说 ， 把 在 一 定 场 会 所 权 考 察 和 研究 的 某 些 对 象 的 全 体 
称 为 一 个 集合 ,或 简称 为 集 , 而 称 对 旬 为 元 束 ， 例 如 ,自然 数 的 全 
体 是 一 个 集 ， 而 每 个 自然 数 就 是 这 个 集中 的 元 素 . 又 例如 fa, 可 
上 连续 着 数 全 体 是 一 个 集 ，[a， 如 上 的 每 个 连续 状 儿 就 是 这 个 集 
中 的 元 素 , 但 [a, 如 上 不 连续 的 函数 就 不 是 这 个 集中 的 邢 束 . 

通常 用 大 写字 母 , 例如 4、B, 下 .了 .加 .了 P…… 表 不 集 , 作用 小 
写字 母 ,例如 a.b、w.y-…… 雪 示 元 素 

集 和 元 素 之 闻 有 如 下 两 个 基本 关系 ， 

GD sw 是 集中 的 元 素 , 这 时 称 和 属于 4, 记 为 54 

(3) = 不 是 集 4 中 的 元 素 , 这 时 称 4 不 属于 4, 记 为 “EE4. 

集 和 集 之 间 也 有 如 下 两 个 最 基本 的 关系 : 

(D 部 暴 集 4 中 的 每 个 元 深 都 是 集 吕 中 的 元 素 ， 屠 林 称 4 
是 召 的 子 条 , 沁 为 4 忆 B, 恋 做 4( 被 ) 包 含 在 正中 ,或 者 记 为 8 
41, 恋 散 如 包含 4， 

显然 dc . 

如 果 4 呈 B， 并 且 如 中 确 有 元 崇 5 不 属于 4， 站 末 称 4 是 B 
的 真子 集 , 记 做 4 皇 B， 
(2) 如 果 4 忆 B, 同时 大 BC 4, 于 来 称 4 等 于 加 沁 做 A= 


2. 


显然 ,本 BB 意 味 阁 4、 召 是 且 相 问 的 元 素 构 万 的 集 ， 例 如 ， 
4 是 煞 集 匡 ， 一 世 , 昌 是 多 项 式 一 1 的 很 的 全 体 ,显然 ,4== 古 , 


2. 集 的 运算 

集 之 间 有 三 个 基本 的 代数 运算 ; 和 (并 ). 通 ( 交 )、 差 . 

设 4,8B 是 两 个 集 、 由 颈 是 属 村 44 或 感 属 汪 吕 的 元 下 全 体 所 
成 的 依 称 艇 4. 吾 的 和 集 ( 双 称 六 集 ), 所 .如 的 和 焦 记 为 过 忆 五 ， 志 
同时 属于 有 .是 两 个 集 的 元 这 全 体 所 成 的 条 区 信和 4 吾 拘 过 入 (了 肥 
称 怖 交 俯 ) ,44、B 的 通 集 记 为 A4 门 8. 堵 避 轴 , 避 中 洲 有 同时 局 于 
4 吾 的 元 索 , 那 林 称 4 如 是 是 至 不 禄 详 的 . 

如 茶 引 入 一 个 不 含 企 体 光宇 的 代 仿 称 和 证 ， 亚 然 ， 了 4 
如 互相 相信 的 充 要 条 他 响 是 18=8， 规定 空 人 集 的 子 

大 泛 运算 取 分 别称 为 集 移 加 法 和 乘法 运算 ， 出 和、 汝 汉 久 的 
定义 , 这 两 个 运算 显然 有 间 下 的 代数 性 质 ， 

i” 和、 遂 的 短 等 件 

AUA=4, ANA=A4 

2” 空 集 是 加 法 的 淮 元 

AUY= 4; 


3” 和、 通 的 交换 律 
AUB=BUA, ANB-BNA 
4” 利 . 道 的 缩合 人 
(AUB)UO= AU CBUO, 
(ANBI NG-ANEBNO; 
6” 条、 通 的 分 配 律 
CAUBNO- ANO)U CBNO). 

设 <4、B 是 两 个 集 , 由 一 切 属 本 .4 但 不 属于 B 的 元 风 全 体 渡 
构成 的 集 称 为 4 减 BB 交 盖 集 ， 简称 差 ， 记 汶 如 一 B， 着 集 44 一 
及 被 称 汶 BB 相对 于 44 的 父 集 , 常 记 为 8B. 

特别 ， 如 染 芒 是 一 个 集合 ， 并 且 玉 要 讨论 的 集 4、B.、 

都 只 是 玉 次 子 集 , 那 未 称 及 是 空间 ,在 一 个 空间 信 中 , 性: i 
8 相对 子 芝 的 余 集 0zB 让 简称 为 余 集 , 记 为 B85. 
对 于 减法 运算 ,显然 有 如 下 性 质 . 


6” 减法 分 配 律 
(A4—BNO~ANO- BNO, 
7?” 斌 法 张 法 五 化 设 所 是 空间 , 那 林 
4 一 卫 一 4 站 Bo dm 一 4 一 Be 
《这 也 是 些 党 用 的 性 质 ) 
8” 加 单调 性 如 虹 4 己 B, 那 订 对 任何 口 ， 
AUCTBUC, ANOFBNO, A~0CB-—O; 
9”4d4C 叶 如 的 齐 训 条 和 件 是 4 一 如 = 镶 
10° (G0—A)— B=0- (AUB). 
有利、 脖 、 守 这 三 个 藻 - 厅 运 等 在 开关 代数 中 区 称 为 或 、 与 、 非 运 
算 , 它们 在 玫 关 代数 中 起 善 很 重 谈 的 作用 ， 
划 于 两 个 梨 前 和 -、 通 运 振 可 以 推广 到 任意 个 集 卜 ， 设 {14|2E 
4 二} 是 -- 族 集 , 此 地 二 是 捐款 千 ， 骨 一 切 44 人 Ed 中 的 元 素 所 构 
感 的 集 称 为 这 族 和 集 的 和 集 , 记 为 Li 4 由 滞 时 属于 记 有 4;C%. E71) 
的 元 尝 全 体 所 构成 的 集 称 六 这 六 集 的 通 集 , 记 为 人 和 4 
和 和 通 公式 ”下面 是 集 的 运算 中 非常 重要 前 两 个 公式 一 一 和 遂 
公式 , 证 访 是 一 个 集 , {441%E 是 一 族 集 , 那 来 
11° 8S— 全 | (HC—.A,); 


12° 六 一 i 门 A;= | (3 — 4,). 
Pe AEL 


11°、12° 的 党 思 是 ， 竹 集 前 5 相对 于 筷 的 ) 余 集 等 于 于 个 集 药 
《 相 刀 于 六 的 ) 余 集 的 通 ; 通 集 的 ( 旬 对 于 站 的 ) 余 集 竺 于 每 个 集 指 
《相对 平台 的 ?你 集 的 和 .简单 节 说 ,， 求 狂 ( 通 ) 后 再 求 余 等 价 导 先 
求 侈 后 池 求 带 ( 和 和 ), 这 是 和 通 运 算 的 一 种 “对称” 性 夺 ，141°, 125 
叉 法 称 汶 集约 对 偶 律 . 

下 夯 我 们 将 严格 龙 控 和 、 谤 、 蔗 .包含 ,和 等 等 定义 一 步 -- 形 地 
论证 1% 类 似 可 证 12%, 初学 者 必须 学 会 这 样 严 格 地 诉 明 集 的 其 
安 -一 些 芍 下， 

11° 的 证 明令 卫 一 8 局 4 有 R= 站 (8 一 4) 显然 ,要 证 . 


$1 横 想 你 的 运算 了? 


明 并 "就 是 要 证 明 PQ@ 和 QP 同时 成 立 ， 下 面 米 证 明 这 一 


企 到 wwEP, 按 了 的 定义 得 到 wwE8, EL)4,. 次 各 的 定 
关 ， »E LA4, 等 价 于 rsE4E 人 II， 这 样 恒 得 到 
ENR, EA EAY. 
从 丽 对 每 个 和 EA4, #55 一 4;, 也 就 是 说 Ef) (SA 一， 因 
为 是 在 卫 中 任意 取 的 , 雇 以 PcCQ. 
反之 , 任 联 YER, 按 通 的 定义 ,对 一 切 2E4， ES 一 4 后 
按 差 的 定义 就 得 到 


yEN, yEA, MEA). 

从 而 yES，g 色 4, 记 就 是 说 YE 和 8 一 上 4 了、 因为 gy 是 在 
名 中 任意 取 的 ,所 以 &cP， 证 此 

3，. 上 限 集 . 下 限 集 和 极限 集 

设 14r15 一 I，2,，… 小 是 一 列 集 (简写 为 {4w})， 显 然 一 个 元 沙 
x 可 以 属于 这 列 集 中 的 某 些 集 , 也 可 以 不 属于 这 列 集 中 的 某 些 梨 , 
由 局 于 这 列 集 中 无 限 个 ( 指 编 号 无 限 个 ) 集 的 那 种 元 素 全 体 所 成 的 
集 , 称 为 {44} 的 上 限 集 , 记 为 im 4。， 

例如 ,由 Aas= [0,11,n=1 了 ,2,0 ds 一 [0 ,n=0, 1, 2, 
构成 的 一 列 集 CAs} 的 上 限 集 是 [0, 四， 当然 ,一般 说 并 ,对 于 
加 Elim 4w 究 间 {4} 中 上 星 无 限 个 集 包 含 元 素 vw, 这 是 由 2 决定 的 . 

设 144} 基 一 列 集 ， 自 属于 荣 个 指标 molww) 以 后 集 列 中 一 切 集 
的 元 素 “所 成 的 集 称 为 这 列 集 的 下 限 集 , 记 为 In 4。, 显然 , [14。} 
的 下 中 集 是 白 除 去 {4 小 中 革 有 限 个 集 外 都 要 包 食 它 的 那些 元 素 
所 的 成 欧 集 (这 里 被 踪 去 的 月 限 个 集 蚌 随 z 的 不 同 而 变化 的 ).， 下 
列 关 系 是 显然 的 ， 

后 4uc lm 4ac jin dc U A (1.1) 
情 工 设 {44} 是 直线 上 - 列 集 , 


[3 第 一 意 集 ,直线 上 点 集 


Asnti= [0, 2 1 了 | n=0, 1, 2, = 


2n 十 


Am—|0, 1+ 这 -| 区 二 1 2, …: 


因为 上 4 [0， 信 , 自 导 . 了 知道 , 当 我 们 考虑 {4 的 Is 4。 
和 lim 4 时 ,只 要 考察 [0, 2) 中 的 点 就 可 以 了 。 因为 区 疝 10， 生 
中 点 属于 所有 的 4。, n= 工 3, …, 所 以 [0, 了 Clim 4oc Hm 4w 


而 对 于 区 间 (1, 2) 中 任何 一 点 my 必 存 在 mo(w), 使 得 n>noC%) 到 
1 ,1 
1 
即 4 蕊 Am， 人 Att，R 一 ?9 f0 十 TJ，*，…。 撞 句 话说 ,riotw) 以 后 
的 奇 指标 集 4as; 都 含有 4( 从 而 mE Hm 4 ), 而 偶 指 标 集 Aon 都 
不 合 <( 从 而 Elim 4s)， 央 此 


[re 


in A, =— 00, 2), lim 4,= [0, . 


Li 


例 8 设 {4s} 是 直线 上 一 列 集 ， 


Aom+:—| 0, 1+ 7) n=0, 1, 2, + 


han—[0, 1—2 | Uf}, nl, 2, 


用 类 似 于 例 工 的 方法 , 容易 知道 En 4,= [0, 工 ，[0 Dclim 4 


Hr 


得 1 这 一 点 属于 所 有 的 4mn= 了 2,…), 所 以 IEYim 4。 从 而 


lim 4,= [0, =Hm A,. 


ht 


集 列 {4 中 的 上 限 集 叉 常 记 为 lim sup 4。， 下 限 集 又 常 记 为 
lim jinf A,. 
上 .下 限 集 的 表达 式 ” 下 而 旦 上 ,下 限 集 的 两 个 表达 式 , 在 运 
时 用 它们 是 方便 的 . 
Iin 4, = UU) An, (1.2) 


To =1 m= 


#1 集 和 集 的 运算 9 
lim 4,— LU As. (1.8) 
{1.2) 的 证 明 记 卫 ~Jin 4,,，Q~ 门 (J 4。 任 取 weEP， 


按 上 恨 集 的 定义 ,存在 无 限 个 指标 , 例如 不 芒 设 mu(a) <ns(2) <… 
<mwu(c)<<… 使 得 EL 人 = 工 2 …). 因此 对 任何 自然 数 思 总 
有 mu>m 从 而 wE Aw L 4o。 晰 然 对 任何 自然 数 m mnE [4m， 


因而 =EQ, 从 而 PC&. 

反之 , 任 取 yEQ@, 按 通 集 定义 ,对 一 切 自 然 数 % VE (Am. 
特别 到 一 了 工时, 必 存 在 指标 ,使 得 yE 4%， 再 取 % 一 m1 又 
因 yE 【J 4w, 所 以 又 必 存 在 mm>mu, 使 得 YE 4、 依次 再 取 %~ 


?a 让 1 如 此 手续 一 直 做 下 去 , 立即 得 到 单调 增加 序列 fo 而 YE 
A 太一 二 2, oy 天 y Elim 4, =, 从 而 QSP. 


既 已 证 得 卫 忆 8@, R&R 二 了 ,因此 了 一 RQ， 证 毕 , 
同样 可 以 证 明 (1.3)， 
到 用 和 、 通 公式 ,从 局 :20、 民 . 引 立即 可 以 证 明 下 面 的 等 式 : 


8 一 in 4 一 lim (8 一 4w)， {1.4 
Slm 4, ima (S—An). (By 
例如 ， 
S$ 一 到 4.~8— [lJ) A UI{8- 加 A») 


= 让 (8 一 4w) 一 lim(S 一 4 


同样 可 以 证 明代 .5 
当然 , 等 式 红 .入 . 妇 .有 国 还 可 以 直接 从 集 本 身 的 意义 上 直接 看 
出 来 .例如 ， 8 一 Him4。 是 由 属于 8 ,而 不 属 主 im 4。 的 元 素 组 成 


的 集 ， 不 属于 Ti 4 的 元 素 的 充 权 条 件 是 最 多 只 属于 集 列 {4o} 


10 第 一 前 集 ; 直 巩 二 点 集 
中 右 限 个 集 的 元 雪 ， 因 而 避 8 一 Em 4s 中 的 元 下 的 充 要 条 件 是 


硕 平 1 个 一 4 由 列 中 从 茉莉 永久 后 ~- 急 储 的 元 束 ， 所 以 这. 及 成 芯 、 
竖 时 人 乓 十 是 保有 一 lm 4 号 元 变 前 充 要 潜 件 龙 42 属于 六 而 二 戌 


了 im 4,， 而 % 杯 :属于 lm 4 针 党 变 条 件 是 {4wj 中 必 有 有 苍 蒜 个 


the 


集 不 食 有 了 国 而 性 古 Ss— —lim 也。 引 的 元 素 的 充 可 条 A 性 上 展 于 


和 3- 4W} 中 的 天 限 个 集 , 即 ( 工 .5) 成 立 . 
例 8 设 14 叶 是 铀 工 中 下 去 具 上 一 列 点 集 ， 疏 一 民 一 4。、 由 
寻 . 国 、 寻 .号 和 例 二 立即 得 到 
ina 4 一 (oo 0) U (1, ce)， 


Hm 4 (一 co， 0) U [2, oo )， 


r= 


而 当 {4 是 例 2 中 一 齐集 时 , 出 (I.4) ,tl.5) 和 例 2 立 即 得 到 


lim 入 一 《一 ce，6) Ui, oo}= -Lim .4 
极 跟 集 ”发 {4 是 一 列 集 ,如 全 满足 
Hm 4 一 in A, 


时 , 称 集 列 { 4 站 站 ,并 称 4 一 jiam A4。 一 ZI 4 为 {4s} 的 家 限 集 , 
简称 为 极限 , 记 为 im 4 


例 2 中 的 集 列 {4»} 就 是 收 语 的 ,并 且 
Jan A, = [0, A]. 


im ee 


单调 集 列 ” 设 {14 小 是 一 列 集 ,如果 滴 足 
对 gl 
称 {A4} 是 单调 增加 的 集 列 ; 如 果 满 足 
OA 1, 2, + 
称 {4} 是 单调 下 阵 的 集 列 。 单调 增加 或 单 洞 下 降 集 列 统 称 为 单 
调集 列 . : 
定理 1 单调 集 列 必 收敛 .如 果 {4 小 是 音调 增加 集 列 , 那 末 


= FY 
名 一 工 ， 


让 集 委 集 区 运算 1 


Ji 4 一: |. 


如 霸 {4 中 是 单调 下 降 集 列 ， 那 末 
lim. 1;, 二 过 和 
二 1 
证 明 对 任何 一 列 集 { 4 总 A 布 
门 A, "Clim A Hn dc 1 4. (1.1) 
#1 Erp 


设 {4} 太 单词 增加 的 ， 对 任何 2E Lj -4 ， 必 有 其 个 种 使 得 
xzE ds， 注 为 {4 直 是 单调 增加 的 ， 所 以 mnE daol， 从 前 2 所 
lim 4。 但 s 是 在 4; 中 任 取 的 ,所 以 | 4 人 lim.4s. 由 QD 


职 得 莘 
Uj A = 村 。 lim 司 ， = As, 人 .6 让 
n=1 


入 .全 两 端 是 同一 个 集 ， 网 此 
lim A -Him 4 一 UL A 


设 {4, 是 单调 上 下院 的 ， 对 任 订 2 公 Bm 4,， 必 存 硅 自然 狐 的 
单调 序列 {nw} ,使 得 w 亡 4.， 这 是 任 一 给 定 的 自然 数 , 取 nw 之 %， 
由 于 E45 二 A 因素 才 必 属 本 一切 As, 上 本 zwE NM 4. 由 此 得 到 


1 A lm As dc 门 4。， Cy 
因 王 Tim A, =lim A4., — - “4d i 
二 Re i 
证 毕 . 
ey 王 
4， 重要 的 集 类 


设立 是 一 个 空间 ， 由 立 的 某 些 子 集 抽 组 成 的 集 称 为 全 类 . 我 们 用 租 


12 第 一 章 ”和 集 ; 直线 上 点 集 


笨 字 忆 、 尼 .S、… 等 表示 集 类 ， 集 类 中 的 元 素 实 际 上 是 了 中 的 子 集 , 因此 集 类 
是 集 的 集 . 

定义 设 马 是 空间 了 上 的 集 类 , 如 果 忆 对 “U”、“ 一 ” 滑 个 运算 封 中 《 即 
对 任何 恕 E 二 EB, 总 有 有 召 UFE RB, 卫 ~ 了 ER), 那 末 称 民 是 下 上 的 环 ; 
和 如果 扫 是 生 上 的 环 ,并 且 实 E 4, 称 4 是 全 上 的 代数 . 

今后 总 用 下 表示 环 , 4 表示 代数 . 

显然 , 代数 是 对 求 余 运 算 封闭 的 环 , 

例 & 集 关切 对 是 工 上 的 代数 . 

例 5. Bo 表示 直线 R_ 上 一 切 有 限 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 有 限 区 间 (au 
-8 计 卫 2,… 4 的 和 集 的 全 体 , 起。 是 R 上 的 环 , 但 不 是 代数 . 

事实 .上 , 只 要 利用 两 个 左 开 右 闭 的 有 限 区 闻 Cg, 时 、(o， 由 之 盖 仍 然 是 有 
限 左 开 右 闭 区 间 的 和 (注意 多 可 以 视 为 9 一 (a, 9]), 容易 证 明 Ro 是 民 上 的 
环 ， 因 为 也 避 0, 所 以 Bo 不 是 R 上 的 代数 . 

Re 是 直线 上 具有 特别 重要 意义 的 环 . 

为 了 讨论 方便 ,引入 对 称 差 运 算 人; 设 4、 怠 是 两 个 集 , 称 集 

AAB=td- BUC(B-A) 


为 4. 六 的 对 称 晨 。 
环 具 有 如 下 性 质 .- 
定理 8 设 叱 是 空间 于 上 的 环 , 那 来 
(dy Be ER: 
(2) BR 对 三 对 称 差 运 算 圣 闭 ; 
(3) 对 对 通 运 算 封闭 ; 
(4) 记 A4(B)= 且 UR, 此 地 如 = {Br|e BR}, 郑 末 AC) 是 下 上 的 代 
数 , 并 且 是 包含 吾 的 最 小 的 代数 ， 
证 明 ” (了 D~() 是 显然 的 ， 今 证 (区 ;对 任 订 马 PE BBR, 因为 
(EEUU F)=ZT— ENFE RB, 
(EM (XE~-ENF=F-—-FNBEER, 
(KX- EUFP-ZX-(E—me Rh, (1.8) 
(KX-H-F=X-(HUre nh, 
FX-E=FrNEeR. . 
.再 注意 到 中 本 身 是 永 ， 所 以 44CR) 对 “U”、“ 一 "封闭 ， 叉 显然 4(R) 对 余 运 
算 封 闭 , 所 以 4( 本 是 了 上 代数 .如 果 双 有 另 一 个 代数 竹下 必然 有 性 局 
.了 Be, 从 而 4 二 4(8) 所 以 4( 本 是 包含 下 的 最 小 代数 。 
人 情 8 As 是 由 直线 民 上 有 限 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 阅 《 宜 限 的 或 无 
“ 报 的 , (mw oo) 也 短 作 左 开 右 刻 的 , 凤 (46，oo) = 人 mc) 从 体 所 成 的 集 类 ， 上 ts 


$1 售 秋 集 芍 运 符 13 
— ACRo). 
EE 这 藻 人 3 入 5 巾 环 By 或 他 
6 中 全 上 4 部 合 有 .一 (0，1 二 |“ 一 了 2， 然而 模 丙 人 


流 


lis Ci 二 


n+ 


”定义 设 S 是 空间 肚 上 的 一 个 华 类 ,如 果 驴 是 环 (或 代数 ), 并 页 可 列 和 和 
运算 二 f 字 , 即 对 任意 一 列 S 中 元 {Be}; 总 有 加 ac 总 称 呈 是 世上 说 位 - 环 


Re 全 人数). 
环 (或 0 代数) 本身 是 环 (或 代数 ), 所 以 具有 环 (或 代数 ), 所 具有 的 一 

页 ， 下 而 深 给 出 o- 环 (或 -代数 ) 的 常用 的 极限 性 质 ， 

定理 8 设 S 是 空间 处 上 的 o- 环 , 那 末 

GD 5S 对 可 列 和 返 和 封闭 ; 

(2》 SS 对 可 列 遂 返 癌 封 闭 ; 

《3) S 对 单调 极 妥 渗入 关上 

C 3 对 于 民 、 下 限 、 蜂 限 过 等 封 闭 ; 

(全 S' 是 下 上 的 水 ，S' 成 河和 上 的 09- 环 能 充 要 条 件 是 对 5' 中 全 全 一 
列 互 趟 沪 交 的 集 公 避 的 和 适 算 封 半 , 或 者 , S' 对 总 痢 与 加 机 限 运算 封闭 

汪 明 《1L) 是 定义 ， 母 震 证 下 ]. 

C2) 设 {BiCS, 因为 全 是 o- 环 , 所 以 = Fre 5S， 注意 烈 S 是 0- 


环 由 起 洒 公 式 开 即 笠 到 


因此 个 = 忆 ~ | (加 一 刀 n) & S, 癌 S 对 可 询 迁 运算 圭 闭 - 
(8) 当 全 中 是 SS 中 一 列 单 滴 集 而 ,由于 
岂 Bs, 当 {5 收音 庆 增加 


1im 瑟 一 
出 [| Es, 河 二 单调 下 | EE 


) 守 汪 知道 (9) 成 立 ， 
:3 由 位 .匠人 . 芒 并 利 月 ( 术 、(2) 刘 好 知道 (和 正确， 
CY 必要 性 是 蚁 多 的， 得 在 证 己 充 分 性 : 本 言 避 晤 2 上 前 许 我 们 : 任何 一 


14 第 一 章 从 , 直 如 尘 点 集 
齐集 1 对 的 和 混 闪 可 入 写成 一 列 豆 下 相交 的 华 司 省 的 和， 其 中 了 吾 . 一 4 一 
了 4。 两 号 由 全 是 线 并 县 允 下 了 让 交 可 列 和 运 意 对 闭 性 的 级 设立 凶 知 道 
8 对 可 列 让 泛 息 圭 亲 , 从 而 是 o- 环 . 
如 果 8' 是 环 , 关上 且 对 单调 载 加 级 限 过 货 圣 闭 , 料 末 由 昌 re 8 以 及 


局 4 一 lim [| 4， 
I Hl 


知 湾 5' 中 单调 增加 集 列 | | 44} 的 根 限 [ doe 5S', 即 S' 是 o- 环 ,证 毕 。 


道 狼 器 得 较 赂 的 是 e- 代 茹 《对 求 余 运 算 封 局 侣 -不 )， 

集 荣 的 扩张 ”对 于 空间 玉 上 鸭 集 类 孔 我 们 有 如 下 的 扩张 定理 。 

定理 和 4 设 吕 是 空间 互 上 的 集 类 , 那 末 

QL 存在 惟一 的 包含 吾 的 最 小 环 RCE); 

《2) 存在 唯 -一 的 包含 吾 的 最 小 代数 ACE), 半生 ACEY 一 ACR(EY)Y; 

好 》 和 在 唯一 的 包 省 召 的 最 小 的 r- 环 共 ( 本 ,并且 SC(EY =SCRCE)); 

《4) 存在 唯一 的 包 人 洁 吾 的 最 小 的 c- 伐 效 号 (BE 并 且 辟 ( 晤 ) =ACS(EY) 
SACE)Y. 

证 明 证 届 )~( 少 最 小 扩张 在 在 性 : 令 耻 是 芝 的 一 如 村 集 全 体 , 疗 然 四 
既是 环 , 又 是 0- 环 ) 又 是 代数 , 又 是 o- 代 数 , 并 于 吾 居 大 ， 这 说 明 盏 少 存 在 一 
个 生 ( 伐 数 、o- 环 、c- 找 数 7I( 例 如 人 == 臣 ), 使 泽 工 避 吾 。 对 一 切 羡 上 满足 
下 二 瑟 的 环 ( 代 数 .c- 生 .ac 代数) 作 它 们 的 通 集 类 

T= Fe 
显然 , To 二 可 并 且 易 知 TD 仍然 是 环 ( 代 数 .o- 环 、 0- 代数)， 因 为 To 是 一 切 
满足 T 卫 习 于 的 环 《 代 数 .o- 环 .oo 一 代 效 ) 的 通 ， 所 以 它 是 满足 外 习 久 中 最 小 的 
从 般 小 主 易 知 娃 一 性 也是 亚 然 的 ， 

了 主权 是 证 明 ( 玉 人 册 中 的 等 式 ， 

由 于 瑟 KB 汪 吾 所 以 有 CRO)) ACE)Y， 册 于 ACEY 4《RCB2))， 邵 
“AE)= ALRE)Y). 

3 RAEYIE, HR SC(ROE) OSCE); 于 S(E) 2 ROE)Y, Hi SCEY 
ISIRAEY, HW SE —SCREY), ~ 

DE 所 以 AE) ST(E): 由 于 SE)2ACE)， 所 以 
SB ESACENY, SE) = ACSCE)) 外 的， 
出 下 的 中 其 这 主 明 ACSCE)Y) SS 区), 显 络 ， < 了 人 吾 )) 于 十 : 代 汝 ， 页 局 只 要 
证明 它 对 可 列 和 运算 封闭 就 瑟 区 了 了， 贞 实 上 如果 人 弛 sw CACSCEY), 根据 定 
弄 2 
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ALSCEYY) = SE) J SCEY’, 
?站 任 辣 6 必 是 分 唱 属 本 SCE) 和 CE)? 中 个 atBna 的 和 5 因 光 
上 B= EU En, 


这 里 [1 了 Lj" 分 若是 对 属于 CE).SCEY" 的 你 深 和 , 因 流 SCEBY 是 o- 环 ,所 以 
EE SCE), 硬 


可 一 工 - 门 "了 0 SCE) 


上 二 辽 . 驴 让 第 一 式 注 广 到 一 训 华 的 浓 疯 ， 并 和 用 SCE) 对 可 列 通 
等 娃 闵 得 到 的 , ) 即 4AC5SCEY} 对 可 烈 和 运算 抠 间 ,人 Pi ACS(CE)) 一 S$'(E). 
款 毕 
定 竹 4 表明 由 一 个 集 类 要 扩张 牙 最 小 的 代数 、c- 环 尸 o- 代 数 百 以 经 过 
逐步 扩 芝 租 到 ， 
集 娄 的 女 制 ” 设 瑟 是 一 空间 , 所有 是 瑟 上 的 集 业 , 口 是 开 中 任 -一 固定 子 
集 , 互 妖 = 二 n 如 BE 下， 固 东 至 有 如 且 旺 并 上 上 的 集 娄 ， 也 可 以 刹 为 互 的 
子 企 CAC 作为 一 个 空间 , 称 为 互 的 子 空间 } 上 的 集 类 , 称 ENO 为 EE 在 0 上 
的 总 们 | 
滑 于 华 类 的 跟 制 有 如 下 重要 的 结果 。 
定理 设 吾 是 空间 豆 上 的 集 娄 , 那 示 对 任何 着 的 子 集 驴 
(1 SC NO=SC(END; 
(3) 当 SB) 还 是 代数 时 ,SCE 站 史 也 是 9- 代数. 
证 明 (3 其 加 航 的 ， 今 江 人 加 I 下 ; 
转 沟 5:E) 是 o 环 : 萄 知人 SCEY NG 往 足 9- 环 ， 双 因为 SLE) EE, 所 以 
(SE NO IOENG, 从 出 o- 环 {SCRBI NO DSLENOY. 
污 江 (四则 人 DCSEBENO.。， 汽 方 广 泪 风 ， 记 避 闫 莹 一 0 者 虚 彩 为 
LF 的 全 全 伟 所 成 的 全 类 全 FTESCENO, FESCENDY, 因为 
sen SEND) 者 基 o- 环 ， 虹 乱 记 相生 二 的 o- 环 ， 由 于 对 任何 
Ect FENOe SRNG, F'nDe STD, 并 且 百 =FUF', 记 
[9 人: 而 5 二 SCR), 注意 和 党国 作 = 太太 人 00, 区 而 
SCENCY=SNMOISEING, 


工人 


从 党 (证 和 
单 油 业 说 本 是 到 的 其 些 子 梨 所 二 的 中江 ， 
序列 n+， sh MM 奈 B 是 全 的 一 个 单 


定理 6 设 瑟 赴 总 的 某 些 子 集 所 成 葛 集 类 , 那 未 必 有 唯一 的 单调 类 MM 
司 得 


3; 站 训 了 中 任何 一 个 前 调 


油 深 ， 
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(1) 五 Cn 
(2) 包含 互 的 任何 单调 类 Ha 必 Mi 一 94. 
定量 人 的 证 于 方法 类 似 定理 4 
显然 从 定义 再 搂 可 知 , 任意 个 单 基 类 的 通 仍 是 单调 类 ，o- 环 必 是 单调 
线 ， 一 个 环 及 ,和 如果 芭 是 单 油 业 , 孝 未 B 必 是 g- 环 ， 
今后 用 MB 表亲 由 华 类 召 按 定 丈 6 所 每 到 的 单调 类 ， 即 包含 下 芍 最 
小 单衣 汐 
下 面 证 明 一 个 记 与 坚 用 到 的 定理 ， 
定理 设 玫 总 六 的 号 此 子 集 浙 成 的 环 , 那 末 
SLR) 一 MER}. 
证 明 ”因为 SLR) 是 包含 是 的 华 凋 类 ,所 以 MCRYCSCR)， 
投 汽 请 能 证 小 CD 是 一 个 环 ， 慑 二 了 HC(B) 便 是 oo- 环 ， 褒 S5B) 忆 
MIR)， 这 样 定 埋 站 被 证 得 ， 
证 有 MLB 是 环 ， 论 人行 何 吾 E MC 二), 记 
KE /rE MR, MiE Emr BEUFE MDA. 
由 于 下 的 定 光 书 . 玉 的 相合 汗 认 ,国富 ,了 CC 下 的 等 价 台 CEE). 
先 证 机 评 性 农 政 ( 二 一 : 音 说 序列 { 因为 
EMCRY, FE—FE E 
名 而 fp、 { 王 一 玉 人 入 LP 前 是 音调 序列 , MR) 是 单 消炎 ,所 2 
li F, Blinm Ch, BY € MERY, 


HN 人 3 四 


Hm Fy- lim CF UEYE MOR), 


| 


Elhn Fulintb— Fo) € MOR. 
i 


新 以 limFsE MKR) .这 忠信 明 五 (ED) 刀 学 困 淆 . 


庄 '… 吾 是 环 , MR) 二 BR), 因此 计 任 全 BE BR, 了 ER 共有 EKLE), 所 
外 机 但 朴 (的 汪 单 洗 汪 ,所 六 下 [7 症 人 (本 对 代 何 号 < 下 直立 ， 
CMCR)， 所 以 KY M: 到 对 任何 E BB 成立。 由 二 对 称 
2 EER, 必 有 如 KFYA ROEKECFYRT 洗 何 开 = MR) 
或 立 ， 天 利己 BE MR CE FC MR 
KETICMLRY, HT ， 对 一 切 FE MR), 下 (一 了 (RY)， 从 下 可) 定 
发 可 手 肝 (有 BR) 中 水 . 江 毕 ， 
系 设 卫 是 太 吓 南 蔡 的 菏 些 可 集 所 成 的 介 美 ,如 此 邮 是 单 语 尖 ,于是 


浆 ; 而 :LL MoB, 于 未 MDSCR). 


证 明 显然 M2MCR) 二 SLB， 这 毕 ， 
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1. 证 明 下 而 的 等 式 : 

C1) CAiN Anh A — OA DNA DN Nd OD! 

@) A—(B-0=(4—B YCANO; 

(3) {A—BDNO- DI=ANC- (BUD; 

人 的 (1) 4- B= C4) 

(5) M4 B= AaB); 
。 (6) 设 4c 蕊 CX， 那 来 (4 一 B)* 一 UC4U)， (这 里 上 角 e 时 
关于 工 求 祭 .) 

8、 设 {d 是 - 列 集 , 作 妃 一 44 Bs dh 一 思 4 了， 证 明 {BJ 
是 一 列 互 不 相交 的 集 , 上 


中 壬 

lA -| 如 一 十; 2, 机 
3， 设 4 一 《DMI 4 二 4 区 0 求 lim 4 Im 4,, 
4 设 了 是 一 个 空间 , 4 是 了 中 的 任 一 个 集 , 称 孟 数 


1, 当 ze 4: 


2 《TY 一 
KatTY to 当 ze A 


为 集 4 的 煌 三 囊 数 . 证明 
(44= 瑟 的 充 要 条 件 是 Xt2》 一 XC)3 、 
(2 44 一 互 的 充 蓝 务 件 是 Xu 一 ]. 4 一 和 的 充 要 条 人 御 是 Ya 亚 出 
C3) 4 己 马 的 充 要 条 件 是 at] 所 XpA2); 
(4) Kaaptt) = Xatr) — rot | 


人) % i 《的 一 aX Xa CO) Fn, AD) = nin Ki, EY 
{6) um 4, CF) = lm xa, tt), Wm dy (2) =lim Ka CF), 
rr Er 二 i 


《7) lim 4。 存在 的 充 要 条 件 是 lim xa(w) 外 处 收 徐 二 一 个 话 数 ， 
5. 设 f 是 定义 在 集 召 上 的 实 函 数 ， 对 任何 实数 0， 沁 BCG>0)~ 


| 了 D> re 可, 了 > 四 一 人 ef >C ze€ 三 证明 
GD ECF>0 UE(f>0+ iT) 


人 2) BCEO) = 站 EB(f>0- 了 二)= 所 本 (7>0- 六 
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C3) 度 -P 是 定 必 在 吾 下 一 列 实 丙 名, 并 且 外 处 收 仇 于 大 那 末 
.ECf>O) 一 人 Lim n (PC 二 


人 及 足 莹 个 梨 ， 包 澡 峙 .C 的 基 小 琵 、 最 小 代 阁 .型 小 9- 开 :、 
最 小 0- 代 天 是 人 太公 2? 


7. 如 果 百 530, 称 益 吾 一 各 为 正规 莹 , 证明 
GD) 如 县 集 类 是 再 和 和、 通 , 正 规 关 三 个 运算 封闭 , 噩 末 屁 必 是 环 
(3)》 各 果 集 关 尼 对 科 、 通 .对 柬 甘 三 个 运 痉 封闭 , 闭 术 慷 必 是 环 . 


$2 下 射 、 等 从 关系 和 弘 


在 $I 中 介绍 了 集 号 集 之 襄 疝 包含 、 科 人 管 美 系 以 及 集 之 阅 交 
让 视 为 祭 的 一 种 闫 又)}， 在 率 节 中 我 们 匡 介 绍 忆 一 种 
关系 一 一 -好 应 关系 , 它 是 画 数 概念 的 发 民 ， 在 此 此 山上 ,还 要 加 贷 
:前 说 念 之 一 “劳作 适当 介绍 . 
i 映 冉 
谈 筷 .BB 是 两 个 非 空 集 ， 如 虹 从 在 ;和 4 中 任 一 元 训 色 ， 
在 夫 则 ?个 ,确定 了 吾 中 一 个 开 喜 9 ， 
Pp. wry, seA, C2.1) 
就 称 规 器 沪 有 息 到 如 区 映射 { 记 炙 沪 睦 照 ， 在 汉 区 分 析 中 常 称 吴 
射 泡 并 子 ), 称 Y 党 (在 归 射 下 下 ) 和 河 各 ， 沁 为 y= 0) ,= py, 
如 蛙 乡 是 跑 般 人 下 洁 个 元 大 5 的 银 , 称 满 足 闫 系 gy 一 p{) 的 2 是 y 
的 一 个 原 龟 , 各 所 前 原 象 的 侈 体 为 y 的 厌 全 集 , 简称 为 g 的 原 
象 , 称 集 4 总 陕 身 @ 的 定 闵 域 , 记 为 马 ( 的 、 所 有 多 ( 的 中 元 素 玫 
的 复生 外 全 短 记 轴 及 (区 区 ) 汶 9 的 慎 井 ,更 一 般 地 ， 所 
是 邻 (P) 的 一 个 子 集 ,一切 局 中 元 求 的 象 合体 记 为 gC(0)， 称 为 
在 ww 下 衣 信 域 (特别 , IO 一 4 所 Pd 一 腕 (四 ). 了 
种 表 了 林 六 P，A 王 BB, 
对 于 了 晓 射 ， 我 们 以 后 沁 丝 这 用 下 二 的 术语 “是 4 到 吾 的 陨 
射 ， 多 (Cg) 是 它 的 尘 久 域 "， 这 个 术语 的 齐 电 大 具 是 对 4 的 子 焦 
名 中 每 个 省 意 闵 , 邮 有 和 伐 ， 汝 说 史 偿 筷 吝 吾 的 蜡 峰 "于, 总 


i 
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是 指 多 (9p) 一 4. 

鼎 射 赴 ( 单 和 值 ) 画 数 祝 念 区 推广 , 它 是 数学 中 基本 概念 之 一 , 鲍 
如 , 任 柯 实 变数 本 数 可 以 看 成 数 集 到 数 集 的 映射! 求 星 和 运算 订 以 看 
成 可 微 函 数 台 焦 到 函数 集 上 的 瞩 射 ; 积分 可 以 看 成 可 积 函 数 集 天数 
集 的 映射 ，%xm 阶 阵 可 以 看 成 mn 维 线 低空 间 刘 %8 维 线性 空间 的 
映射 ; 代数 学 和 中 同 坟 ,同和 构 等 都 是 一 种 占 射 ; 煌 学 中 的 初等 运作 也 
是 山 射 ， 饮 交 实 数 中 期 法 gb8==o， 就 可 以 看 成 平面 到 交织 的 呈 
庙 , fo, BY —>e. 

复合 映射 ” 设 p 是 筷 到 甩 的 映射 ， 上 是 口 到 卫 的 贞 草 ， 当 
GD2 多 (办 时 , 作 和 4 到 刀 的 映射 

h, zr ps) ), 
称 六 是、 溃 的 复合 号 射 ,和 记 为 有 二 由 og， 

显然 , 复合 映射 是 复合 两 数 概 念 前 推广 . 

映射 的 限制 和 延 拓 ” 设 ms 4 一 卫 呈 古 两 个 时 庙 ， 如 时 狼人 1) 
世 多 (pa) ,并且 对 任何 EE 台 (p1)， 

gi) 一 Pa) ， 
基 ggps 在 及 9 一致 时 , 称 gi 为 rs 在 叙 (pr) 上 的 限制 ， 全 称 
ga 蚌 gi 的 (一 个 ) 玩 括 . 

当 gi 是 gs 在 人 多 (g2) 的 子 集 肝 上 上 限制 时 , 常 记 内 为 galY. 

酌 1 设 了 (lw) 一 sing, 0 和 2 yoo |sinv|, —%<e< 
吕 可 视 了 (zm) 是 gtz) 在 [0，w] 上 的 良 制 ， 视 g(w) 是 flz) 在 
《一口 ，c0) 上 的 廷 拓 . 

例 2 设 f 的 一 总 ?|s|<1 g(x) -于 二 ，sxI 解析 机 
数 了 (是 解析 隐 数 9(99 在 |z| < 上 药 限 制 ， 而 96) 就 是 Ce) 在 
复 平 而 上 上 除去 z 一 硅 点 外 的 区 域 上 的 一 个 延 拓 . 

单身 、 满 射 和 双 射 ” 设 g 是 44 到 BB 的 映射 。 加 采 对 侍 全 未， 
多 扬 44, 当 wy 时 ,总 有 

yw) P(N), 
即 不 同 的 态 映 页 贞 来 的 得 记 不 癌 , 那 末 称 o 是 单身 : 妈 以 陕 射 2 满 


2 第 一 竟 ”和 舍 , 直线 上 点 党 
是 pC4) 一 B, 即 级 (p)=B 时 , 称 g 是 4 到 加 的 满 射 ;加 条 gq 是 满 
射 同时 又 是 单 射 时 , 称 g 是 和 4 到 怠 的 双 射 , 又 称 w 是 全 到 旦 上 
的 一 一 对 应， 

例 8 设 4 一 [0 1]~B, px(o) 一 二 mo Pal) 一 sin na, 加 人) 


一 ww， 和 显然 ， 

GD 9: 是 4 到 吾 的 单 射 ,而 非 满 射 

(2) ps 是 4 到 如 的 满 射 ,而 韭 单 射 

(8) gs 是 和 4 到 台 的 双 射 

例 4 设 Ofw 下 是 [o, 妇 上 连续 函数 全 体 , Ox[a, 果 是 [4] 
上 连续 机敏 丽 数 全 体 ， 侧 03[e, 站 是 0+[a, 可 中 清 足 Fa) 一 0 的 
西数 全 体 ， 作 映射 

mw fr fs, feor0, 1. 


显然 ,9 是 OC, 寻 到 Cr fo, 习 的 单 射 , 但 不 是 注射， 而 p 是 O[0， 
切 到 C3[0, 1] 上 的 双 射 
例 5 设 映 射 
fOr fe), f (90) Ee, 8]. 


显然 ， 旧 是 CLs, 可 到 OL[s，5] 的 满 射 ， 而 非 芒 射 (因为 上 (六 一 
四 ft 中 ， 洪 中 5 为 任何 一 个 常数 )、， 但 由 在 Of[s, 8] (cora, 
妇 ) 上 的 限制 记 为 而, 各 是 3[e, 到 Cfs, 可 前 双 射 . 
恒 等 蜗 射 和 谤 映射” 设 4 蚌 一 个 集 ,w 是 4 上 的 映射 ,如 困 
nm: +rw 
师 4 中 每 个 元 素 的 象 是 自身 ， 称 9 是 4 上 的 二 等 映射 记 gg 为 
I. 


显然 便 等 映射 是 4 上 的 双 射 , 它 嚼 简单 , 却 是 很 重要 前 映射 . 
例 3 中 的 gs 便 是 [0, 轴 上 的 恒 等 映 射 . 妍 然 任 何 一 个 集 , 都 让 它 
十 面 的 但 等 映射 , 因而 在 遇 有 许多 不 同 集 上 前 恒 等 映 射 时 , 我 们 常 
用 加 以 祭 明 是 集 4 于 的 牛 等 唤 射 . 

利用 恒 等 映 射 就 可 引入 逆 耽 射 概念 . 


对 包 ” 肪 射 .党 价 其 奈 和 入 -- 
设 p 是 和 有 4 到 如 的 鼎 射 , 浊 兴趣 在 台 到 万 的 贞 射 gr 或 五 )， 
使 得 
pop=Ia 《或 pepr = Ts), 
那 来 称 grA( 或 pr 也 为 gq 的 志 ( 或 右 ) 送 映射 如 果 存 在 如 到 4 的 
蜡 射 gn 它 既 是 六 音 左 送 肌 射 ， 又 是 允 的 右 斤 映射 ， 那 未 称 有 是 
4 到 如 上 的 可 运 映 射 ,并 称 g 1 为 gp 的 送 映 射 ， 
定理 1 wp 是 迁 到 吾 上 可 道路 射 的 完 费 条 付 旺 2 是 双 射 ， 
证 明 充分 上 性 设 员 是 双 射 ， 对 任何 YE 站 ， 必 存在 唯一 的 
wt 所 4, 使 得 
y= po) {2.1) 
据 此 作 吾 到 4 的 映射 
Py, (2 .2 
最 热 , 对 任何 3, 岂 人 名 .二 和 (2.2), 易 知 
(op) 一 用 gH) po%, 
色色 op 一 J4， 友 之 ;小 任 全 yyEB, 由 人 2, 加 逢 [C2,4), 鼎 知 
(pep VD pp NN) — pe) =—y, 
即 peg"1= Te。 因此 是 可 送 的 ,并且 人 2- 轨 定义 出 前 gr3 就 是 多 
的 道 ( 觅 冉 ). 
必要 性 ”假定 可 道 ， 因而 疗 在 gp 售 得 p21ep~= 了 了, prp 1 
一 了 sg， 肉 逆 春 全 和 何 #8 %3 全 扫 , yy 全 日 ， 
DP op ED = pp), $=1, 2, 2.8) 
y— (Pop DN pp NY. (2.4) 
由 (人 2. 涩 易 知 朗 (p) 一 吾 ， 即 p 大 满 射 ， 由 【2.3) 易 知 当 p(w 一 
pwD) 时 ， 必 艇 有 一 PC2D0) 一 pg Pas 一 wa， 风 p 还 是 单 
射 , 因而 p 是 双 射 .证 毕 . 
显然 ， 当 8 是 单 射 时 ,Pp 是 多 (9p) (= 机) 到 这 (p)} (CB) 的 双 
射 。 因而 单 射 gg 人 (一般 不 是 可 道 喘 射 ) 是 多 (gp) 到 议 (p) 上 的 可 北 
映射 。 这 个 道 映射 常 仍 用 pg 表示， 不 过 名 (yp) 一 吏 (p)， 即 
pop 1 Tem Pp— Tot, 
例如 , 例 8 中 中 是 单 射 , p71(2) 一 2%, 而 m 是 [0, 上 恒 舌 映 
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射 ， 易 知 p37 C2) 一 pa(2) 一 5， 而 例 4 中 的 映射 gp( 程 从 } 的 道 映射 
就 是 例 5 中 溃 ( 微 分 ) 古 95s, 四 上 的 有 限制; 即 gq 二 . | 

注 ”我们 这 里 足 射 是 采 上 用 音 值 函数 概念 推广 的 形式 .当然 也 
可 以 引入 杀人 值 觅 射 ,- 即 对 任何 2 全 多 (gp), gp() 可 以 是 8B 中 的 一 个 
“ 子 ) 集 ， 但 是 , 如 果 注 意 到 点 2 也 可 以 视 为 4 中 的 单 点 子 集 {2}， 
那 末 ,不 管 单 值 " 映 射 “ 多 值 ” 碳 射 , 均 可 视 为 4 的 一 切 单 点 子 集 
所 组 成 的 集 县 至 BB 的 一 切 子 傈 所 构成 的 集 如 的 单 值 贞 射 。 然 而 
从 最 一 般 的 观念 米 看 ,在 、 召 仍然 是 两 个 集 ， 竹 我们 定义 上 映射 时 ， 
并 未 对 殷 , 吾 加 任何 良 制 , 因而 从 原则 上 数 说 , 最 一 般 的 映射 稳 念 
只 要 对 单 值 的 引入 即 可 .只 得 在 具体 场合 才 需 要 注意 映射 的 单 值 
性 和 多 值 性 . 

2， 等 价 关 系 

设 4 是 一 个 集 , ~~ 是 和 4 中 元 素 之 问 的 基 种 联系 (也 各 关系 )， 
可 于 联系 满足 下 而 三 个 性 质 . 

《Hb 自 反 性 。 对 任何 Ed,a~ow 

(2) 对 称 性 部 时 em~5, 那 末 D~a 

(3) 传递 性 划 果 gwD ac, 那 末 we。 

那 宁 称 联 系 一 为 由 下 的 等 从 关系 如 果 wm2 称 双 了 在 等 协 关 
又 ~ 下 等 价 . 

例 6 了 4 是 一 个 集 ， 呈 让 元 素 之 间 的 “= “关系 显然 是 4 于 的 
等 价 关 系 ， 又 对 一 切 & 3E4, 规定 ~ 5 都 能 起 立 的 关系 ， 显 然 
也 是 刀 二 的 等 价 关 系 . 这 两 种 每 价 汉 系 , 称 为 平凡 的 等 价 关系 ， 

等 价 关 系 是 数学 上 已 普遍 存在 的 一 些 概念 的 押 象 ,. 

例 了 VW 是 自然 数 集 , 当 we mEN 时) 如果 =ntmod4, 规 
定 %~n， 由 熟知 的 mod 运算 , 易 知 ~~ 是 二 上 的 等 价 关系 .2% 
等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 差 是 生 和 的 倍数 . 

例 昌 8 是 平面 点 全 体 ( 即 实 数 对 (zw, 四 爹 体 )， 当 {v1 yj)、 
(qa 的 沪 二 ya 时， 规定 (wi YD ~ (za 99)， 显然 ~ 是 BI 上 的 
等 从 关系 ， 两 点 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 第 二 奉 标 相等 , 

例 9 设 和 4 是 nx%w 方 阵 全 体 , 当 a, 8E4， 并 存在 可 道 阵 4 


和 和 映射、 等 价 关 革 和 势 交 


使 得 & 一 太 沪 在线 代 数 中 ， 称 卫 和 8 了 相位} 时 ， 规 定 a~h。， 由 
失 阵 运算 知道 下 面 三 个 式 于 成 立 ， | 
(J) gag=e ge, 这 里 e 是 nxn 的 单位 阵 ; 
(2) 如 果 & 一 太 184, 那 末了 = (人 at 
{3) 如 果 & 一 二 B48 二 8 108, 那 未 @ 一 (9t) -tot). 
以 上 三 式 说 明 ~ 是 44 下 的 等 价 关 系 ， 
例 10 设 Fe, 几 是 柱 .4: 
AS D 一 co<gy 必 oo 上 一 元 


上 
| 
连续 也 数 , 固定 sw 时， f 关 二 gy | 
| 
| 


wy 


局 部 注 Lipshitz 条 作 ， 对 于 
柱 生 中 点 Co, 的) ,Ca, Ys) ;如 
寻 闪 在 适合 方 科 | 
于 


(Oo p(o) (2.D 一 上 一 一 


(x1 1) 


的 连续 函数 p(w) (根据 微分 方 释 的 知识 ，gp (2) 必 属于 [4, 81)， 
使 得 太一 9 (20) ga 一 Pv) 规定 (vi ~ (0; Va)， 那 末 ~~ 是 4 
上 的 等 价 关 系 ， 

事实 上 ， 对 任何 (ze，yo) EA4， 根 据 常 微分 方程 理论 ， 存 在 
名 .已 的 唯一 解 y~p(w)， 适合 p(wo) 一 yo。 利用 这 个 事实 立即 知 
道 ~~ 蚌 4 上 前 等 价 奖 系 ， 并 上 且 在 同一 积分 曲线 上 的 点 彼此 等 
价 . 

在 篇 微 分 方程 中 也 有 相仿 于 例 10 的 等 价 关 系 ， . 

例 斑 同 是 例 I0 中 柱 有 4, 如 果 4 中 替 点 lw gh) 、 (wa, Yo) 能 
用 某 个 连续 曲线 天 sj 一 gp 只， gy 一 下 四 人 Ef, 可) 连结 起 来 ， 即 
和 =， 一下 加 一 四， 所 一 而 (外 ， 规 定 (， yD) ~ os, 
ya). : ! 
对 任何 tw, 丰盛 4, 当 玉 以 1 为 周期 , 并且 满足 gO) 一 g(1) 一 
2, 由 名 ) 一 由 (地 一 的 连续 画 数 gp 人 拉 、 上 的 时 ， 就 有 侣 ~ (1 
奶 ; 如 村 有 2% 一 pg= 汪 (从 性 E10, 了 I) 实现 (481 2) ~ (a Ya)， 
显然 #8 一 Pp 江 一 介 ， 一 冰 过 一介 必 实 现 (sa 的 ) 一 (co 的 如 果 有 
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wp, yo EL 1 实现 (v1 YD ~ ty, Ya), 和 一 (DD, 
Hi = 中 att) CF E10, 了) 实现 《zs， Ya) ~ (va, Ya), 恕 然 


~ 当 0< 坛 本， 


V9 一 人)， 当 二 HL 


(2 一 了 ， 当 计 <t<l, 
必 实 现 (w1 的 (aa 扩 )， 国 北 , 一 是 4 上 等 价 英 系 . 用 于 4 中 
任何 两 点 (ol 凡 ) 、(aa o) 必 有 和 连续 曲 煞 联接 这 两 点 ， 所 以 4 中 
一 切 点 接 ~ 都 是 彼此 等 价 的 . 

例 更 设 4 基 复 平 加 上 区 域 全 体 ， GH, GasE 4 如果 存 在 Ga 
到 6&3 的 一 个 双 射 (5]， 并 且 9 人 是 人 上 解 和 可 肖 数 ， 规 定 全 ~ 
. Ga。 由 复 变 函数 中 者 涯 解析 的 双 射 P 的 9 的 解 本 性 以 政 解析 国 
数 的 复合 画 数 的 解析 仁 知 道 广 是 4 上 等 价 关 系 ， 并 且 能 共 形 映照 
的 两 个 区 域 Ga 、Ga 彼此 等 价 ， . 

读者 也 可 以 举 出 很 多 等 价 关 系 的 例子 ， 下 面具 再 举 一 个 具有 
普 让 党 义 芍 (这 点 可 从 下 面 定理 2 看 出 ) 的 等 价 关系 . 

例 18 设 妃 、B 是 两 个 集 是 和 4 到 吾 的 上 映射， 当 p(w) 一 
PD 时 ,规定 zz~yt( 即 两 个 元 素 的 稼 相同 时 ,规定 2~ 四 ,由 于 
CD) plo) pr), LE A . 

(2) 即 果 (9) 一 p09), 那 示 90 一 9 (0); 

(3) 如 集 of 一 站 (00 人 (的 一 0 的， 那 末 郧 (一 到 (2 
由 此 易 知 ~ 是 旭 上 上 的 等 价 关系 ， 这 种 等 价 关系 称 为 由 上 映射 pp 按 
等 慎 方 式 导 出 的 等 价 关 系 ， 简 称 为 也 9Vp 导 出 《或 决定 ) 的 等 价 关 
系 . . 

等 价 炽 ” 设 4 是 一 个 集 , ~ 是 4 上 的 等 价 关系 .对 任何 4E 
4, 立案 未 与 & 等 价 的 元 案 全 体 所 成 的 子 集 ， 即 4 二 {2 ~o, bE& 
4 称 下 为 元 斑 E 在 等 价 关系 一 下 所 导出 (或 雇 定 ) 的 等 价 类 ， 


站 QD， 当 0<t< 杞 ， 


$9 员 抽 等 价 基 至 和 势 2 

51 理 I 设 4 是 一 个 集 , ~ 是 4 上 的 等 价 藉 系 , 那 末 鸡 尾 何 
.5E 4, 等 式 &Nnb~=8 和 5=$ 中 必 有 一 个 成 立 .. 

证 明 如果 5N 多 一 和 ， 引 理 已 证 得 。 如 果 &N5¥6， 那 未 必 - 
有 cE&NE， 从 而 对 任何 sa E887E8， 由 传递 性 就 奉 a'~g~o， 
br~b~0, 因此 ~ bg 即 w E35'Ed， 由 于 w8' 分 别 都 
是 任 取 的 , 所 以 4C$, bc5, 妈 &=b. 定 毕 . 

例如 ,在 人 情 8 中 , 按 “ 一 "的 等 价 关 系 所 决定 的 等 价 类 4 一 {8}, 
按 田 一 个 平凡 等 价 关 系 记 决定 的 等 价 奖 为 a 一 4{ 革 一 切 ga€ 有 4). 
例 7 了 中 数 2G=1，2，83， 久 所 决定 的 等 价 状 为 2 一 食 十 48} (6 一 0, 
TI，23，: 沁 。 例 8 中 矢 个 点 (ww， 轨 所 决定 的 等 价 类 为 (%， 的 一 
{Cw 91 一 站， 例 9 中 的 5 就 是 与 < 相似 的 nxn 廊 隆 全 体 . 
例 20 中 属于 同一 积分 此 线 上 的 点 为 一 个 等 价 类 . 例 1 中 

+—{2’ ptm) —p(e)}. 

商 设 44 是 -个 梨 , ~ 是 下 上 芍 等 备 关 系 , 称 南 ~ 所 次 定 
的 等 价 类 5 作为 元 素 所 组 成 的 集 为 扎 关 于 ~ 的 商 集 , 简称 为 商 ， 
记 为 4/~. 

显然 , 4/~ 是 由 4 的 某 些 予 集 所 成 的 集 类 ， 

如 果 我 们 引入 

定义 ” 设 人 4 是 一 个 集 ，{4 区 全- 从 是 一 族 互 不 相交 的 (4 的 ) 
子 集 , 如 果 L 重 一 4, 称 {44|XE .是 4 的 训 分 、 设 {4,|AE 全 


是 殷 的 一 个 前 分 , ~ 是 4 上 汐 一 个 等 价 关系 ， 却 果 剖 分 {4|XG 
人 中 每 个 4; 按 等 价 关 系 ~ 前 是 一 个 等 从 类， 并 且 当 % 王 以 时 ， 
4,、4s 是 不 同 的 等 价 类 ， 称 {A4|%EA} 是 由 一 导出 (决定 ) 约 训 
分 . 

下 面 是 刘 分 .等 价 关 系 . 了 映射 之 间 的 联系 , 

定 到 2 设 和 4 是 一 个 集 . 

2 (I) 有 4 上 的 一 个 等 价 关 系 能 导 册 4 上 的 一 不 剖 分 ! 4 上 的 一 

个 前 分 能 导 几 4 上 的 一 个 等 价 关系 ~; 并 且 由 ~ 所 导出 的 4 的 
齐 分 就 是 原来 的 训 分 ， 
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{2) 丰 王 的 一 全 瞪 射 由 等 倡 方式 能 导出 4 于 的 一 个 区 价 尖 
系 ; 由 4 上 的 等 价 关系 能 导出 4 上 的 一 个 映射 p, 并 且 gp 的 等 全 
方式 导出 的 等 价 类 就 是 原 等 价 关系 的 等 价 类 . 
证 明 (人) 设 ~ 是 4 上 等 价 关 系 ， 因 为 任何 一 个 w'E4, 必 
存在 &E4i/~, 相 得 ww E&, 所 以 
A=()& 


由 机 理 4 易 知 伦 |&€ 4/ 一 } 是 二 的 前 分 ， 反 之 ， 设 {4:|AE .4 是 
44 的 一 个 剖 分 , 对 于 四 3 Ed 如果 存 在 … 个 和 Ed 使 得 6.5E 4 
时 , 规定 a~B, 利用 {4; 1%E 从 后 此 也 不 相交 性 ， 易 知 ~ 是 用 上 
的 等 价 关系 , 并且 对 每 个 EA， 4; 在 ~ 下 是 等 价 闫 , 当 和 关 六 时， 
.4.4 是 不 辐 的 等 价 类 . 

(3) 设 p 是 和 4 到 4 上 映射 , 由 人 简 13( 取 如 = 4), 按 gp 的 等 什 
方式 就 导出 4 的 一 个 等 价 美 系 ， 反 之 , 设 ~ 是 4 上 上 的 等 价 甘 系 ， 
根据 人， 由 ~ 可 以 导出 4/ 对 十 每 个 GE4A/~， 从 中 任 选 一 
个 元 素 , 例如 a&5, 作 4 上 的 耽 射 q, 当 4 E58EA4/~ 时 ， 

Pp: Wg, 
凤 p 把 每 个 等 价 类 中 元 来 上 映 成 该 等 价 类 中 被 选 定 的 元 素 ， 因 为 
4N$= 了 或 6 一 了 二 省 必 居 其 一 , 显然 的 等 值 疗 式 导 由 的 等 价 类 
就 是 原来 等 价 关 系 的 等 价 类 .证 毕 ， 

等 价 关系 在 数学 的 分 类 问题 里 是 很 重要 的 ， 

3. 对 等 

现在 引入 集 的 分 类 . 

.定义 设 4、 怠 是 商 个 集 , 如 果 存 在 : 一 个 二 到 殖 的 双 射 那 末 
称 和 4 和 加 对 等 . 

一 般 说 来 , 任 取 两 个 集 4. 8, 不 一 定 存 在 4 到 B 的 双 肝 ， 例 
如 4~{I, 全, 8 一 {8}, 就 不 存在 4 到 如 的 双 和 对 ， 事 实 上 , 如 黑 
有 万 到 如 的 映射 gp, 那 末 必 有 wp 一 3 一 p(2)， 所 以 g 术 可 能 是 
单 射 , 当然 更 不 可 能 是 汉 射 . 

显然 , 对 等 是 集 与 集 之 间 的 一 种 关系 , 对 于 对 等 , 我 们 不 再 引 
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入 新 符 和 车, 仍 记 为 ~. 

引 理 中 人 和 集 之 间 的 对 等 关系 ~ 有 下 面 反 个 基本 人 性质 

(1) 二 一 4 

(2) 如 果 44 一旦, 那 订 三 人 44 

(3) 如 果 万 ~ 了 了, 玉 ~0, 那 玉 A~0. 
此 外 还 有 一 个 常用 的 性 质 . 

(4 设 {4;, EAA}、{B, AE A 是 两 族 分 别 彼 此 焉 不 各 交 的 
集 族 , 目 允 每 个 XE 4 .4 一 了 那 末 必 有 [A ~ ty B,. 

证 明 (《 了 ~ 3) 是 显然 的 , 它们 说 明 对 等 ~ 是 集 之 间 的 -一 种 等 
价 关 系 ， 

证 明 (4) 由 假设 对 每 个 NEA， 必 有 直到 BB 的 双 岂 px 作 
要 一 4 到 B= 1 吾 : 的 映射 pp: 


PH) pm), wsE ANEN, 
显然 史 是 人 及 到 召 的 双 射 , 从 而 人 册 成 立 . 证 毕 . 

下 面 给 出 判断 西 个 集 对 等 欧 基 本 定理 . 

定理 3 (F. Bernstein 1898) 设 4.B 是 两 个 集 , 加 果 和 4 对 
等 于 B 的 子 集 , B 又 对 等 于 4 的 子 集 , 那 来 和 4 与 BB 必 对 等 ， 

证 明定 至 3 之 前 先 举 一 个 例子 说 明定 理 的 假设 合 玲 . 

例 手 设 4 一 和 2, ,nn B 一 人 3,…; %,… 了 如 
果 取 自然 数 全 的 恒 等 映射 , 那 末 BB 就 对 等 于 4 的 一 个 于 集 {3，3, 
反之， 如果 取 pl8) 一 +8, 那 末 兄 鲁 是 妹 到 吾 的 子 
集 丛 4，…, 5 的 双 射 , 即 4 也 能 对 等 于 如 的 一 个 了 集 . 

定理 8 的 证 明 下 假设 存在 4 到 吾 的 子 集 Bi 的 双 射 gy, 以 
及 了 到 4 的 子 集 4 的 双 射 mm。、 因 为了: 王 刀 所 以 在 ga 下 
pat B10 = da 4 EB 


A BAA, (CAsCA), 


因 珊 $=qeaopr 实现 了 车 锐 汕 的 对 等 ，A 和 A 4 一 pAY, 
记 5 一 p44 一 P(A 田村 45 吐 相 忆 A, 记 以 
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8 它 太 (4 全 安 另 (4 
As 一 A 8 (一 | ae 4 性 A 


如 此 手续 散 下 去 ， 如 记 Ayra 一 C4 
(一 9, 也 0 就 得 到 
站 二 机 二 机 二 A 二 :二 A 
DA 


pn 
“=1 


因为 pA =Ayrs PiAntl) = rts 
《n= 人, 二 2,…) 以 及 p 是 单 射 , 所 以 
PA mA) 一 下 人) 一男 [全 ni 
一 = nr Antss 
即 名 实现 了 对 等 ， 加 一 二 ni 一 Ants, Cn—0, i, 0, (例如 
图 中 召 =4 一 和 与 7 一 4s 一 4s 在 9 下 对 等 ,…)， 吓 然 所 .4 可 以 
分 解 右 下 列 分 别 咎 此 互 不 相交 的 集 的 和 ，. 


4A4=tA— A #1— AU Cia A U CAs—ADU + UD 
3 AT bd T | 
< ty (2.6) 
。 人 
Cd- AU (CAs ADU (4 一 40U AA Un 


如 果 对 有 =0，3,，…，2m…， 孤 da 一 4 到 一 ds 上 和 的 上 映 
导 为 六 As 一 sti4Cn 一 8，…，24 十 I，…) 以 及 力 上 用 恒 等 映射 
工 (好 式 C2.6) 中 第 藉 所 示 ), 便 知 4 和 41 对 等 ,证 毕 . 

人 .有限 集 和 无 限 集 

现在 利用 集 的 对 等 概念 ， 给 " 有限” 和“ 无限 ”这 两 个 和 松 念 距 以 
严格 的 数学 定义 ,并 给 上 内 它们 的 特征 . 

定 2Y, 小 示 最 锌 % 个 白 然 数 的 集 , 即 于。 一 个， 3 …, 亿 ， 
设 44 基 一 个 集 ， 妇 全 息 是 空 集 战 能 与 某 个 型 ,对 等 ， 称 4 为 有 限 
集 ， 并 称 呈 为 盘 的 计 效 ( 即 4 中 元 未 的 个 数 )， 空 集 的 计数 规 宗 为 
0， 不 是 有 限 集 的 集 称 为 无 限 业 ， 


3 映射 ,每 信 关 系 各 势 对 


为 了 给 出 有 限 混 和 无 限 集 的 特征 , 先 证 下 画 引 理 ， 

引 理 和 3 型 。 椒 与 它 的 真子 集 对 等 ， 

证 明 ”用 归纳 法 略 证 如 下 . 

当 % 一 工时 ， 蜡 :只 在 一 个 真子 集 且 显然 好 :下 雪上 对 筹 . 假 
设 多 一 下 肘 ， 引 理 成 立 , 现 证 当 %w= 太 十 1 时 , 引 理 必 成 立 ， 

假如 不 对 ,入 在 双 射 实现 及 b+ 与 它 的 真 于 和 集 型 " 对 等 ， 记 
ytE+1) 一 了 

《1 丰 果 一 天 二 那 末 执 天 pi 性 ' 中 都 去 掉头 十 二 o 恒 成 
了 4 到 ad 的 真子 集 2H 一 后 十 个 的 双 射 。 这 与 归纳 假设 冲突 ， 
所 以 不 可 能 出 现 :一 8 十 工 ， 

《2 如果 记 8 十 世 但 有 二 全 弄 因而 存在 吕 皇 型 9 
二 十 I 今 作 到 并 的 新 的 黄 射 岂 仅 将 9 在 元 素 mm、 十 1 
上 的 象 对 调 , 其 余 不 变 . 易 知 站 满足 站 (二 十 轴 一 站 十 二 并 且 是 型 
到 其 真子 集 型 的 虱 射 但 根据 (1), 这 已 被 证 明 不 可 能 ， 

(3) 如 果 下 二 EH'， 那 未 从 六 Eri 中考 掉 廊 二 TI， 及 "中 才 掉 
i, 即 gp 限制 在 形 ; 上 ,是 型 :到 并 ;的 真子 集 六 和 一 { 们 的 双 射 ,根据 
妇 纳 法 假设 ,这 也 不 可 能 . 

从 逻辑 上 讲 ， 不 外 上 述 三 种 情况 ， 但 都 被 -一 一 证 明 不 可 能 ， 所 
以 引 理 8 成 立 . 


淖 引 理 3 立即 得 到 

定理 4 (DD 集 为 有 限 的 这 要 条 件 是 决 不 与 其 真 于 集 对 多 
(2) 梨 为 无限 的 充 要 条 件 是 必 与 其 ;0 
真子 集 对 等 


P15 opt 


证 明 (四 的 必要 性 傻 设 4 ， 
是 有 限 集 ， 即 存在 Ms 和 gp， 使 得 
4 改 -Ma。 如 果 了 4 能 对 等 于 革 个 和 一 
真子 集 41, 即 存在 由 4 全 4， 因为 4 号 4 所 以 寻 一 p(4) 乓 
gp( 人 四 一 有 由 于 了 有 4 改作 -了 1:( 丝 地 由 为 p 在 水 上 
限制 )， 所 以 可。 人 M', 其 中 别 一 g1ogop +( 见 图 ), 这 与 定理 8 冲 
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突 ， 所 以 (DD 的 必要 性 证 得 . 

@@) 的 必要 人 性 ”假设 4 是 泡 限 集 , 显然 4 不 空 ， 存 4 中 任 取 
ai， 十 一 {eg 不 空 (否则 4 一 和 ); 再 任 取 四 Ed 一 fa 可 祥 4- 
{m0} 不 空 (否则 4 一 于); 对 任何 自然 数 凤 如 此 手续 订 一 站 做 
下 去 (否则 有 4 将 和 某 1 对 等 )， 从 而 {8} 是 和 4 中 一 列 繁 此 互 不 
相同 的 元 素 ， 记 各 =4 一 {gs}j。 在 4 中 取 一 真 辽 集 加 一 {ga es， 
…}U dai( 缺 掩 元素 01)， 作 映射 Pp 如 下 ; 
Cutly R= R=1, 了 

四 当 vwE A 

易 知 yp 是 4 到 真子 集 旦 的 双 射 , (的 必要 性 证 得 

如 果 一 个 集 4 决 不 与 真子 集 对 等 ， 它 必 是 有 限 集 ， 轩 为 如 果 
是 光 限 集 ， 敢 米 由 (如 前 必 相 性 ， 44 必 和 真 子 集 对 等 ， 这 与 假设 冲 
突 , 所 以 全 也 是 充分 的 . 

同样 , 一 个 集 能 与 真子 集 对 等 ， 它 必 是 无 限 的 (因为 有 限 集 是 
决 不 与 其 真子 集 对 等 的 )， 由 此 可 知 (四 也 是 充分 的 ， 证 毕 ， 

下 面 的 系 是 显然 的 , 但 结论 是 基本 的 . 

系 ， 有 限 集 的 计数 是 唯一 的 ， | 

由 于 自然 数 集 卫 = 代 , 2,，…} 必 能 与 其 夏子 集 ,例如 B 一 {2, 
3, -…} 对 等 ,所 以 也 是 无 腿 集 . 

有 了 上 面 关 于 有 限 集 和 无 限 集 的 定义 和 讨论 ， 不 难 知 道 本 书 
以 前 所 用 的 有 限 和 无 限 之 类 的 术语 , 实际 含义 是 和 这 里 一 致 的 . 

5. 热 

对 于 有 限 集 ， 可 以 根据 它们 的 计数 相等 与 否 痢 断 它们 是 否 对 
等 ， 对 闻 匹 限 集 如 何 ?这 就 导致 引 入 如 于 势 的 概念 . 

定义 ”将 彼此 相互 对 等 的 集 归 于 同一 美 (等 价 类 ”)， 不 对 等 
的 郴 个 集 不 属于 则 一 类 对 十 同一 个 类 中 的 一 切 集 , 我 们 称 它们 
具有 站 同 的 梦 , 用 气 穴 未 集 4 的 势 ， 对 于 有 限 集 4, 了 就 是 它 的 
计数 . 

执 是 -- 切 被 此 对 等 的 集 之 间 的 某 种 共同 局 性 ， 是 有 限 集 的 计 
数 ( 即 元 素 个 数 ) 概 念 的 推广 ， 有 关 势 的 一 般 讨论 ， 如 势 的 “大 ”、 
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\， 势 的 计算 等 问题 是 忆 于 集 论 中 专门 讨论 的 一 个 课题 ， 水 书 
ee ee 
可 列 集 设 交 是 自然 数 集 , 一 切 与 站 对 等 的 集 称 为 可 列 集 ， 
又 称 为 可 数 集 。 可 列 集 的 势 (也 即 久 玖 势 请 ) 记 为 No( 读 做 “和 阿 列 
夫 喜 ”). 
集 4 是 可 列 的 , 即 存在 一 个 映射 w, 它 是 访 到 4 的 双 射 ， 如 
记 
PON) nd, ~ 
那 末 集 4 就 可 以 写成 fas} (mn 一 1 2,…), 即 4 的 元 素 爹 体 可 以 写 
成 一 个 序列 ， 由 此 可 知 本 书 中 以 前 所 用 的 “一 列 *.“ 可 列 ” 的 实际 
含义 是 和 这 里 咯 含 的 ， 关 于 可 列 集 有 如 于 常用 的 性 质 . 
定理 55。 (1) 可 列 集 的 任何 子 集 是 有 限 集 或 可 列 集 ; 
(2) 有 限 个 或 可 列 个 可 列 集 的 和 集 仍 为 可 列 集 ， 有 限 个 或 可 
列 个 有 限 集 的 和 集 是 有 限 储 或 可 列 集 ; 
(8) 如 果 集 4 是 由 有 限 个 指标 所 决定 的 元 素 me.m 全 体 ， 
其 中 每 个 指标 mG 一 1，…， 史 在 有 限 集 或 可 列 集 上 独立 变化 ， 屠 
未 4 必 是 有 限 集 或 可 列 集 ; 
(4) 任何 无 限 集中 必 合 有 可 列 的 冤 子 集 ; 
(3) 设 如 是 无 限 集 , 4 是 有 限 集 或 可 列 集 , 那 玉 A4UB 一 BB. 
《性质 ( 今 、( 国 表明 可 列 集 是 无 限 集中 “最 小 ”的 无 限 集 ) 
证 明 (了) 设 委 是 可 列 集 ,因而 4 可 以 写成 
Wi ay Gal . {2.7) 
如 果 BC4， 不 妨 设 六 不 室 ， 在 (2， 站 中 依 着 号 码 看 是 否 属于 
中 的 元 素 因此 得 至 妾 中 的 元 是 
Ca 1 es 
mm 是 第 次 出 现 的 号 数 )， 显 然 ,如 果 {m} 中 有 最 大 的 ,B 是 有 限 
集 ; 无 最 大 的 , B 硬是 可 列 集 . 
(3) 光 设 {4 中 是 一 列 集 , 而 且 对 每 个 %， 4。 也 是 可 列 第 .… 这 
样 ,4s 可 忆 写 成 4 


让 御 -- 间 内 ,直线 上 点 扫 


A A ia ds 了 Rn 
A fm fa Oa rr 3 Cans 让 
3 ony » 
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加 按 迄 头 所 未, 依次 ( 即 按 oq 的 “高 度 史 十 9 一 由 小 到 大 ,在 同一 
高 度 中 , 按 从 大 到 小 ) 可 将 上 | 4 中 所 有 元 汪 排 列 起 洲 , 所 以 【JJ 
4 是 可 列 集 ， 如 果 fas} 中 有 相同 的 元 素 时 , 屠 末 先 把 它们 形式 地 
看 成 不 相同 的 , 这 时 是 可 列 集 , 再 去 掉 重 复元 崇 就 相当 于 这 个 形式 
上 可 列 集 的 子 集 , 由 (人知 道 [| 4, 是 有 限 集 或 可 列 集 . 

显然, 当 只 有 有 限 个 集 , 或 有 些 集 4 只 含有 限 个 元 过 时 , 可 类 
似 讨论 

GB) 由 全 知道 , 对 于 由 沿 个 指标 独立 地 在 有 限 集 或 可 列 集 上 
变化 的 元 京 {ao} 全体 Bo 是 有 限 集 或 可 列 梨 ， 由 归纳 法 可 以 证 时 


oy 


对 任何 加 {qe,aj 全 体 B， 是 有 限 集 或 可 列 集 、 因 而 由 CD， |_} 
Bs 也 是 有 限 集 或 可 列 集 ， | 

(4) 这 在 证 明定 理 4 的 (四 的 必要 性 时 已 经 证 明 过 (在 定理 4 
的 (2) 的 证 明 中 ， 集 B= {as，me，…'} 就 是 无 限 集 4 的 可 列 真 子 
集 ). 
(5) 因为 旦 是 无 限 集 ， 据 ( 俏 ， 有 可 询 集 妃 CB， 再 由 (人 0D、 
6， 了 下-BIU (4 一 妈 ， 最 然 了 -vB 一刀 .由 于 (B 一 BB 
Nn (BiU (4 一 态 ) = 名 ,根据 引 理 2 的 (4)， 

B=(B .BYUB~IB--. BO)U(BU(CA-B)=BUA 

定理 5 中 的 (人 是 最 基本 的 性 质 ， 另 外 , 性 质 伯 ~《3) 中 是 将 


$9 上 映 时 、 等 价 关 季 和 势 入 
“有 限 ?和 “可 列 ? 的 条 件 和 绩 沦 混在 一 起 说 的 ， 读 考 不 难 分 清 在 上 
体 场 合 , 什么 时 候 出 现 有 限 集 , 什么 时 使 出 现 无 限 焦 ， 
现在 利用 定理 所 给 出 一 些 重要 的 可 列 集 的 例子 ， 
例 15 “有 理 数 全 体 是 可 列 集 . 

.证明 ”事实 上 ,有理数 集 包 含 了 下 , 所 以 是 无 限 集 。 而 每 个 有 
理 数 ?可 以 写成 弃 约 分 数 的 形式 7 一 p/g, 9>0， 称 = |p| 十 q 为 . 
了 鸥 “高 度 ”"， 对 于 每 个 .有 (一 0 工 2,…) ,高 为 天 的 有 理 数 全 体 记 
为 4 显然 4 是 有 限 集 ， 由 定 贸 5 的 (2)，| 省 是 可 列 集 . 


例 16 整 系数 多 项 式 全 体 是 可 列 集 . 

证 明 整 系 数 多 项 式 全 体 显然 是 无 限 集 ， 记 % 次 多项式 
Ps (四 一 > ct! 为 Pasow， 辜 然 整 系数 多 项 起 全 体 为 {Pw a} Gx 
0, 了-…), 当 mw 辣 定 时 , m0、…、s 在 整数 集 ( 是 可 列 集 ) 上 独立 变 
化 因 面 从 定理 5 的 (3) 立即 得 到 它 是 可 列 集 . 

例 了 3 代数 数 全 体 是 可 询 集 . | 

证 明 设 4 是 实数 ,如 果 它 是 某 个 整 系数 多 项 式 的 根 , 称 w 为 
代数 数 。 显 然 , 任何 自然 数 , 及 理 施 都 是 代数 数 ， 因而 代数 数 全 体 
必 是 无 限 集 ， 设 Ps( 罗 一 襄 mw! 是 整 系数 多 项 式 ， 称 一 宫 | 
为 Po 的 "次 度 "显然 ， 同 同一 个 高 度 的 次 数 不 超 过 呈 的 整 冰 数 
多 项 有 我 只 有 有 限 个 ， 而 每 个 客 项 式 上 只 有 有 限 个 实 根 ， 记 高 度 为 天 
前 .次 数 丰 超过 mm 的 络 项 式 实 根 全 体 为 入 , 则 由 是 有 限 集 ， 由 定 
理 5 的 (2)， WES 最 多 是 可 列 集 因此 ， 代数 数 全 体 U Uy A? 
是 可 列 集 . 

例 18 4 是 直线 上 一 族 互 不 相交 的 区 间 移 成 的 华 ， 如 果 每 个 
区 间 前 长 谋 不 是 零 , 那 未 4 必 是 有 限 集 或 可 列 集 . 

证 明 事实 上 , 当 区 闻 EA4 时， 由 于 避 的 长 度 不 是 零 ， 所 以 
4g 中 必 有 有 理 数 ,在 4 中 下 任 一 有 理 数 74, 作 有 映 射 9: 8->rsa， 由 于 
EA 出 站 和 一 各 /所 以 g(GD) 9 (da) ,从 面 是 4 到 有 理 数 


对 第 -部 “率直 线 二 点 时 
集 的 单身 ,因此 是 4 到 有 理 数 集 的 于 集 gC4) 的 了 到 射 , 即 4 对 等 
于 有 有理数 集 的 子 集 。 由 定理 5 的 (DD, 4 或 是 有 限 集 或 是 可 列 集 . 

连续 势 ” 一 切 与 直线 上 区 间 [0， 了 1 对 等 的 集 ， 它 的 势 被 称 为 
连续 执 , 记 作 #( 读 做 “ 阿 列 夫 ”)， 

因为 [0， 卫 中 有 理 数 全 体 易 知 是 无 限 集 ， 所 以 [0， 刀 是 无 限 
集 ,， 因此 具有 劳力 $ 的 集 具 有 一 般 无 眼 集 的 性 质 ，、 我们 不 再 进 一 
步 去 证 明 其 他 性 质 ， 这 里 仅 指 出 势 为 9 的 集 必 是 不 可 列 的 , 并 纵 
出 一 些 重要 而 常见 的 势 为 号 的 集 的 例 ， 

例 玖 区 亲 [0, 届 是 不 可 列 集 ， 

证 明 根据 定理 5 的 ( 态 ，(0, 4 与 [0， 习 热 相 向， 我 们 只 雪 
证 (0, 1 是 不 可 列 集 就 可 以 J 了， 

如 果 (0, 了 是 可 列 的 ， 那 末 (00, 习 一 {}，(n 一 了 2, …)， 将 
C0， 习 中 所 有 实数 按 十 进 制 无 限 小 数 骨 示 ( 即 填 进 制 寡 理 小 数 
0.939a aa000… 更 定 与 成 有 .oaco… (aa 一 1999.… 的 循环 小 数 形 
式 ， 日 的 是 使 (0， 世 中 数 与 它 的 十 进 制 光 限 位 小 数 表 示 是 一 一 对 
应 ). 


=0 .ff ine, 
ts —U fltaa': ‘Ein 


CE 


th C—O .bondns thn, ， 


本 


令 作 另 一 个 无 原 位 小 狐 t=0.6by Bo,. 但 要 求 如 六 ti 
如 0G 一 I， 3 显然 这 是 能 做 到 的 (因为 对 每 个 名 起 是 @ 工 
… 日 中 一 个 数 ， 这 十 个 数字 中 除去 0 二 外 随便 超 一 个 作为 如 即 
可 )， 显 然 持 是 无 限 位 小 数 , 4E (0, ,但 由 于 对 任何 名 与 二 的 
第 位 数 不 相 等 ， 所 以 二 如 这 就 与 { 弛 = (0 圈 候 设 阔 突 , 因此 
原 假设 (0, 刁 可 列 是 不 坎 的 . 证 毕 ， 

例 20 实数 全 体 的 扫 为 对 ， 

证 明 办 为 @, 习 一 (0, 从 U 人), 所 以 人 0, 了) 的 势 为 


2 映射 ,等 价 关 系 和 势 如 


显然 PO 
是 (0, 了 到 (一 00，00) 上 的 双 射 ， 所 以 实数 全 体 与 (0, 了 ) 对 等 , 从 
而 势 为 5， 


例 2L 无理 数 全 体 、 超越 数 全 体 的 的 是 习 

证 明 ” 记 无 理 数 全 体 为 ， 有 理 数 全 体 为 因为 BUR- 
(一 co, oo0), 所 以 BB 是 无 限 集 ， 由 定理 5 的 个 ) 和 例 20, 立即 得 到 

B=BUEA=Y. 

不 是 代数 数 的 数 称 为 超越 数 ( 例 如 we 等 是 超越 数 )、 由 于 代 
数 数 合体 是 可 列 集 ( 郧 例 二)， 和 证 明 无 理 数 的 势 为 一 样 , 易 知 
超越 数 全 体 的 势 为 &. 

在 Oantor 创立 集合 论 以 前 , 好 多 数学 家 化 了 很 长 时 间 才 证 明 
个 别 的 数 如 e 是 超越 数 , 而 集合 论 一 出 现 ， 立即 证 明 超 越 数 很 多 ， 
远 比 代数 数 多 . 当然 , 势 的 理论 并 不 提供 那个 具体 的 数 是 超 赴 

例 骂 实数 列 爹 体 刀 " 移 势 为 4 

证 明 记 卫 是 ”中 满足 0<w< 之 1 的 数列 w=(w1，swg，-…， 
wa …) 全 体 ， 作 呈 到 了 "的 映射 ，- 


9 (9) (tg( om 二)r, 亿 ( wm 一 去)r， ee 


te{ mo- 豆 jr， …) 

显然 pg 是 召 色 EB” 上 的 双 身 ,因而 如 ~- 如， 由 此 可 知 , 我们 只 要 
证 明 吾 ~ 即 可 . | 

如 果 对 0， 了 中 任何 点 %， 把 z 和 B 中 萄 点 $= (sw，z，…， 
$，-…"") 对应， 者 知 (0， 卫 对 等 于 是 的 一 个 子 集 (3 欧 全 体 )， 根 据 
Bernstein 定理 , 我 们 只 要 证 明 如 对 等 于 (0, 了) 的 子 集 即 可 ， 

为 此 , 对 召 中 和 任何 点 2 一 《v1，wa，…， ww, …), 接 十 进位 无 限 
小 数 表 示 每 个 zw。。 … 


v1 =0. TT oti TI 


33 第 - : 童 。 煲 , 筷 没 上 点 计 


Ws 0 和 他 agod "en" 'y 


tt 


对 每 个 zeG 吾 , 作 避 了 二 小 数 

Fm) = 0 .wmv21%1 081T00I ni 
显然 沁 (w) E C0, 了, 并 且 当 % 关 YY 时， 由 0) 马上 (9)。， 队 面 加 对 等 
于 (0, 已 的 某 个 子 僻 ， 证 毕 . 

下 面 两 个 例子 是 例 22 的 特例 和 应 用 . 

例 路 nn 维 欧 儿 里 德 空间 如 "中 的 点 全 体 势 为 N。 

证 明 因为 如 中 点 为 (64 wa, …, wn) 可 以 视 为 "中 点 (iz 
v9 对 等 如 ”的 于 集 ， 荔 一 上 方面, 如! 中 
点 于 可 以 视 为 怒 中 点 (4 0,…， )， 从 而 三 对 等 二 壤 的 子 集 . 
再 根据 例 2 骂 ， 王 对 等 于 如 ， 即 后 也 对 等 于 坟 的 于 和 集 ， 由 
Bernstoin 定理 知道 如 二 NN. 

例 仙 [ga, 可 上 连续 阔 数 全 体 记 为 Ola, 加, 它 的 势 为 部 

证 明 ”因为 实数 全 体 和 Cie， 妇 上 常数 西数 全 体 这 个 子 集 对 
等 .由 Bernstein 定理 , 只 要 证 明 CO[w, 中 能 对 等 于 加 ”的 子 集 即 
可 . 

事实 上 ， 因 为 [4， 耻 上 有 理 数 全 体 为 可 列 华 ， 所 以 可 以 记 为 
EGEG, 亲 时 ， 因 为 是 连续 的 ， 记 以 
(2) 完 爹 由 有 理 数 上 的 函数 值 ， 即 数列 了 (nD C72) Gn)， 
… 完 全 确定 .因此 映射 

Pp: FCF CD, Ga， 了 (ro 
是 O[w 了] 到 吾 ” 的 映射 ， 易 知 8p 是 单 射 , 从 而 yg 是 Og, 到 BE” 
的 子 集 plOFa，5 了 DD) 的 双 射 , 即 CIe， 纪 也 对 等 于 召 * 的 子 集 ， 证 
毕 . 

6. g 进位 小 数 

设 g 基 任 意 取 定 的 大 于 1 的 一 个 自然 数 ，{ 是 任意 一 询 小 
于 gy 的 非 负 整数 , 下列 级 数 


二 人 映射 ,等 从 关系 和 和 势 Ed 


三 2.8 
7 十 六 十 … 十 六 十 但 .8) 

收 伍 , 并 且 极 限 值 属 弛 [0， 卫 , 称 上 述 级 数 为 g 远 位 小 数 , 简 记 为 
0. bis | (2.9) 


如 果 存 在 一 个 jw 当 ?3>>9u 时 ,名 一 0， 那 末 称 人 .8 (或 色 . 9 
鸭 8 进 位 有 限 小 数 , 否则 , 称 为 8 进 住 无限 小 数 . 

注意 ， 9 进位 有 限 小 数 0. 碳 … 扣 和 9 进位 无 限 小 数 9. 丰 … 加 -a 
{一 了 C9 一 地 (9 一 二 … 客 示 同一 个 数值 (这 和 十 进位 小 数 情 沈 相 
癌 )， 但 从 gy 进位 小 数 的 观念 来 看 ,我们 仍 把 它们 看 成 基 不 网 的 对 

引 理 全。 (1) 9 进位 有 限 小 数 全 体 是 可 列 集 ; 

(2) 9 进位 无 限 小 数 全 体 的 旁 为 8; 

3) 9 进位 小 数 全 体 的 势 泡 只 

. 证 明 ， 人 9 进 生 有 限 小 娄 0 .8 二 和 全体 谣 
基 一 切 具 有 有 限 个 指标 而 款 个 指标 可 以 独立 地 取 0 工 9 一 
工 这 有 限 个 数 全 体 ， 由 定型 天 的 (3) 知 它 是 有 限 集 或 可 列 集 及 
内 为 至 少 包 售 于 面 一 萤 数 
QO.1, O11, -日 .这 .二 
A 

所 以 y 进位 有 限 小 数 全 性 是 可 列 人 党 

(信和 例 到 中 十 进位 无 限 小 数 情 况 完 全 相仿 5 进位 无 限 小 
数 伞 体 与 (0, 配对 等 , 因而 它 的 势 为 39. i 

3) 由 定理 5 航 (6) 和 已 证 明 的 本 引 更 的 (、 人) 立 邮 可 得 
地 ) , 还 毕 . 

定理 和 (了 DD) 设 虹 是 由 两 个 不 同 元 素 史 、23 所 组 成 的 形式 序 
列 全 人体, 那 末 型 的 等 为 生 

(2) 昌 是 可 列 集 , 那 末 护 的 子 集 全 体 所 成 的 集 吕 的 势 汶 此 

证 明 由 左下 到 二 进位 小 数 全 体 百 的 映射 2 对 征 何 8 一 
{bs} EAL, 

gl6) =0., htt , 


直 第 一 章 ， 集 , 直线 上 点 集 
其 中 每 个 乌 取 信 如 下 : 当 ja 一 9 时, 取 如 一 0 当 加 一 时, 取 如 = 
TI， 易 知 只 是 并 到 兰 的 双 射 .根据 引 理 生 的 (3)， 六 一 

(2) 因 昌 是 可 列 集 ,所 以 Qf oo， gw， 作 S 到 二 
进位 小 数 全 体 五 的 上 旷 射 p: 对 任何 0c-8, 

pO 0, ttt 

当 geEC 时 ,到 声 =1; 当 grEC 时 , 取 吉 一 0， 易 知 p 是 @ 到 加 的 
汉 射 ， 从 而 碍 =#。 证 毕 . 

了、 阁 集 及 其 势 . 

”定义 设 44 是 一 个 集 ， 它 的 一 切 子 集 全 体 所 成 的 集 各 称 为 4 

的 协 集 , 

例如 ,4 是 一 个 青 限 集 , 4 一 和， 入 …， 岂 , 那 末 六 是 一 切 不 
超过 自然 数 % 的 自然 数 集 全 体 ， 而 8 也 在 共 中 ， 当 4 一 (一 oo， 
oo) 时 ,8 是 室 集 和 一 切实 数 集 全 体 . 

-如 时 4 是 有 限 集 , 它 的 计数 是 %， 显 然 , 这 时 8 也 是 有 限 集 ， 
并 县 它 的 计数 是 多, 如 果 4 是 一 般 的 集 ( 末 以 无 限 ). 它 的 歧 集 
如 的 势 就 记 为 。 ， ， ， : 

B= —22 

对 于 有 限 集 4 如 果 它 的 计数 %mw 可 以 为 虽 ， 易 知 2">n -一 
股 地 , 我 们 也 可 以 证 明 下 列 定 理 . 

定理 ? 设 4 是 一 个 集 , 必 有 2 并 

这 个 定理 我 们 来 去 证 明 它 ; 可 参见 [1 [3]， 车 、 [7]、[81 等， 

从 定理 7 了 ,我们 立 幅 得 到 

定理 8 - 势 没 有 最 大 的 . 


四 习 ， 题 
1. 设 g 是 4 到 怠 的 映射 , {4ojae 分 是 也 中 一 族 集 ， 证明 
OD yA 
9 站 4) cfieC4o), 并 举例 说 明 g( 门 4 一 门 pC45) 一 般 不 
成 立 ， . 
2. 设 ? 是 4 到 娃 的 映射 B1 是 恕 的 字 集 , 称 4 中 的 集 全 jp(z) & Bj 


上 3 肤 射 ,等 价 关 条 和 势 的 


为 集 Bi 的 原 象 ， 记 为 o CBN (这 里 p71 并 不 是 gp 的 逆 映 射 记号 , 而 是 求 B1 
的 原 象 的 记号 )， 设 {Bs|s€ 4 是 吾 中 的 一 族 集 ， 证 明 

(DD) 3 Bc Bs WH, p iB) co (Bp); 

3) pA B= Lp Ba); 

(3) pit [Bo) 一 人 17 (Ba); 

(4) 当 BaN Be 一 下 时 ,or1(Bay N yg-1(Bs) 8. 

3. 设 {fc|aE 汪 是 和 4 到 怠 的 一 族 映 射 ， 如 困 对 一 切 ee A, 者 有 (四 
二 pa( 扔 有 时， 规定 ft~y， 证 有 明 ~ 是 4 上 的 等 价 关 系 ( 称 为 由 {psa|a€ 沿 族 控 
等 秆 方式 导出 约 等 价 美 系 )， 特 别 ， 当 和 =[0, 切 ，{palae 机 是 [0, 要 上 多 
项 式 全 体 ， 证 明 ， 由 雪 ala€ 4} 按 等 值 方式 导出 的 等 价 关系 是 平凡 的 等 价 六 

5， 设 魏 是 平面 上 曲线 

局: ar bryt+ ep tdrteytf=0 
(qb.0.G8, 为 弟 数 ) 
全 体 ， 如 果 存 在 平面 上 移动 和 旋转 变换 能 使 54> 8s 时 规定 8t 必 Say 证 明 ~ 
是 4 上 壬 价 关系 , 并 用 a.5、e 表示 出 每 个 等 价 类 的 特征 . 

06. 设 闷 是 [0, 切 上 连续 函数 全 体 ， 对 六 9E 4， 如 果 了 一 9 是 一 个 多 项 
式 , 那 末 规定 f~g， 证 明和 ~ 是 4 上 的 等 价 甘 系 ， M 

7， 设 名 是 -… 个 集 , 4 是 定义 在 下 上 的 函数 全 体 ， 马 是 马 的 男 定 子 集 . 
对 于 六 gE 4 如 果 在 瑟 上 Fo 一 9 规定 也 9 证明 下 列 事实 

人 一 是 4 上 的 等 价 关 系 ; 

(3) 4/~ 与 西 上 所 有 函数 的 集 巨 对 等 . 

8. 证 明 : 例 8 中 集 Ra/~ 与 由 轴 这 条 直线 对 等 ; 例 10 中 集 4/ 一 与 直线 
对 等 . . 

9. 设 44 是 平面 “三 钨 形 全 体 《未 包括 退化 成 线段 的 三 角形 )、 如 果 丙 
个 三 角形 A1, 入 3 诅 似 ， 闭 夫 规定 Ai 和 As 证明 ~ 是 4 的 等 价 关系 , 并 且 
4/~ 与 平面 上 直线 y 一 0 gy 一 ,zz 十 yw 所 围 成 的 区 城 对 等 ， 

也， 查 接 作出 C0, D 到 [0, 习 的 双 射 . 

扰 ， 证 明 无 限 集 必 包 合 无 限 儿 个 互 不 相交 的 无 限 寅 子 集 . 

12. 证 明 g 流 位 循环 小 数 (定义 与 十 进 制 相 间 ) 全 体 是 可 列 集 . 

13. 证 明 可 列 集 的 有 限 子 集 全 体 是 可 列 集 , 无 限 子 集 全 体 的 势 汶 外 

14， 有 4 一 {ases}; 其 中 每 个 太 在 一 个 势 为 Xo 或 加 的 集 上 变化 ,证 明 过 
的 势 为 go- | 

15, 设 4 是. - 数 集 , 如 果 存 在 一 个 常数 对, 使 得 和 4 中 任 取 有 限 个 数 zy 


0 第 一 闪 集 , 肖 线 上 点 集 

总 有 
>» wo = ET, 
证 明 4 必 是 有 限 华 或 可 列 集 . 

16， 证 明 [a， 相 上 去 方 连续 的 单衣 通 数 全 体 鬼 势 为 持 ( 注 : 单调 函数 全 
体 的 势 也 是 中 

17， 设 {44|a€ 巍 是 一 族 执 为 站 的 集 , 当 4 是 有 限 集 ,可 殴 集 、 执 为 名 
的 集 时 ， 上 de 的 势 如 何 ? | 

18. 设 忆 是 有 理 数 集 ， 条} 是 定义 在 BR 上 六 一列 函 米 ， 对 于 数 集 也 
Fn 中 的 数 , 再 进行 半 、 一、X、 二 WY 、 ，… 等 一 列 运 算 的 有 限 次 运算 
《假如 是 允许 的 ?所 得 的 邦 集 记 为 4， 问 和 的 势 是 什么 ? 并 问 冯 为 有 限 划 的 
充 要 条 件 是 他 中 应 是 怎样 的 -… 列 画 数 4 


$ 3 ， 直 积 . 序 和 选择 公理 


本 节 中 爹 是 介绍 性 的 内 容 ,不 给 出 实质 姓 的 结 景 , 井中 有 些 概 
念 以 后 要 用 汉 , 


1， 直 积 
直 积 是 一 个 常用 前 概念 . 


定 尖 设 硬 ,ds 是 两 个 华 ， 由 一 茹 息 币 的 元 未 和 4 中 
元 索 了 物 成 的 有 次 序 的 元 治 对 ta, 站 个体 记 汶 A1X A ,这 里 兴 谓 
次 序 是 指 先 写 4 中 无 素 后 与 4; 中 元 来, 称 集 41X 4 是 4 4 
的 直 积 ( 集 )， 或 采 积 { 集 ), 又 称 为 Uartesian 来 积 ( 向 下 泵 来 各)， 
而 慰 &( 或 站 为 点 (2, 人 的 4 坐标 (或 dg 生 标 ). 

类 个 地 ， 对 有 有 限 个 集 41、…、 4;, 用 AiX 4sX… x Af 识 才 


X 4 表示 -- 切 有 次 序 的 元 素 组 (ea yy Ca i A 2 一 工 yg 
澡 的 全 体 , 称 疙 di,，，…'， 4 的 直 积 或 箔 卡 永 禾 积 如 果 431…, 4， 
都 是 数 直 线 , 称 X 妃 是 m 维 备 让 尔 空间 


例如 , 平面 ( 即 数 对 (%, 匀 金 体 ) 就 可 视 为 41、4s 都 可 为 数 家 
绕 的 直 积 ， 当然 二 维 笛 卡 尔 空间 也 可 以 宰 为 A 取 为 天 人 < 全 


玫 3 站 甩 、 序 和 选择 公 理 各 
扒 的 笛 卡 尔 空 间 和 4 肥力 中 扒 笛 卡尔 窑 间 的 站 各 44x da 
授 司 设 记 ,大 A1x 4 到 di 的 刘 下 蜗 身 
(s, Ps 


称 了 Pz 为 Aix Ay 到 A441 上 前 投影 。 设 名 是 渍 x.As. 上 的 任 何 -- 
合集 , 称 集 {Pas|sE 他 为 台 在 4 上 的 投影 , 记 为 了 4 和 

显然 ， 上 4 是 人 A 的 注射 类 似 玩 ， 也 可 以 引入 
41X43s 在 .4a 工 的 授 影 

机 放大 折 几 休学 全 旺 标 抽 玉 的 失 六 ， 

利用 直 积 证 以 引入 上 映射 的 图 象棋 念 

图 象 ” 设 了 是 集 .41 的 子 集 FC) 到 保 集 4s 的 映射 , 称 41x 4， 
的 字 仁 {(w, 了 (2)) 15E 也 (有 亡 } 为 了 的 图 条. 记 了 的 图 象 泡 Gy. 

映射 子 的 图 象 印 是 由 了 当 定 吉水 的 44x ds 中 的 子 集 (Gy 中 
点 的 4s 尚 标 四 4 坐标 次 定 )， 自然 ， 集 多 中 就 葡 合 着 了 的 某 种 
性 质 , 在 一 定 场 合 , 可 以 用 鲍 来 醋 究 儿 标书 下 山中 我 们 将 春色 
这 方面 的 囊 实 ,其它 数学 分 支 中 也 有 用 图 象 来 讨论 蚜 射 的 ， 这 于 ， 
我 们 促 指 出 如 下 事实 . 、 

引 理 1 设 台 是 44X4ds 的 子 集 , 那 末 忆 是 其 个 定义 在 4 的 
子 集 多 (用 到 4。 的 映 船 地 的 图 象 的 充 要 条 件 是 对 任何 3E.P4G， 
在 全 中 由 有 唯一 的 点 把 使 Pag 一 x. 

证 明 必要 性 设 作 一 G， 了 站 基 他 (7( 己 4 到 4 的 映 射 ， 
对 任何 4EP 了 Pa 一 Po 一作 (有)， 显 然 (w， 了 (2)) EQ， 并 且 在 如 
中 只 有 玲 一 的 点 z= (wm, f(D)), 合 得 了 a8 一 2，. 

充分 性 ”对 在 中 和 任何 一 点 (%, 盟 ; 规 窒 了 wh>y, 2 已 人 由 
假设 易 知 了 是 定义 在 记 ,G 到 如 的 单 入 西数 ,并且 日 一 夯 ， 证 些 ， 

运算 是 跌 射 , 曾 用 直 积 可 以 描述 联 纺 ,因而 直 积 也 可 用 胀 描 述 
运算 ， 例如 实 沙 集 马上 的 加 法 ，4 十 5=e 可 以 用 及 x 号 Xx 且 中 所 
有 点 Cw, gy， 5 二 从 企 休 这 个 子 集 来 表示 . | | 

多 元 走 积 ( 葬 积 】. 设 {4|%E 省 是 一 族 集 , 二 是 指标 介 , 一 切 
元 素 族 {a,} (人 全， NEA 全 印记 为 4 称 集 XX 4 为 {4,|% 
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所 -分 的 直 积 或 稍 卡 尔 乘 积 ,而 称 wo 为 {0} 的 4; 举 标 ,简称 为 (第 ) 
点 坐标 . 

如 果 取 A 一 人， 2} 或 4 二 {1，3,…, 路 便 知 道 这 里 定义 和 前 
面 的 定义 一 致 . 

多 元 直 积 与 下 面 用 映射 叙述 的 方式 是 等 价 的 . 

设 14| 和 EA} 是 一 族 集 ， 二 是 指标 集 . 了 是 才 到 (4， 的 映 


射 ， 但 对 任何 2E4， fiE 4 适合 这 种 条 件 的 映射 全 休 {六 
Fi Ed ED 称 为 {411%E 人 的 直 积 . 
由 此 可 知 , 如 果 对 -- 切 GE.4, 4 一 4， 那 末 直 积 兴 4: 就 是 


到 扎 的 映射 爹 体 ， 这 时 也 将 X 4 记 为 44， 出 如 和 4 是 [a， 态 ， 


本 为 实数 全 体 , 即 4 一 民 , 而 Ri 就 是 [a, 8] 上 实 耳 数 全 体 ， 当 4 
是 自然 数 全 体育 时 ,RY 就 是 B” 


附 录 


. 序 
. 序 已 成 为 近 伐 数学 常用 的 概念 了 ， 这 里 也 略 加 介绍 . 

上 顺序 ， 在 读 着 所 学 过 的 煞 学 中 事实 二 已 宛 次 按 触 ， 不 过 有 些 地 方 没有 明 
确 指 出 和 而已， 例如 数学 分 析 中 重要 的 极限 概念 是 研究 变量 的 变化 趋势 , 即 控 
照 某 种 其 序 变 化 着 的 自 势 ， 数学 分 析 中 “有 序 变 量 "概念 中 就 明确 有 了 顺序 
的 合 义 .又 如 在 黎 盟 积分 中 , 常 说 “ 当 粗 邻 分 点 则 的 晤 大 距离 赵 向 当 ” 这 各 
话 ， 这 里 “趋向 零 ” 实质 上 也 是 指 按 某 个 顺序 趋向 等 ，“ 条 件 收 笋 级 教 不 能 
打 乱 壮 序 ，…… 这 名 话 就 明显 节 告 拆 我 们 ， 在 级 熬 求 和 中 就 包含 有 而 序 在 
内 .现在 概 给 项 序 以 明确 的 数学 规定 . 

序 设 4 是 一 个 集 , < 是 4 中 某 些 元 素 之 间 的 一 种 关系 ， 如 果 这 种 关 
系 具 有 下 面 的 性 质 : 

(1) 自 反 性 ”对 4 中 一 切 元 水 名 成立 着 4- a; 

(2 反 称 性 如 持 4-b, 叉 ba, 那 末 必 有 a 一 b; 

《3) 传递 性 如果 4-5, 及 B56, 那 末 必 有 4 
我 们 就 称 关 系 以 为 4 上 的 一 个 顺 库 关系 , 简称 为 上庄 {关系 》, 

当 45 时 , 读 作 4 在 前 (或 8 在 a 后 )， 也 可 说 成 a 先 于 以 或 5 后 于 


号 3 直 积 , 序 和 村 择 公理 #3 
3 


例 1 设 和 4 是 由 集 芝 全 一 切 闻 集 组 成 的 一 个 集 ，"“c” 关 茶 就 可 作为 半 
中 元 案 的 序 、， 例 如 当 9,8& 4 时, 如果 gcb, 规定 ep， 最 热 这 是 且 上 的 一 
个 序 . 将 
例 中 工 为 一 个 集 , 妈 一 RS 即 了 上 实 诸 驳 全 体 )， 当 万 9E 册 , 而 且 对 从 
个 EF， 了 (让 碟 90 和 时 ,规定 了 9, 显然 这 是 A 上 的 … 个 序 .. 

例 3 设 44 是 全 体 实数 ， 当 ssB 时 ; 规定 gb， 剧 然 它 是 攻 上 的 一 个 
序 ; 这 个 序 表 常 称 汶 自 热 (项) 序 , 如果 5 址 5 时 , 规定 5 局 然 ; 它 志 是 村 上 
的 -一 个 序 , 这 个 序 通 负 称 沟 这 自然 (顺序 . . 
例 生 设 Drto … 如) 是 [0, 了 十 上 的 有 限 分 点 组 , 其 中 


0=io 和 < 


因为 卫 (tw 志 …， 姑 与 [0， 卫 上 的 章 分 [0, 了 一 [ao (UD Go ce) 
是 -一 对 应 的 , 所 以 也 称 卫 (50,，…, 刀 ) 是 [0, 打 的 剖 分 。 集 生 是 To， 们 上 所 
有 有 限 分 点 组 五 人 io tw) 的 爹 体 。 设 Co ro 绍 )， D2(B rs ) 是 才 
中 两 个 元 素 ， 当 点 集 {0 吉 } 是 点 集 生 ,7 二} 的 子 集 ( 通 常 称 Da 是 石 
的 加 网) 时 , 规定 Di Ds， 显然 , 它 是 4 上 的 序 ， 黎 有 积分 中 实际 二 用 到 了 
这 种 序 . 

例 5 4 是 实数 对 (x, 坊 的 全 体 ， 当 两 个 点 (wz，gY、(2y，g0 满 足 (x4 
三 Wy 或 和) 村 一 go 而 手写 的 时 ,规定 人 二 (ra 扰 )， 显 然 ,， 它 是 生 上 的 
一 个 序 ， 这 个 序 通常 称 汐 字 由 (项 ) 序 . 

例 8 设 妆 是 nn 维 颐 向 量 空间 上 的 线性 蛮 换 合体 ， 对 任何 a，5€ 4( 即 
5 都 是 hx 的 方 阵 ), 如 果 5 一 4 之 0( 即 方 阵 6=58 一 ga 是正 的 , 威 者 说 对 一 
切 % 维 复 向 量 室 间 的 向 量 2= (0 zn) 加 ewsKy>0, 这 里 是 C 的 矩阵 
元 ) 时 , 规定 a45。 由 线 代 数 的 知识 容易 证 明 它 是 如 上 的 序 . 

注意 , 对 于 “ 序 ” 的 定义 , 我 们 这 里 采取 满足 自 反 、 反 称 .传递 三 条 ， 有 的 书 
上 规定 序 时 只 用 直 芭 、 忧 递 两 条 , 也 有 只 用 传递 一 条 的 .例如 实数 a,6 的 关系 
a<b, 从 序 来 看 , 关系 "<" 就 只 适合 传递 这 一 条 ， 

半 序 集 和 全 序 集 从 上 面 所 举 的 例子 看 出 序 是 祖 当 普遍 地 存在 的 ， 我 
们 从 序 的 定 尺 和 上 曾 的 例 中 可 以 铺 楚 地 看 到 , 一 个 集 4 上 如 有 序 "<” 这 个 
序 关系 并 不 是 对 44 中 任何 两 个 元 a、5 都 有 不 是 a<b 就 是 Ba 的 ， 除了 倒 
3 而 外 ， 其 他 例子 都 是 如 此 ， 我 们 称 一 个 有 了 序 的 集 和 4 为 半 序 集 ( 或 偏 序 
集 ). 如 果 一 个 有 了 序 的 集 44, 其 中 任何 两 个 元 素 .5 都 可 比较 顺序 , 即 示 是 
nmb, 便 是 ba 时 , 称 4 按 < 成 全 序 集 . 

异 然 ， 全 序 人 乐 是 一 种 特殊 的 半 序 集 ， 例 3 中 无 沦 取 二 为 自然 顺序 或 道 


自然 硕 序 时 , 都 成 全 序 集 ， 如 果 《是 -一 个 半 序 集 ， 把 了 上 的 序 -< 限制 在 它 
的 尾 何 一 个 子 集 吾 上 ,自然 吾 也 是 一 个 半 序 集 (无 特别 申明 时 , 总 是 把 召 上 
的 序 权 为 4 .上 的 序 )， 如 果 怠 还 是 全 序 集 时 ， 称 如 为 半 序 集 44 中 的 全 序 子 
集 . 最 然 ,全 序 集 的 任何 子 集 仍 是 全 序 集 . 

例如 在 例 1 中 ， 如 景 吾 是 由 和 4 中 满足 acb 的 两 个 元 素 4,5 构成 的 集 ， 
那 未 B= {2, 丰 便 是 例 工 中 半 序 集 4 的 爹 序 拉 集 ， 叉 如 全 5 申 , 如 果 取 马 是 
数 对 {C5 只} 的 全 体 , 如 便 是 例 5 中 举 库 集 和 的 全 疗 子 集 . 

上 .下 界 ”是 是 半 序 集 ， 召 是 4 的 子 集 ， 如 果 存 在 ae A4， 使 得 对 一 基 
be ,都 有 ba( 或 444 相 时 , 称 a 为 号 的 上 弄 ( 或 下 蜡 ), 

例如 在 例 3 中 , 实数 集 4 上 到 自然 硕 序 。 这 里 的 上 、 下 界 吴 念 和 过 去 熟 
知 的 定义 一 致 ， 再 如 在 例 5 中 , 歌 吾 一 {G: 入 各 天 站， 显然 任何 元 素 (0,， 的 
都 是 至 的 上 界 . 

一 般 说 来 , 半 序 集中 的 子 集 可 以 没有 上 和 四， 即便 有 界 , 也 并 不 一 定 玲 … 
例如 在 例 5 的 半 序 集中 取 集 一 (x, 中 |0<w <<o0} 时 , 就 没有 上 界 ， 

上 、 下 璃 界 4 是 半 序 集 , 互 是 4 的 村 集 ， 设 a 是 如 的 -一 个 上 界 (或 下 
界 》) 如 果 的 任何 一 个 上 界 ( 或 下 界 }5, 都 有 有 a46( 或 8 二 qm), 那 来 称 q 是 B 
的 上 确 界 (或 下 确 界 )- 

显然 , 上 、 下 确 界 也 是 和 和 实数 集 的 上 .下 确 界 定义 相仿 的 ， 当 实 数 集 的 序 
取 为 自然 硕 序 时 , 末 个 定义 是 一 臻 的。 

例如 奉 例 1 中 ， 取 4 的 子 你 B={Boclae 4 (其 中 每 个 恕 是 苹 的 子 
集 ), 这 时 恕 的 上 确 界 是 |B 而 下 确 界 是 站 B。. 

设 于 是 半 序 集 4 的 工 集 ， 如 果 五 有 上 确 界 或 下 确 界 ， 人 内 上 、 下 确 蜡 的 
定 久 和 序 的 性 质 ( 芝 知道 , BB 的 上 、 下 确 界 必 是 唯 - -的 ， 但 应 该 注 意 ， 一般 说 
来 , 即使 于 和 集 瑟 有 上 上 ,下界 , 它 也 未 必 有 上 、 下 确 界 ， 这 :一 点 是 与 直线 上 数 集 
有 区 别 的 ， 例 如 生 是 由 a、b、e. 全 四 个 元 案 组 成 的 集 ， 并 规定 ea 5， 
ee G49, aAc, DA 显然 ; 集 B= 地 寻 有 两 个 上 界 6, 包 得 吕 没有 上、 
下 确 界 . 

定理 在 设 委 是 半 序 集 ,了 是 4->4 的 映射 ,如 果 满 足 

C1) 和 4 的 酝 何 一 个 全 序 子 集 都 有 上 确 界 ; 

《2) 对 任何 ze 4, zw (2), 
那 末了 必 存 在 一 个 不 动 点 , 即 存在 we 4, 使 得 了 (ow) = 

极 六 元 设 闷 是 学 序 集 ， 如 昌 a 是 全 中 这 样 的 元 素 ， 冰 存在 点 巾 其它 
元 业 不 申 55 半 四 ,使 得 Gb 那 末 称 9 为 蕊 的 概 大 元 。 

显然 ， 如 果 4 是 半 序 和 集 委 的 极 大 元 ， 那 末 一 切 使 得 a8 威 立 的 5 必 有 


#8 直 和 、 序 和 选择 公理 吉 
b=aq, 

但 站 取 且 ==[0, 14]， 序 农 六 自然 须 序 ， 易 各 是 如 的 枝 上 大 元 ， 四 如 并 
是 出 mi 河 个 元 未 淘 成 的 集 , 规定 a= BA 有 这 样 有 万 是 半 序 集 ， 显然 ， ab 
痢 是 世 的 及 太 元 让 而 诅 给 . - 倒 ， 

例 ? 了 设 A 是 实数 对 人 3; 坟 全 体 ， 但 序 只 投 定 如 下 ， 妆 两 三 fp 的 )、 
to 4 同时 满 是 玉生 9 了 所 的 时, 者 定 人， 的) 二 (的 )， 显然 , 它 是 4 
上 的 序 ， 职 所 为 4 的 了 信用 | 富士 昭雪 匡 时 ,4 按 上 述 序 为 半 序 集 , 明 
然 , 所 有 平面 第 一 象限 让 单位 辆 周 上 的 点 印 是 4 上 的 极 大 元 . 

全 序 集 中 如 所有 报 大 元 , 显然 慨 大 元 是 叭 -的 。 

类 但 十 ,可 以 引入 极 小 元 ， 

道 序 ” 设 4 是 半 序 集 , < 是 扫 于 的 序 ， 在 及 上 我 们 可 以 引入 新 的 顺序 
关系 了， 当 gwb 时; 规定 bg， 易 知 也 是 总 上 的 一 个 序 , 称 二 二 
是 二 的 送 序 . 

多 曹 轧 XZoray 引 理 及 其 等 价 公理 

这 … 小 节 主 要 介绍 在 研究 “ 匹 因 过 程 ” 时 常用 的 -一 个 逐 辑 工具 
公干 。 它 在 罕 函 分 析 和 共 它 处 理 无 限 过 程 中 是 经 常用 到 的 ， 习 惯 上 把 Zerr 
公 型 加 做 耻 理 . 

Zorn 引 理 设 万 是 半 序 集 , 如 果冻 的 每 个 全 序 子 集 部 有 上 界 ， 那 末 也 
De Etre 

这 个 引 理 似乎 是 可 以 接受 的 , 它 可 以 粗 覆 地 这 和 样 帮 (不 是 证 明 )， 先 任 让 
胡 中 元 案 2 如 果 它 不 是 级 大 元 , 那 来 必 有 waE 和， 生硬, 使 得 4 于 qo; 如 时 
ga 还 予 悬 棚 天 元 ， 名 必 有 az E44- {a1 99}， 二 每 00g<03; 部 果 丁 还 不 最 
极 大 元 , 有 照 上 面 王 党-- 直 可 以 做 下 去 , 得 到 一 个 爹 序 子 集 {4 oo po 
依 假 设 ， 有 一 个 二 界 qu 4， 如 时 ,还 不 是 站 交 根 大 元 以 有 41€ 和 一 
{a rs ay ry toys 


orn 


Mn 
如 果 dri 还 不 是 锌 大 元 , 又 可 得 到 全 序 子 储 
ET he. 

由 假设 ,， 它 多 有 一 个 上 界 ds Gow 还 孙 是 的 报 大 元 时 又 可 崖 做 , 什么 时 候 
出 现 4 明 极 天 元 就 什么 时 候 停止 。 上 上 述 手 续 …… 旧 做 下 去 ，“ 必 ”有 -次 会 出 
现 闷 的 被 玉 元 5 因为 每 抽 一 次 全 序 性 仍 能 保持 ， 而 4 中 后 十 a 的 元 最 终 也 
“会 * 狂 抽空 1- 直到 不 能 再 抽 时 , 那 最 革 的 一 次 就 香 和 4 的 和 极 大 页》. 

Zern 中 理 ( 公 理 ) 胡 下 面包 个 仅 是 等 价 的 ( 即 承 认 一 -个 可 以 推 由 其它}, 

第 黑 罗 (Zermelo) 选择 公理 过 总 =1a 人 是 -- 旅 两 两 互 不 相交 的 非 窜 集 
的 成 的 集 ， 必 存在 满 点 下 面 商 个 性 质 前 集 下 
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《名 工 与 访 中 每 个 集 下 的 交 中 公 食 一 个 元 素 。 

通常 称 元 素 NN 下流 集 让 的 代表 元 ， 而 十 称 为 代表 元 集 . 

第 墨 罗 选择 公理 的 另 一 种 表述 方式 如 下 : : 

证 3 一 {M} 是 -- 族 非 空 的 集 构成 的 集 。 必 存 在 一 个 满足 下 面 琴 个 条 件 
的 集 工 ; 

C1y LC bi 


(2) 荆 与 号 中 每 个 浊 下 的 交 非 空 ， 

策 野 罗 良 序 公 理 

定义 ”4 是 一 个 半 序 集 ， 和 如 困 和 的 任何 一 个 非 室 子 集 必 有 一 个 下 界 包 
仁 在 子 集 自身 中 { 婉 然 , 它 必 尽 该 子 集 的 下 确 界 ), 你 集 4 是 良 抒 业 . 

例如 自然 数 集 按 自然 师 序 为 序 时 是 良 序 集 ， 而 整数 集 按 自然 县 序 为 序 
时 ， 就 不 是 良 序 集 , 因为 { 一 而 一 2 …， 一 9 …} 就 没有 下 界 , 更 不 必 说 有 下 
确 界 和 下 界 人 包含 在 自身 中 了 。 同样, 实数 集 撤 自然 着 序 为 序 也 不 是 良 序 的 ， 

良 序 公 至 ”任何 一 个 集 必 可 在 它 上 上面 规定 一 个 序 而 成 为 良 序 集 ， 
。 硒 料 地 理解 就 是 : 4 是 任何 … 个 集 ( 不 是 空 集 ), 我 们 从 中 依次 抽取 元 索 ， 
一 个 一 个 地 到 “ 抽 室 (4 } 为 止 , 依 盾 的 先后 次 序 为 序 即 可 . 

癌 斯 道夫 (Tiausaor 伯 ) 极 大 原理 ”每 个 准 序 集中 必 有 一 个 科大 全 序 子 
集 , 

这 里 所 谓 极 大 全 序 子 集 的 意 轧 ， 就 是 不 能 再 在 其 中 深 加 一 个 新 元 素 , 使 
其 仍 成 为 全 序 集 ，Hausaor 在 极 关 原理 男 - 一 个 等 价 表 示 方 法 如 下 : 

极 大 原理 设 和 4 是 半 序 竺 , 仿 是 44 的 全 序 子 集 全 体 ,在 访 中 用 包含 关系 
作为 序 成 为 半 序 集 , 那 宋 半 序 集 8 必 有 极 大 元 . | 

有 关上 上 述 许 多 公理 之 河 的 美 系 和 等 价 性 的 证 明 可 参见 [97]， 

当然 还 有 一 些 等 价 形式 , 但 较 常 用 的 是 上 述 的 一 些 形 式 . 

和 4， 势 的 光 较 

对 任何 两 个 集 4、B, 它们 的 势 是 否 可 记 比 较 大 小 ?应 用 上 还 公理 就 可 回 
等 这 个 问题 ， 丙 为 对 任何 两 个 集 4、B, 从 还 邵 上 讲 只 有 四 神情 疯 : 

(1) 4 对 等 了 五 的 某 子 集 , 而 B 不 对 等 于 4 的 任何 子 集 ; 

(29) 于 对 等 本 全 的 某 子 集 , 而 4 不 对 等 于 于 的 任何 子 集 ; 

(3) 4 对 等 于 互 的 莫 子 集 , B 出 对 等 于 4 的 某 子 集 ; 

(4) 44 泵 对 等 于 BB 的 任何 子 集 , 恒 吾 也 不 对 等 于 4 的 任何 子玉. 

如 果 出 现 ( 坊 时, 规定 豆 < 情 , 入 1 困 出 现 ( 的 时 ， 规 定 瑟 一 已; 如 果 出 现 (3》 
峙 ,由 Berrsisin 定理 知 计 = 宇 . 简 下 的 便 是 会 未 会 出 现 (4)， 用 Zermelo 选 
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择 公 理 就 可 以 排除 (区 的 型 现 , 从 而 势 可 以 比较 大 小 ， 也 就 是 说 ,由 势 构 成 的 
集 是 全 序 集 ， 其 实 , Zermelo 选择 公理 正 是 为 了 和 解决 势 的 比较 而 提出 来 的 ， 


$4 直线 上 的 点 集 


前 面 讨论 的 是 -… 般 的 集 ， 这 一 节 将 讨论 直线 (一 维 欧 几 娃 德 
空间 ] 瑟 * 中 涡 集 (也 即 实 数 集 丙 ) 它们 一 方面 是 基础 性 的 知识, 
是 刺 书 实 画 数论 部 分 各 章 必 不 可 少 的 礁 备 . 另 一 方面 ,也 是 更 一 
艇 的 理论 :人 昼 如 距离 空间 .拓扑 空间 上 点 集 理论 ) 的 重要 原型 。 实 
线 圭 的 点 集 , 作为 一 般 集 论 中 的 集 来 看 , 自然 是 特殊 的 .具体 的 , 从 
分 析 数 学 的 观念 米 看 , 它 和 一 般 集 论 中 的 集 有 一 个 很 重要 的 区 别 ， 
这 就 是 直线 上 有 “点 列 {tas 收 化 于 点 “的 极限 概念 , 以 及 与 极限 相 
联系 的 喘 射 连续 的 概念 . 分 析 数 学 总 是 离 不 开 某 种 连续 性 的 研 
究 , 而 在 一 般 集 论 中 是 没有 级 上限 或 连续 之 类 的 概念 的 ， 

1. 直线 上 的 区 间 

区 间 是 很 熟悉 的 直线 工 的 一 类 点 集 . 点 集 (@， 让 一 {tla<w 
一 B} 称 为 本 上 开 区 间 , 这 里 ~- co<a<R<eoi 点 集 (他 8] 一 {4| 
goBj 称 六 加! 上 左 开 右 闭 区 间 , 这 里 一 吕 忆 ga< 忆 之 oo; 乌 样 ， 
称 点 集 [a 户 一 {4|o 所 vw 之 BB} 为 左 肝 吝 开 区 间 , 这 时 一 oo 之 wm< 和 所 
co 点 集 [ 让 一 {2 lev} 称 为 琴 上 的 加 区 间 , 这 里 一 co<a 
oo, 

上 述 四 种 点 集 统称 为 BI 上 区 间 ， 区 间 常 记 为 《a, 8B》. 

闭 区 间 [a, oj 就 是 直线 上 单 点 集 {a}. 

过 外 ,规定 [a m、(o a] 均 表示 空 集 . 

如 时区 疝 <a, 入 > 的 端点 ae 及 都 是 有 限 数 时 ， 称 ae，B> 是 有 限 
区 间 , 和 否则 称 为 无 限 区 疝 . | 

3 点 集 的 上 .下 确 界 

设 4 是 直线 小 的 点 集 . 名单 存在 一 个 数 好 (或 名)， 使 得 一 
切 wEE 有 ,有 zw 并 (或 wg 产 肛 ), 称 数 集 二 有 上 办 (或 有 下 界 ), 并 称 
天 ( 或 ?0 是 4 的 一 个 上 界 ( 或 下 腊 )，。 站 果 数 集 4 蚜 有 上 界 ， 只 
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省 下 界 , 那 未 称 4 六 有 芥 , 省 则 称 雪 为 无 界 . 

显然 ,如 果 并 是 4 的 一 个 上 界 ; 那 玉 一 雪 去 汪 着 的 数 形 ' 耻 
是 万 的 上 界 . 间 样 ,如 有 时 mw 是 4 的 一 个 下 界 , 那 示 -一切 小 :mx 的 
数 mm' 也 是 4 的 下 界 ， 

设 4 是 有 上 界 (或 下 界 ) 的 点 集 ， 加 果 型 (或 中) 是 4 的 一 个 
上 界 ( 或 下 界 }， 并 有 和 且 对 任何 >0， 存在 mE€4, 使 得 g>> 于 -af 莹 
wm 十 8), 著 杰 称 型 \ 或 加 是 人 的 上 确 界 (或 下 请 界 )， 上 上 上、 下 确 
界 和 分 别 记 为 


型 一 SHUPpa， m=infs. 
区 所 过 站 EE 牧 


如 果 4 没有 上 内， 那 炒 规定 4 的 上 确 尖 sa 一 ce， 同样 ， 如 果 
4 没有 下 界 , 那 末 规定 4 的 下 确 界 fo 一 一 eo, 直线 上 点 集 4 的 
上 .下 确 界 分 别 简 记 为 sup Ainf A. 

显然 , 对 任何 点 集 4, sup 44, inf 4 都 和 音义 ， 当然 可 能 是 无 
限 大 ,向 点 集 4 有 和 界 的 充 要 条 件 是 sup 4 利 inf 4 都 是 有 限 数 ， 

83. 直线 上 的 开 . 闭 集 

在 数学 分 析 中 研究 函数 极 信 可 达 了 时 ， 常 常用 到 Weierstrasg 
的 抽取 村 序列 收敛 的 方法 ， 例如 在 证 明 [e， 四 上 连续 函数 了 的 极 
大 (或 极 小 ) 值 可 达 时 , 就 到 用 到 抽取 一 个 收 仑 序 列 {ow}, 使 {f)} 
收敛 于 极 大 (或 极 小 ) 值 ,从 而 证 明 在 点 sz 一 Imm 的 屯 数 征 Fo) 


就 是 了 在 L4， 引 上 的 极 大 (或 航 小 ) 值 ， 搬 开 淆 救亡 具有 的 性 质 ， 
从 点 集 的 吏 念 来 看 ， 这 里 很 重要 的 一 点 是 利用 了 集 [4， 相 具有 这 
样 的 性 质 ，[&, 妇 上 任职 一 个 收 敏 序列 fa， 它 的 和 极限 2 一 了 ma 


仍 属 于 Fw, 下， 如 果 fe, 可 换 为 (gs, 想 ， 尽管 了 仍 是 (a, 5) 上 连续 
孙 数 ,但 了 的 极 大 (或 极 小 ) 值 就 不 一 定 可 达 了 。 由 此 可 见 ,家 线 上 
点 集 4 是 否 对 极限 运算 封闭 , 对 分 析 数 学 来 说 是 很 重要 的 ， 下面 
我 们 先 讨 论 开 集 , 然后 所 讨论 对 极限 运算 封闭 的 集 . 

开 集 说 从 是 育 线 二 的 - -个 点 集 , zsE€G, 如 果 存 在 包含 aa 的 
某 区 疗 4o， B), 全 得 la， 局 忆 f 成立, 那 末 称 串 是 休 前 内 点 ， 如 


4 直线 工 的 点 于 二 
昌 相 的 每 个 点 都 是 侣 的 内 点 ， 那 未 称 避 是 开 集 。， 称 包含 vw 的 开 
集 汶 zx 的 环境 . 
规定 空 集 是 开 集 . 
例 工 任何 开 区 间 (a， 们 显 热 是 开 集 ， 而 ia， 中 就 不 是 开启 


开 集 有 如 -基本 性 质 ， 

定理 1 (1) 空 集 和 全 空间 是 开 集 ， 

(2) 任意 个 开 集 的 和 是 开 入 

(8) 有 限 个 开 集 的 通 古 间 集 . 

证 明 (1) 是 显然 的 ， 下 面 证 明 (2 (3). 

(2) 没 {GolaE 作 是 - - 族 开 集 , 记 他 =- LJG。. 任 取 zE9, 今 
证 必 是 Gf 前 内 点 ; 事实 上 , 因 aEG= 1 JJGc， 所 以 必 存在 某 个 
指标 7, 使 得 2€G,， 因 为 Gf, 是 开 集 , 所 以 存在 的 环境 (x,p)， 
使 得 5E (a, 有) 己 G;, 从 而 wE (a 局 己 G、 因 此 ,G 是 开 集 . 

(8) 设 9 …、. 人 是 有 限 个 开 集 , 记 9 一 站 6 任 取 2EG 
因为 G=~ | 1 Go 所 以 wsEG4(k 一 1,…, 癌 ， 风 而 存在 (ww po， 使 
得 你 ta， Bi 二 人 i，、 令 oo 一 min oy, Bo = max PB,, 显然 ，2E 
{om, Boy T ee, 局 开车 对 一 斌 ki, 2, ,nn 都 成 谤 ， 从 而 入 所 
(oo 加 一 [6 一 @ 即 = 是 和 的 内 点 .证 毕 . 

应 该 注意 , 8) 中“ 有限 ”这 个 假设 不 能 换 为 “无 限 ”， 下 面 就 是 
反例 . 

fr_1 1 

例 2% 取 的 一 (一 二 二) 4 一 2，…， {9} 是 一 询 开 集 ,而 
全 一 G9 一 和 0 就 不 是 开 集 ， 

从 元 何 直 观 来 说 , 开 集 息 的 每 点 是 内 点 ， 这 意味 着 每 一 点 痢 
存在 一 个 环境 (mB)， 这 个 环境 中 的 点 都 是 Gf 中 的 点 ， 由 此 可 以 
设想 开 集 G 应 该 是 一 段 一 段 区 间 拼 起 来 的 。 为 了 证 实 这 个 想法 
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是 正确 的 , 我 们 引入 如 下 定义 ， 
定义 ” 设 各 是 开 集 ， 如 果 开 区 间 (e, B) 呈 ,并且 六 点 w.、 6 
都 不 属 汗 他, 那 末 称 (o 是 避 的 构成 区 间 ， 
定理 2( 开 集 的 构造 ) 直线 上 非 空 开 集 G 必 可 唯一 地 表示 成 


有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 (eB,) 的 和 ,G9 = 上 (ew 


8 ，8<soo ,并 有 旧 这 时 每 个 4， 有 必 是 对 的 构成 区 条 . 

证 明 假设 台 是 开 集 , 任 取 EGG, 由 开 焦 定义 , 存在 (a, 局 )， 
西 得 zxE tx, BCE. 

记 44 是 由 一 切 适 全 ze (exe， 避 ) 居 经 的 开 区 间 (a， 局 ) 作为 元 
素 的 集 ， 

(DD 先 证 4。 中 必 有 一 个 最 大 的 开 区 间 (ao，Bo) ( 即 一 切 4 
中 的 区 间 (a, BC (oo, Bo)). 

记 

am 一 inf w&, Bo= gup 8. (4.7) 


[i [oT 过 定 
显然 2€ (oo, Bo); 并 且 对 任何 (am, B) E 4。 都 有 (a, BB) CC (oo, Bo)， 
再 证 (oo, BG; 事实 上 ,对 任何 9E (oo，Bo), 不 妨 设 og<gy<<w， 
由 下 确 界 定义 和 和 (人 . 仿 知道 必 罕 站 (o'，B8') € ds, 使 得 
ooo LYLEEB (4.2) 
因为 (we, 8) 己 全 ,由 任 . 双 立即 得 到 yyE (we BCG， 类 似 地 , 可 
以 证 明 当 xw<y<< Bo 时 ， 也 有 EG 由 此 得 到 (ow，Bo) 呈 人 这 就 
是 说 (ow, Bo0) E 4。. 
(1) 证 明 {oo,， Bo) 必 蚌 在 的 构成 区 间 ， 显 然 具 要 证 明 oo、 Bo 
EG 就 可 以 了 。 如 果 aoEG, 由 于 如 是 开 集 , 从 而 存在 (a BY, 使 
得 mE(e， BCG. 于 是 
ZE to Bo oe’, BYU (om, BO) EEG, 
但 (eB0) 关 (ao, Bo), 这 与 (ao,，Bo) 是 4s 中 最 大 的 相 症 突 ， 所 以 
oo 它 仔 同样 可 证 Bo 闻 . 
(TI) 证明 4 的 任何 两 个 构成 区 间 tm，B)、(w'，B 互 不 相 
交 ， 事 实 上 , 如 果 (a,B) /1 Ca, 8 天生 碟 然 必 将 发 生 其 中 一 个 区 
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闻 端 点 落 在 另 一 个 区 间 中 , 从 而 这 个 端点 序 属 于 好, 这 就 与 构成 区 
冰 的 定义 相 冲 帘 . 
《IV) 既然 每 个 EC 人 都 落 在 基 构 成 区 间 肉 ， 因 而 他 是 构成 
区 间 和 的 和 和 ， 但 构成 区 同 是 互 不 相交 的 ， 由 2 的 例 18 知道 日 的 构 


成 区 间或 有 限 个 或 可 列 个 、 央 而 @= [| oo，ApJ，&<oo， 其 中 
(ow，B,) 于 不 相交 ,并 且 是 全 的 枸 成 民间. 
(VD 唯一 性 假设 G~ (ow, B),v<b 并 且 当 凡 vz 时 ， 


{cr,, BN (ey, B,) 一 到 今 证 每 个 (oa， 有 JJ) 必 是 对 的 构成 区 间 ， 
显然 (oy, BDCG, 如 果 (es 局) 不 是 构成 区 间 , 例如 EG= 


WU (ew。 RD) 因此 存在 某 个 (em 尼 ) fr 学 区 ;使 得 四 E (ew, 及， 


从 而 fev， 局) 与 人 o，B) 的 变 不 空 。 这 与 Kao。，G) (ev Bw) 是 互 
不 相交 的 假设 冲突 ， 证 上 毕 . 

极限 点 ” 设 4 是 直线 上 的 点 集 ; mo 是 直线 上 的 一 个 点 (可 以 
属于 44， 也 可 以 不 属于 4， 如 果 wo 的 任何 一 个 环境 OC 中 总 舍 
有 4 中 元 限 多 个 点 , 称 so 为 4 的 极限 点 , 

而 如 ， 当 mw 是 集 4 萄 内 点 尘 , 显然 名 必 是 4 的 极限 点 ， 叉 
如 当 一品 <a<5<o0 时, 区 闻 <a, 想 的 端点 &.8 都 是 ca， 妨 的 要 
距 点 ， 

空 集 和 有 有限 集 就 没有 极限 点 ， 

例 3 集 性 圭 ， 喜 …, 二 “有 且 仅 有 一 个 极限 点 0. 

一 个 点 是 一 个 集 的 极限 点 的 定义 有 许多 常用 的 等 价 形式 . 

定理 3 设 44 是 直线 上 一 个 点 集 ，zw 是 吉 级 上 一 点 ,个 曾 儿 
件 事 是 彼此 等 价 的 ， 

GD oo 是 4 的 极限 点 . 

:2) wo 的 任何 环境 OCwo) 中 必 含 有 4 中 不 同村 wo 的 点 ， 即 
(CO (zo) — {zo}) 站 攻关 由 

t3) 存在 生 中 的 元 素 序列 tao， 加 zzo nw 一 1，2，,…， 个 得 


[3 第 一 兽 集 , 直线 上 点 颁 
lim Ln, 


(4) 在 在 有 4 中 由 互 不 相同 的 元 素 组 成 的 序列 {mn}, 使 得 lim mr 


二 宛 ， 

证 明 只 要 能 从 人 全 全 [ 关 ， 罗 瑟 ( 的 ， 全 一 二， 的 一 
《D 就 可 以 了 .由 (一 他 是 显然 的 . 

他) 一 (3) 任 取 自 然 数 m 由 于 


((m -二 ， so 上)- {zo} ) 4 


从 中 任 取 一 个 元 素 mm, 司 失 sw 忆 4 wwwoy 生 |z4-zo| < 士 ， 由 此 


易 知 {zn 满足 (3) 的 要 求 . 
(一 人 二 由 于 有 4 中 的 元 素 列 {ew}, 使 得 
lim 加 一 %o， 
且 人 各 关 20， 8 工 2 显然 可 以 从 {a 中 选号 一 个 豆 不 相同 前 
元 素 组 成 的 子 序列 fa 上 ,并且 lm au 一 ao， 邵 (四 成 立 ， 


(4)= 地 (了) 设 {mw} 是 女 中 一 列 互 不 相同 的 元 尝 构 成 的 收 叙 于 
zo 的 序列 ， 对 任何 zo 的 环境 (x0)， 总 相 在 wo 前 环境 (a, 请) 忆 
D(Cwo)， 记 8=min (zw 一 &, BB 一 x0)， 对 这 个 8, 必 存在 育 , 尖 % 汪 六 
于, | 一 “| 过 8, 即 4€ (ae 有 CDfao)， 由 于 fa 由 是 瑟 不 相同 的 ， 
所 以 Cao 中 含有 4 中 无 限 个 点 。 因此 ，zo 是 4 前 极限 点 ， 证 

定理 中介) 、( 是 极 卢 点 的 序列 表达 方式 ,个 、( 是 环境 下 
达 方式 .今后 可 在 不 同 的 场合 , 根据 方便 灵活 运用 不 同 的 方式 ， 

洁 集 设 4 基 直 线 上 的 点 集 ,4 表示 和 4 的 极限 点 金 体 , 称 A 
为 入 的 性 集 ， 如 果 和 入 4, 称 4 为 闭 集 ， 

显然 , 闭 集 就 是 对 求 极限 点 的 运算 封闭 的 集 . 

下 面 是 闭 集 定义 的 等 价 形 式 . 

定理 和 下 画 兰 伞 事 是 等 价 船 ， 


[ 往 ] 记号 <” 表示 “导致 ”或 “由 


Cr 
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(1) 4 是 直线 上 闲 集 . 
人 2) 由 4 中 无 天 构成 的 任何 履 伍 列 必 收 俩 于 生 中 的 郊 素 ， 

(3) 4 的 余 集 A 一 下 一 4 是 并 集 . 

证 明 (分 本 中 元 素 构 成 的 序列 , 记 lim x 
二 wo， 如 果 有 汛 限 个 编号 ， 例 如 让 < 生 扫 和 络 二 0， 个 得 Wh 
zo 这 里 woE4 是 显然 的 、 不 妨 最 多 只 有 有 限 个 编号 (可 能 没有 ) 
的 元 素 为 wo, 从 {2z%} 中 志 掉 这 有 限 个 编号 便 是 满足 z。 天 wo, 且 收 合 
于 wo 的 序列 。 由 定理 3 的 (3)，zo 是 集 4 的 极限 点 ( 即 mmE .40 
因为 假设 4 是 闭 集 ,所 以 也 有 zoE 4. 

(2) 沪 (8) 假设 名 成 立 , 今 证 4 是 开 集 : 如果 4 处 是 开 集 ， 
即 4 中 必 有 一 点 xo, 它 不 是 de 前 内 点 。 换言之, 在 任何 zo 的 环 
起 (ao 一 二， mm 十 十 )( 这 里 m 是 自然 数 )， 必 会 有 人 中 点 mw、 显然 
mo 并 且 lm 一 mm， 根 据 假 谈 ，m 4， 这 与 假设 mmE 如 溃 
突 , 所 以 (9) 成 立 ， 

(3) 汶 (DD 了 既然 4? 是 开 集 , 因此 4 中 任何 一 点 加， 必 存 在 
环境 (a， 8) 己 4, 从 而 zo 不 可 能 成 为 4 的 极限 点 ， 证 毕 . 

判断 一 个 集 4 是 林 是 阿 集 , 序列 的 形式 (2) 和 余 集 的 形式 人) 
都 是 常用 的 。 现 在 利用 (3) 给 出 闭 集 的 一 些 重要 的 性 质 . 

定理 5 (1) 空 集 和 企 空 间 是 闭 集 ; 

(2) 任意 一 族 际 集 的 道 集 是 闭 集 ; 

(8) 有 限 个 闭 集 的 和 集 是 闭 集 . 

由 和 遂 公 式 和 人 定型 土 空 即 可 以 得 到 尘 但 5。， 希望 读者 直接 从 
闭 集 的 定义 并 利用 定理 8 来 证 明 闭 集 的 性 质 (D ~ (8). 

定理 5 的 (38) 中 , “有 限 个 ”的 条 件 不 能 改 为 无 限 个 . 

例 和 《一 D~ 书 [1+ 二 ,1 一 十], 其中 每 个 4.=[ 一 1 
+ 土工 - 工 | 是 闭 集 , 而 和 集 ( 一 工 切 就 不 是 闭 集 . 


利用 定理 4 的 (8) 和 开 集 的 构造 定理 还 可 以 得 到 ; 


4 第 一 府 全 , 直线 上 点 党 

定理 6 家 线 上 闭 集 必 或 芷 企 直线 或 是 从 直线 工 巷 法 有 
限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 ， 

如 果 4 是 闭 集 , 那 末 称 .4: 的 构成 区 间 沪 4 的 余 区 间 . 

定理 ? 开 集 减 闭 集 是 开 集 ; 闭 集 减 开 集 是 闭 集 。 

证 明 设 G 是 开 集 , 耳 是 闭 代 .由 池 * 

G— FP-GNF, FG-—FNG, 
从 定理 1.4.5 易 知 本 定理 戌 立 , 

距 开 又 闭 集 ”直线 上 除了 开 集 、 闭 集 之 外 , 还 有 很 金 ( 从 势 的 
观 伪 求 看 , 远 比 开 、 闭 集 客 ] 娆 不 开 又 不 闭 的 集 ， 例 如 人 ce,， 匀 ，[0， 
了 上 有 理 点 全 体 , 前 线 上 无理 数 爹 体 等 都 是 虐 不 开 又 不 闭 的 集 , 此 
外 ,在 线 上 不 名 确 是 距 开 又 闭 的 储 , 利用 开 集 移 洁 定型 和 闭 集 性 
质 , 读者 可 以 证 明 ， 直 线 上 除了 用 豆 : 外 不 存在 其 它 的 既 开 又 闭 的 
集 了 . 

闭 包 给 定 一 个 直线 上 的 点 集 4， 一 般 说 米 它 对 极限 运算 不 
和 能 狸 曾 ， 下 面 将 证 明 只 要 将 它 的 航 限 点 他 体 4 补充 上 大 忆 后 ,就 
成 淄 一 个 对 航 了 县 运算 封闭 的 集 ， 为 此 引入 .: 

定义 设 生 是 直线 上 一 个 氮 集 , 称 集 4U4 是 全 的 周 包 , 记 

例 汪 4 是 直 绕 上 在 理 点 全 体 , 显然 二 是 全 直线 . 

定理 名 设 4 是 让 煞 上 的 点 集 ， 那 来 

(了 “E 才 的 完 要 条 件 是 2 的 任何 环境 中 必 含 有 4 中 的 点 ， 

(2) zwE 古 的 充 要 条 件 是 车 在 4 中 的 序列 {oas 政 倒 二 到 

(3) 才 必 是 闭 集 , 并 且 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ， 即 任 一 包含 4 
葛 闭 集 政 总 有 玉 必 4; 

(4) 4 是 闭 焦 的 充 要 条 件 蚌 4 一 4. 

证 明 (是 显然 的 . 

(3) 只 要 证 明 4° 是 开 集 就 可 以 了 和 在 取 woE 7A， 最 然 mw 区 
互让 时 wo 不 是 证? 的 内 点 , 那 末 对 wo 的 任何 环 玉 fa，B) 区 会 六 
万 中 点 w'， 因 为 有 一 4U4', 所 以 zw'E4 或 wrEA I 加 果 w EA 
那 末 对 下 2 的 任何 环境 (eo', BJC B), 必 舍 等 妈 中 点 人 本 


人 er 
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襄 Ce B)， 沁 芒 得 到 的 任何 环境 x B 中 必 会 有 二 中 非 
wo 的 由 ,从而 wo 的 任 衙 环境 OCso) 中 记 必 含有 4 中 大 vo 的 点 , 亡 
议 mw 是 4 芍 极 限 点 ,到 wo 全 有 4 和, 这 与 假设 wwE2A? 相 溃 突 ， 因 雍 ， 
吝 * 的 每 个 点 都 是 肉 点 , 即 本" 是 并 集 , 从 而 二 是 闭 集 . 

再 证 冯 是 包含 4 的 最 小 闲 集 , 设 五 是 闭 集 , 并 且 了 二 4, 因 
册 PP 人 A FCP, MAFOAUA'=A. 

(4) 充分 性 是 显然 的 。 现 证 明 必 要 性 : 因为 44 革 闭 的 , 所 以 
本 站 4 从 而 4 二 4AU A 一 肛 , 而 4 性 4 是 显然 的 , 所 以 4 一 4. 证 
了 总 

因为 包含 集 4 的 最 小 闭 集 是 唯一 的 , 所 以 集 的 闭 包 概念 又 可 
以 定义 为 包 人 金 集 4 的 最 小 抽 集 . 

求 一 个 集 的 闭 包 运算 具有 下 列 基 本 性质 . 

定理 9 (D $= 

{2) ACA., 

(8) (4) = 

(4) AUB=AUE. 

证 上 明江) 一 (3) 是 显然 的 . 今 证 (机; 因为 4UB>4, AUB 
汪 B, 所 以 AUBOA, 4UB 必 B, 从 而 有 UB 二 oA4UB， 反 之 ,因为 
碟 UB 二 4, 4UB 二 B, 所 以 UB 二 4UB, 但 让 UB 是 两 个 闭 集 
的 和 集 , 所 以 是 闭 集 ， 从 而 AUB>AUB、， 因此 (和 证 得 

希望 读者 直接 用 序列 的 语言 证 明定 理 9 的 (和 . 

&. 弧 立 集 和 完全 集 

设 4 是 直线 上 点 集 , 经 求 导 集 的 运算 , 由 4 可 惨 产 生 4， 如 
果 要 问 "4 与 4 有 什么 关系 ,一 般 地 说 , 是 很 复杂 的 有 机能 4 人 = 
0, 有 可 能 4' 显 不 室 , 但 4 由 4 一 名 也 有 可 能 发 生 A 人 呈 4 或 4' 马 
44, 或 和 4 可 4, 或 痊 互 不 包含 但 比较 重要 的 是 下 曾 几 种 迟 况 ， 

当 委 门 4=8 有时, 称 4 为 下 评 集 ， 

当 4C4' 时 , 称 4 为 已 帘 集 ; 

当 妈 CA 时 ,这 是 已 经 讨论 过 的 闭 集 ; 

当 44' 一 和 4 时 , 称 4 为 完全 集 ， 


$6 党 一 等 ” 侍 , 由 线 上 局 党 


这 一 小 池 是 讨论 抓 立信 和 完全 集 ， 

孤立 集 设 4 十 百 线 上 点 集 , woE 4， 如 果 存 在 wo 的 一 -个 环 
境 (a, 馈 , 使 得 (a, B) 中 除 合 有 wo 外 不 再 含有 4 中 其 它 点 时 , 称 
zo 是 了 的 孤立 去 ， 

例如 , 当 卫 = [0, 了 UU {3 时 ,点 是 筷 的 孤立 点 , [0, 了 中 点 
敢 是 4 的 极限 点 . 

显然 , 振 立 点 不 是 极限 点 ,反之 ,对 4 中 点 zo, 如果 加 是 和 的 
极限 点 , wo 决 不 会 是 起 的 孤立 点 ， 所 以 , 孤立 点 和 极限 点 是 相对 
下 的 概念 . 

定理 10 4 是 孤立 集 的 充 要 条 件 是 4 中 每 一 点 都 是 .4 的 孤 
立 点 . 

证 明 必要 性 ”因为 4 从 4 所 所 以 4 中 每 个 点 mo 不 属于 
4 从 而 必 存 在 wo 的 某 个 环境 (a A) ,在 (a, 如) 中 再 不 售 除 mo 而 
外 的 4 中 的 点 ,因而 me 是 4 的 弧 立 点 ， 

充分 性 ”如 果 妇 中 每 个 点 都 是 4 的 孤立 点 ,显然 , 4 中 每 个 
点 就 不 可 能 是 4 的 极限 点 ， 即 4014' 一 和 从 而 4 是 孤立 集 ， 证 
毕 . 

我 们 引入 如 下 概念 : 设 (&,， 有、(Y, 站 是 两 个 开 区 间 , 当 B= 
时 , 称 Ca, 忆 )、(y, 中 为 相 鱼 的 区 间 .， 

已 密集 和 完全 集 ”显然 ,ao 是 集 4 的 孤立 点 的 这 要 条 件 是 xo 
必 是 包 合 在 4 的 余 集 4 中 某 商 个 相 邻 区 间 的 公共 端点 ， 如 果 4 
是 已 密集 , 那 未 4 中 和 余 个 点 痢 是 4 的 极限 点 , 即 和 4 中 每 个 点 都 不 
是 委 的 孤立 点 ， 因 此 ,4 是 已 密集 的 充 要 条 件 是 4 中 任何 点 都 不 
可 能 成 为 包含 在 4 的 余 集 4 中 的 某 两 个 和 分 区 间 的 公共 端点 ， 
或 者 说 ,凡是 己 密 全 的 充 要 条 件 是 水 中 不 存在 禄 分 接 的 区 间 ， 剩 
共 这 个 事实 ,我 们 便 得 到 如 下 定理 . 

定理 址 : 直线 上 集 和 4 是 完全 集 的 充 帝 条 件 是 4 的 余 集 4 
是 任何 两 个 构成 区 间 虱 不 相 邻 的 开 集 . . 

证 明 ”因为 4 是 完全 集 ( 即 4= A 的 充 概 条 性 是 4C 4 4 
忆 4' 同时 成 立 , 妈 谋 是 已 密 又 是 闭 的 混 . 用 余 集 来 表达 时 ,就 是 .4 


是 上 直线 -的 点 集 到 

上 既是 开 集 , 又 在 4 中 决 不 包含 两 个 相信 的 区 间 ， 昌 然 , 一 个 开 和 集 
中 决 不 包含 两 个 相合 的 区 间 的 充 要 条 件 是 它 的 构成 区 间 中 任何 两 
个 不 相 邻 。 证 毕 . 

显然 ， 闭 区 间 fw, 厅 (6 之 0) 以 及 有 限 个 长 度 不 为 0( 训 以 无 限 
大 ) 的 互 不 相交 的 闭 区 间 之 和 上 上] [m，5] (Ba 3 二 <， 翅 等 
都 是 完全 集 ， 但 这 些 例 了 是 平凡 的 。 现在 要 利用 定 更 11 给 出 一 
个 不 平凡 的 完全 集 的 重 变 例 牛 ， 在 许多 场合 可 用 它 来 谱 明 一 些 问 
是 . 

Cantor 集 将 Fo, 11 三 等 分 , 控 去 中 间 的 并 区 司 


丰台 


洛 利 让 的 两 个 区 间 [0， 瑟 |]，[ 院 ， 二 分 别 三 等 分 ,并 控 去 


1 2) 7 8 
人) 一 二 
了 9 号 4 1s 9g’ 国 | 时 

2 8 


[9 可 | [5 本 | [5 可] [中 


继而 将 这 四 个 区 间 分 曾 三 等 分 ， 叉 挖 去 其 中 每 一 个 移 中 间 的 开 区 
间 ,， ; 如 此 手续 一 直 做 下 去 ， 
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(Cantor 完全 桌 构 造 水 意图 》 


第 nm 次 手续 时 ， 去 控 的 并 区 问 ( 称 为 第 级 区 间 , 每 个 区 间 长 


度 为 高, 计 有 1 个)， 
1 2 ri 全 ) 
Co i -一 
2 BC wi Iy Bn Br 了 


58 第 一 于 全 ;下 开 上 点 霹 
记 = Wi, 这 是 开 代 , 所 以 不 =f0, 科 一 如 是 团 集 , 称 为 
Cantor 集 . KEK 的 余 区 问 仿 林 是 78 (R=:1, 2, "oy 2 n=l, 
太太 (一 0c0, 由 和 红 ， co 六 称 这 商 个 区 阅 为 第 品级 区 间 ). 显 
直 它 们 部 两 两 不 址 部 [因为 式 何 两 不 区 间 之 阿 蕉 括 入 了 一 个 属 诗 
省 它 科 级 别 高 的 区 司 ), 因 荡 及 大 完全 集 . 
Cantor 集 有 区 下 重要 性 项， 
定理 1 (1 天 之 [0, 人, 但 上 ,口中 被 抄 南 的 区 间 长 度 之 
入 . mT) 二 Jf 这 里 mm (I) 表示 玖 "的 民 度 7 
@ KR 是 沦 全 华 , 并 且 势 是 3, 
证 明 (1 为 第 品级 每 个 区 国富 碟 为 十， 位 有 2 个 责 


关机 整个 滩 志 的 长 度 为 


忆 补 拦 :二 的 Ed 级 区 . 问 总 过 为 二 一 二 了 


I > ol. 
<2) 将 [0, 所 中 点 用 三 进 制 表示 ， 而 
了 一 (0.1, 0.2); 
了 一 10.01 0.02)， I = (0.21, 0.22); 
了 名 一 【和 .Gaga -0 1 0. md ty_12), 
其 下 天 一 1 3 2 不 是 0 情 是 3. 因此 ,被 控 南 
的 点 的 进 制 尾 开 中 至 少 有 一 上 笠 是 长 王 进 制 有 理 数 无 论 末 取 有 
限 位 式 无 限 位 展 斑 避 其 胡 眠 ). 
如果 记 万 是 0, 了 中 的 三 进 制 无 限 剑 肛 开 下 每 位 仅 联 0 或 2 
的 数 全 体 ,显然 4 性 五 C [0, 了 ,所 以 如 能 证 明 (C0, 日 和 .4 的 子 集 
尘 尘 , 报 据 Bernstein 定理 , 天 的 势 便 是 全， 为 此 , 我 们 愉 要 将 4 
中 的 任何 获 ( 守 进 乔 展开 Jeagar ee {每 个 名 仅 取 0 或 2 和 


二 进 籍 煞 他 zi 一 站 。 0. -和 -汪汪 对 应 ， 即 作 上 妥 射 
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(这 里 (9, 杂 的 一 进 制 有 膛 数 展开 也 取 为 光 限 位 小 数 表 示 斌 )， 易 
知 p 训 实现 4 型 0, 丘 的 双 射 ， 证 毕 . 
其 实 ,我 们 可 以 更 一 般 中 证 明 任何 非 空 党 全 集 的 莹 必 为 员 ， 这 
个 事实 的 证 明 可 参看 [如 ，[ 幻 ，[5]， 读 省 简 由 这 个 玉 实 也 订 以 很 
容易 地 直接 证 二， 如果 和 GE 玖 , 那 末 对 网 的 任何 环境 (x, 8)，(a 
月 ) 站 五 的 执 记 是 N. 
所 ， 笛 密 和 朴 朗 
我 们 知道 直线 上 点 你 体 的 势 是 N, 击 有 理 数 全 体 的 执 是 go 可 
是 言 线 虐 任 得 一 点 2 的 任何 环境 中 痢 售 有 有 理 数 ， 从 侧 佳 何 -- 个 
实数 都 是 有 理 数 的 极限 点 ， 这 识 是 说 有 理 数 集 具 有 秽 密 性 ， 丰 讨 
论 连 续 性 对 ,和 铀 秘 性 是 一 个 重要 的 人 性质， 例如 灰 和 2 鲍 2 中 ,证 
明 [e&, 人 上 连续 函数 全 体 势 为 和 时 ,就 用 到 和 -个 连续 两 数 完 全 由 
它 在 在下 点 前 倡 而 殉 让 ”前 事实 ， 这 就 是 说 ， 一 个 连 绕 眉 数 的 整 
体 , 由 共有 秋千 性 的 部 分 点 某 上 所 确定 ， 一 般 地 , 我们 引入 如 下 完 
六 


定义 ” 设 妇 吴越 上 专线 上 上 本 个 点 集 、 如果 吾 中 每 个 点 的 任何 
一 个 环境 中 必 会 放 44 的 具 , 其 末 称 4 关于 总 稠 害 ， 特 列 , 当 吾 是 
全 直线 时 , 如果 4 在 BB 中 得 密 , 就 称 4 是 筒 密集 . 

例如 4 是 隐 , 条 上 有 时 数 合 体 ,B 基 T0, 卫 或 是 加, I] 上 上 无理 
数 全 体 , 那 末 寺 在 如 中 科 窗 ， 当 B=-(， oo0, oo) 时 , 4 全 不 诈 玉 
牛 秽 密 了 。 这 是 因为 闪 在 何 环 境 ce, 局， 如果 ae> 工 它 说 不 省 有 
4 中 的 点 . 

例 6 设 8~[0, 了 Uf, 4 是 "0, 习 中 有 理 数 全 体 ， 友 然 
二 不 在 吾 山 黎 涂 ,如果 把 BB 的 弧 全 点 2 如 下 A 上 虐 去 ,显然 集 由 = 
对 {2 在 吾 中 访 身 窗 了 ， 
定理 13 设 4.3、O 是 三 个 集 . 
(人 4 在 如 中 稠密 的 充 要 条 件 是 BC 4， 
(3 如 果 4 关 于 B 秽 路 ,BB 关 十 口 称 密 , 那 来 4 关于 口 也 竹 


了 形 


证 明 (1) 如 果 4 关于 吾 稠密 ， 根 据 定义 易 知 情 中 仁 个 点 


的 第 一 章 “” 集 ,直线 于 点 售 


或 是 在 4 中 或 是 < 如果 不在 4 中 )4 的 极限 点 ， 从 而 BC 4U4 一 
所。 友之， 如 果 BC 有 4， 因为 万 中 任何 点 (从 而 B 中 任何 点 ) 的 每 
个 环境 中 必 会 有 了 中 的 虚 ( 见 定理 8(3) 的 证 明 )， 所 以 4 关于 B 
稠密 ， 

(2) 很 据 假 设 ， 我 们 有 Bec: 可 ，Oc 束 从 而 Oc 瑟 CC (= 
本 , 再 由 舍 ) 知道 4 关于 口 也 条 密 ， 证 毕 ， 

和 栖 窗 概念 本 对 立 的 是 看 闭 ， 

定义 设 4 是 直线 上 的 点 集 ， 如 果 4 关于 直线 上 的 任何 非 
空 评 境 都 不 秽 密 , 就 称 44 是 朴 朗 全 或 称 为 无 处 稠密 全， 

例如 百 ? 上 扳 立 集 4 必 朴 朗 ， 事 实 上 , 性 取 开 区 间 (a， B), 如 
时 人, 吕 ) 中 不 会 4 中 的 点 ， 就 不 需 再 讨论 ， 如 果 (a，B) 中 合 有 4 


S (oa 局， 而 (ao ao 十 3 中 不 青 含有 4 中 点 、 因 此 , 4 在 (a, BB) 
中 不 会 稠密 

定理 既 设 4 是 一 个 点 集 ,店面 儿 件 事 是 等 价 的 . 

(1) 4 是 下 朗 集 . 

(2) 4 不 包含 任何 一 个 非 空 环境 , 

(3) 扫 是 玖 朗 集 . 

(4) 和 的 余 集 二 " 是 铀 密 集 ， 

(5) 任何 非 空 环境 (a,， 8) 中 必 有 非 空 环境 {wc (2， 且 )， 
使 得 te， 8 中 不 会 4 中 的 点 ， 

证 明 证 明 的 路 线 是 (也 起 全 地) 下 僵 (一 上)， 

(也 一 (全 设 和 4 玖 遍 , 自然 4 在 任何 非 空 环境 (a, B) 中 不 先 
密 ， 概 据 定理 13 的 (了 ,从 而 二 喘 不 包含 (we， 8)， 

(2) 玖 (3) 设 才 不 包含 任何 一 个 非 空 环境 .根据 定理 18 的 
《D， 4 决 不 在 任何 非 空 环 壕 人 aa， 有 ) 中 稠密 , 从 而 区 是 梳妆 的 . 

(8) 过 (4) 设 二 不 是 稠密 集 ， 昔 少 有 一 个 非 空 环 境 (w， 司 ) 
不 包 食 有 并" 中 的 点 ,从 而 互 二 (a, 局 ) ,这 就 与 站 是 朴 衣 的 假设 矛 
导 . 

(二 (四 设 二 是 锡 密 集 , 因而 任何 非 空 环 启 (ae， 有 中 含 砷 


点 4 直线 上 上 的 点 集 好 

对 的 点 ， 因 为 下 是 开 集 , 从 币 存 在 非 宗 环 境 fox，R80 门 工 = 太白 
然 更 有 (Cx,， 8B 由 4 一 

(6) 地 (DD) 设 和 4 具有 性 质 (8), 显 然 4 就 在 任何 非 帘 环境 (a 
有 ) 中 直筒 密 , 所 以 4 是 朴 半 的， 证 毕 . 

注意 ,对 于 定理 中 的 (全 有 如 下 的 事实 : 4 为 玖 让 时 , 4° 必 是 
珊 密 . 这 个 结论 是 从 朴 明 和 科 密 的 定义 直接 可 知 的 ， 供 反之 不 
真 , 即 4* 是 码 密 时 , 和 4 不 一 定 就 是 栈 朗 ， 例 如 4 是 有 理 数 全 体 ， 
A° 是 无 理 数 合体 ，4、A? 均 是 稍 密集 ， 所 以 作为 充 杰 条 件 来 说 ， 
(4) 中 闭 包 这 个 条 件 不 能 萤 忽 . 

由 于 Cantor 集 下 是 闭 集 , 放下 不 包含 任何 一 个 开 区 间 ， 出 
定理 14 的 (2), 可 以 得 到 Cantor 集 的 另 一 个 性 质 ， 

定理 15 Cantor 集 是 芍 妇 完全 集 . 

6. 相对 开 . 闭 集 

现在 把 开 . 阿 集 概念 提 广 成 州 对 开 集 , 相对 闭 集 的 概念 ， 有 时 


”这 是 方 全 的 . 


定义 ” 设 4, 如 是 直线 上 两 个 集 , 且 4c 互 ， 如 果 mwE4, 并 
且 总 存在 一 个 zw 的 环境 (a,B), 使 得 (o, B) 站 互 中 一 切 点 都 在 4 
中 ,， 称 2%6 是 4 相对 于 吕 的 内 点 如 果 4 中 一 切 点 都 是 相对 于 有 8 
的 内 点 , 称 4 是 相对 于 B 的 开 集 ; 如 果 4 的 极限 点 全 体 4' 中 凡 
基 属 于 B 的 点 { 即 4 汉中 的 点 ) 都 在 和 4 中 ( 即 4'Bc4), 称 A4 
是 相对 于 号 的 闲 集 ， 

例如 , 当 4 是 开 集 (或 闭 集 ) 时 , 屠 术 4 相对 于 一 切 集 B( 二 4》 
仍 是 开 集 (或 闭 集 )， 责 任何 一 个 集 扎 相 对 于 自身 { 即 联 了 一 4) 总 
是 既是 开 的 , 又 是 闭 的 .再 如 4 一 0, 1), B= (0, 1)U [2, 多 , 4 
相对 于 至 既是 开 的 , 又 是 闭 的 

读者 自然 可 以 设想 再 引入 相对 闭 包 的 概念 ， 并 推广 岩 理 1-9 
的 结果 到 相对 开 . 闭 集 的 情况 ， 这 里 不 狗 一 一 举例 证 明 , 妈 指 出 相 
对 开 、 财 集 与 开 、 闭 集 的 基本 联系 ， 遂 过 这 个 联系 也 易于 将 定理 
1-9 加 以 推广 并 得 到 相应 的 结论 . 

定理 16 集 4 相对 于 集 召 为 闭 集 (或 开 集 ) 的 充 要 条 件 是 在 
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在 闭 集 (或 开 集 9 策 得 4=BN 了 (或 4 一 BNG). 

证 明 《1) 先 讨论 相对 闭 的 情况 ; 设 4 相对 于 8B 是 闭 的 , 因 
路 NBCA, 从 而 (4UA) NBCA, 即 抽 作 BCA， 巩 一 方太 ,十 
然 竹 首 门 玉 =3.1， 潮 以 本人 如 一 4 ， 因 这 上 只 受 取 五 = 可 毫 订 以 了 ， 

友之, 知 染 4 一 了 BN, 是 闭 集 ， 由 证 和 己 BN, 所 以 

ANBEB NENBCEFNB-A, 
即 4 相对 汪 旦 是 团 些 ， 

(8) 再 讨论 划 亲 开 殉 售 深 ， 容 场 村 接 证 明 ( 希 放 涯 补 证 )4 相 
对 于 吾 半 的 充 咒 茶 件 直下 一 即 和 六 吾 : 香 对 二 吾 是 闭 的 . 

根据 第 一 步 的 结论 ， 吾 一 ZX 放 对 7 二 闭 的 充 变 条 性 十 站 在 闭 


B—A~BNF, (4.3) 


从 而 田 洱 通 全 式 篆 
4=B-(B--A)-B-F-BNF. (4.4) 
记 全 = 可, 全 起 并 集 .， 证 毕 ， 

点 亿 上 的 连续 苞 数 

现在 我 们 把 数学 分 析 牛 区间 ae， 辽 上 连 纪 因数 推广 到 一 般 点 
集 上 . 
定居 设 和 4 是 直线 上 的 一 个 保 ， 了 是 定 六 在 4 二 的 疯 数 ， 如 
求 对 每 个 gsE4L 的 是 有 有限 依 , 称 了 是 二 上 有 限 函 数 ， 训 型 数 集 
所 是 和 有 织 集 , 称 了 是 4 上 有 界 函 数 . 

定 光 谱 刀 是 贞 包 上 -个 集 ， 了 也 定 必 在 寻 上 的 有 限 娟 数 ， 
又 设 和 Ed 如 果 对 任何 sE>0， 必 存 在 - -全 8>0, 当 |w' 一 z| 过 5, 
并 且 w*E4 时 ,就 有 

|f (8) — fro) | <a, (4.5) 
称 子 在 zo 点 连续 , 或 称 zo 是 了 的 一 个 连续 点 ， 刀 虚 革 中 每 个 本 
都 荐 了 药 连续 点 , 称 了 是 岂 工 连续 函数 . 

显然 , 当 4 是 区 间 <， 人 下 时 , 上述 定义 和 数学 分 析 中 一 致 ， 另 
外 , 如果 me 基本 的 投下 点 , 郝 末 二 上 上 任何 国 数 了 必 在 zo 连续， 

和 和 数学 分 村 中 一 样 , 这 是 连续 点 的 8 一 5 表达 方式 ,当然 还 有 
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序列 的 表达 方式 ， 此 外 我 们 还 要 给 出 连续 函数 的 另 一 种 重要 表达 
方式 . 

定理 17 设 4 是 任 一 点 集 ,了 是 4 上 的 有 限 实 函数 ， 下 百 几 
件 事 是 等 价 的 , 

人 是 4 上 的 连续 是 数 . 

(2》 对 任何 2€4， 以 及 一 切 由 4 中 元 素 所 构成 的 收 仑 了 于 4 
的 序列 fo 都 有 


Tim f (ww) 一 了 (o). 

(3) 对 任何 闭 集 如 , 了 的 原委 广 -有 是 相对 于 4 的 闭 集 . 

好) 对 任何 天 保全, 的 原 象 广 玉 (00 是 出 对 于 才 的 开 集 . 

证 明 ”我 们 证 明 的 路 线 是 目 一 们 一 (9) 一 仆人 一 00D. 

G 汪 人 2) 设 f 是 .上 的 连续 清 数 ， 央 而 一 扫 点 wE4 祝 是 
连续 点 ， 如 录 {zs} 守 A4[ 尘 ]， 并 且 tim 2 一 5 从 蕊 连带 点 的 定义 
知 避 有 tm fa = 了 (2). 

(2) 沪 (8) 显 热 ,只 要 证 明 , 对 任何 闭 集 到， 关切 权 的 被 限 点 
多 如 果 在 4 中 , 必 在 广 1B) 自身 中 ， 由 和 宇 是 产 坟 的 梓 限 点 ， 
所 以 椰 在 2,EfF) (m= 了 3,-……， 它们 与 3 基 砷 相同 殖 呈 ), 并 
县 lim 省 一 首 ， 由 于 性 质 (2)， 所 以 

lim f(a") =f (2), 
然而 flim} EF， 由 定理 4 的 (3， 知 道 f(2)EF， 从 而 EE 
fF. 

人) 全 (个 设 弛 是 任何 开 集 , 国 而 嫩 是 图 售 ， 由 于 

A=7 GU FH), 
根据 性 质 (8)，f“《G) 是 相对 于 4 的 内 集 ， 因 而 4 一 让 1G) 一 
了 :CO 是 相对 于 4 的 开 集 (参见 定理 46 证 明 中 的 (DD). 
(由 人 设 和 6 是 要 中 任何 一 点 ， 今 证 wo 必 人 是 的 连续 


E 注 ] zjC4 圾 天 点 列 仔 村 中 的 点 了 全 一 2 都 了 和 良和 于 集 拟 由 的 ， 本 书 
中 以 后 常用 这 个 记号 。 


科 第 一 章 “” 集 ,直线 上 点 集 


点 : 对 任何 8 之 0, 取 了 (ow) 的 环境 日 一 (f(zo) 一 *， foo) 十 的 ,根据 
(D， ?G1) 是 相对 于 4 的 开 集 ， 因为 wf-+(6), 所 以 存在 om 
的 一 个 环境 (mB), 使 得 (a B) 几 4cf-1(G)， 因 而 存在 5>0, 使 
得 (m6 一 8, zo 二 全 忆 (a, 月 ), 从 而 (re- 3 m0+8) ACf 1(G). 这 
就 是 说 ,对 任何 wE, 并 且 |z 一 m0|<5 时 , 必 有 
(fe) ~ Fon) | <s, 

即 zo 是 了 的 连续 点 ， 证 毕 ， 

利川 天、 闭 集 原 象 的 开 、 闭 性 家 达 连 续 丙 数 的 方式 , 很 容易 得 
到 两 个 连续 函数 的 复合 请 数 必 是 连续 的 (建议 读者 严格 表述 并 证 
明 这 一 点 )， 这 各 表达 方式 便于 把 连续 函数 的 概念 推广 到 一 般 的 
折 站 空间 上 。 

8 连续 西数 的 延 拓 

定义 在 点 集 4 上 的 连续 函数 是 弄 能 延 拓 成 直线 工 的 连续 
阴 数 ?显然 ,一般 说 来 是 不 能 的 ， 傅 如 (0, 1 上 郑 数 sin 过, 易 知 是 
不 可 能 保持 连续 性 地 延 拓 到 全 直线 的 ， 但 有 下 而 结果， 

定理 18 定义 在 直线 上 的 闭 集 了 上 的 连续 本 数 了 必 可 延 拓 
成 全 直线 的 连续 着 数 . 

证 明 ”我 们 不 仿 假设 了 是 实 函数 , 显然 ,关键 是 在 十 如 何在 开 
集 下 上 补 光 定义 ， 为 此 , 令 本 一 (aw, 5) Cssoo) 是 可 的 构 
成 区 闻 分 解 ( 见 定理 当 ， 作 全 直线 上 洱 数 

jeD)， 姑 果 zE (gu 1) 而 且 配 一 oo， 
了 (C5) ， 如 果 zE (au 2 而 且 @ 一 一 oo， 


9 (0) = fw) + fb), (4.6) 
如 果 =E (oo Bb), (vl 2 有 
7 (o， 和 如果 GE 了 
显然 ,9 是 了 的 延 拓 ， 下 面 分 两 沙 来 证 明 ( 一 co，co) 上 每 个 点 
都 是 9 的 连续 点 ， 
GD 设 mwEB， 因而 必 有 某 个 zx， 使 得 ooE (om 2 ， 因 为 8 


4 直线 上 的 点 柴 9 
在 (4,, 5, 上 是 线性 函数 ,所 以 wo 是 9 的 连续 点 . 
(2) 设 澡 EE 我 们 先 证 明 9 在 ao 点 是 有 连续 竟 ， 
() 如 果 在 在 5>0, 使 得 (xo, zo 十 且 则 了 = 入 闭 末 6 必 是 如 
的 某 构 成 区 涪 (ep fa 一 ao 的 左 端点 , 由 "9 在 (zo, 5,) 上 线性 
连接 丙 端 wv， 了 《20))、(《5,，f(6w))， 所 以 g 在 wo 是 右 方 送 续 的 ， 
{ 座 俱 设 对 任 代 85>0，(go，m6 二 全 介 玉 短 和 出 于 ww 是 了 的 连续 
点 , 所 以 对 6 之 0, 必 存在 8>0, 当 YE (go, wo 叶 8) 几 也 时， 
(fT (wD) ~ fro) | <e, (4.7) 
因为 不 是 局 的 情况 ， 所 凡 不妨 设 x6 十 SEZ, 而 对 于 (20, zo 十 个 门 
中 任 和 柯 一 点 {假如 有 的 话 )}， 必 存在 PY 的 构成 区 间 (4,，5.)， 
使 得 wE€ (ep (wo, wo 二 6)， 因为 (4 8)C {zo, me 十 站， 由 
{4.7 得 到 
[fia — fro) |<e, Fa —f {wo | <e. (4.8) 
由 (4. 久 得 到 


[0) pon) | Hf (ew) -Foo [ea 


+ If) -fe | FT ce. 
出 (2 ，(《i) 得 到 9 在 加 是 爱 续 的 . 
同样 可 证 9 在 so 也 基 左 连续 的 , 即 wo 是 9 的 连续 点 - 
对 十 复 丽 数 六 总 可 将 了 分解 成 实 部 庶 部 ， 抠 它们 分 蓝 如 以 
延 扫 就 可 以 工 ， 证 毕 . 


可 题 


1. 设 4 是 一 个 华 ， 了 4 的 内 点 全 体 记 为 五 (4)( 科 为 和 的 核 ?)， 证 明 
区 (4) 必 是 开 集 . 
,证明 任何 一 个 集 和 4 的 导 集 由 必 是 闭 集 ， 
3， 设 44…… 4 是 有 有限 个 集 , 证 明 
(CU A A = ALU AS Un AS, 
并 举例 说 明 对 于 一 别 集 {4w}, 上 侧 等 式 不 成 立 , 
本、 证 明 直 线 上 了 棉 立 华 必 是 有 限 集 或 可 列 集 ， 
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35、 设 年 是 一 个 集 , ao 是 一 个 点 ;部委 ww 的 征 箱 环境 中 者 匹 含有 志 中 点 
又 合 有 4 由 和 点， 就 称 26 是 如 的 境界 点 ， 4 的 拱 办 点 全 体 记 为 荆 (4) 4 称 为 
并 的 议 界 )。 证 于 式 生 ) 吓 闭 集 ET CA =AN A 

,证 X44 晨 [0, 如 中 夺 理 区 全体 , 永 出 了 C4), 

7， 设 44 是 一 个 集 , 对 和 2 80 记 OtA, B={7| inf pl, 4 三 双 ， 这 
时 Pt 7) =lz 一 2 | 称 记 pl 为 点 4 到 供 所 的 路 漓 )， 证 明 0(4, 人 

8 CD 谱 古 是 由 集 , 证明 问 必 可 表示 成 厅 列 个 并 某 的 通 . 

tt 证 如 让 天 集 , 证明 和 可 案 示 蕊 看 亿 个 后 集 询 和 。 

8， 证 天 吉 线 上 开 集 全 体 的 势 征 中 :从 和 而 查 线 上 闭 j 信 全 体 的 寻 世 在 基 ， 

2]0. 证 明 直 线 上 -… 切 物 成 区 阅 的 端点 都 是 有 有理 浆 的 开 柴 全 体 的 势 是 

世 ， 把 1, 匡 下 数 用 十 进 所 小 到 展 开 ， 和 进 制 有 涯 藻 规定 堪 并 成 有 有 限 位 
小 数 ; 浊 世 6 为 小 妆 属 莹 的 下 限 小 丈 般 定 娶 天 限 特 环 小 电 息 并 证明 这 时 展 
下 中 “多 不 用 的 全 人 冰 全 . 

寺 任 何 =D, 作 [9, 切 上 一 个 茧 县 集 型 ， 项 得 开 某 下 中 0, 了 D 的 术 
成 [< a 长 庶 小 于 e， 

13. 变 扩 是 直线 上 的 有 有 界 济 集 ，1Ga [we 村 是 一 藤 入 年， 并 且 黎 羡 4， 

卫 #4: 1 可 se。 证 明 必 可 从 {|ae 二 中 选 出 腿 介 于 入 …、 wn， 便 得 


er 


4 CC 种 选 纯 限 个 开 集 型 党 4 


得 没有 是 坦 绕 上 一 个 集 ，{ 人 G1ae 小 是 一 族 开 
人 电 莉 匾 则 证 了 本 : 在 寿 甬 宅 本 到 个 | 计 焦 好， [rsh ke ool, 


: 
‘Ac G,. 


站 


二 3. 证 济 企 -看 室 完 爹 集 的 努 是 入 
16. 证 明 直 线 上 任何 -个 不 可 列 菜 4， 必 有 一 点 使 得 它 的 任何 环境 
生性 含有 半 中 不 可 六 个 点 ， 并 理 这 种 点 # 可 认 在 水 中 吧 到 、 
17， 证 是 : 如 只 集 4 的 芋 代 小 是 有 限 信 或 可 列 集 , 4 必 荐 可 列 集 . 
开征 剧 : 如 时 丽 是 直线 上 的 辣 集 ， 当 它 的 委 下 是 有 限 或 可 洒 时 ， 必 为 


， 设 子 是 华 上 的 有 限 实 疼 数 ， 证 明了 在 的 连 配 的 充 要 条 件 是 对 
jd 全 全 OLED)， 属 窒 在 ww 的 环境 Otro)， 储 得 关 OD)YC 
Ox FC 

20.， 旗 届 、 如 这 两 个 入 念 3 nf ptw sh 浆 吕 为 集 4 如 的 距离 


EE 


§5 外调 区 数 、 夺 界 灾 芒 曾 获 及 焉 又 - 乓 基 给 训 仓 的 


这 里 pt: 及 一 2， 证 级 , 当 >0 上 时, 函数 
ftz，B CL+ p(s, A 
A 纺 A D 
是 在 4 .上 取信 沟 1， BB 上 到 值 冯 0, 而 且 在 全 空间 ( 嘟 个 直线) 在 连 续航 函数 ， 
3 虽 雪 如 村 二 弘 上 黄 个 闲人 符 ,并 有 目 筷 总 市 界 集 ，G 为 4 至 的 虐 识 
《出 习题 20)， 证 昌 必 存在 zo 4， yo€ ,使 得 
[am —yol 寺中 
并 举例 说 姐 , 当 4、B 部 是 无 界 集 人 大 ,上进 缚 论 示 对. 
合 。 声 线 工 无 再 点 全 体 不 能 表示 胞 可 列 个 财 靠 的 和 和. 


$5 单调 函数 .有 界 变 差 函 数 及 黎 螺 -斯 蒂 阶 积分 


这 一 节 中 , 一 方面 介绍 重要 的 两 类 函数 , 即 单调 丽 获 入 有 内 变 
差 丽 煞 , 癌 时 也 为 第 二 章 建立 新 积分 作 准 备 ， 

工 ， 黎 肥 积 分 的 回顾 

黎 受 积分 是 读 考 绍 悉 交 重 权 分 本 二 只 之 -下 再 以 民间 fa， 
可 上 有 限 实 范 数 了 的 黎 曼 积分 为 多 来 作 一 同居 

定 允 ” 设 了 是 [we, 四 上 上 有限 实 丽 数 , 任 卫 5g, 看 上 一 分 点 组 

， : D, g=~ao< me ,= b 
作 和 式 
8 (fs mo, “oe, 站 FE (ti 2), 全 .人 

其 中 己 E [az go， 记 和 一 moto a). 加 果 存 在 数 驴 ， 个 得 


lm 总 (Pi wo, 四 vn) 一半, {5.2) 


称 于 在 [4, 如 上 傈 曼 可 积 , 记 8 为 让 了 (oy0z( 式 简写 成 jaw)， 关 
称 | fds 是 了 在 [9, 5] 上 的 歼 显 积分 , 

和 用 歼 昌 积分 工具 可 以 计算 , 例如 几何 形体 的 面积 、 体 积 . 物 
更 学 上 的 功 、 能 量 、 物体 的 重心 和 转动 惯量 (更 一 般 的 是 短 ) 等 等 
这 是 熟知 的 . 

如 果 物 质 是 非 均 义 的 , 例如 物质 质 是 ,电荷 的 电量 等 在 空间 茶 


后 第 . -党 ” 营 ,三 二 贞洁 
个 范 册 内 分 布 是 紫 均 句 的， 但 具 要 这 些 最 在 空间 中 每 点 zx 的 密谋 
大 在 ,而且 徐 度 耳 数 piw) 笋 晤 可 积 ( 例 如 pi 和 连 统 ), 这 种 场合 的 
计算 仍 可 用 黎 曼 积分 为 工具。 例如 以 [车 四 区 间 为 例 ， 闭 就 是 用 
下 而 的 黎 蛇 积分 ， 
| f(Dpl ds. (5.3) 
如 采 物 质 的 质 避 或 温 医 的 电量 基 非 均匀 的， 而 且 汕 有 密度 函 
数 , 例 如 物体 的 总 质量 ,或 总 电荷 量 金 部 集中 在 Iw, 四 的 菜 一 点 mm 
上 要 讲 乌 并 ,这 团 p(two) 便 是 无 限 大 ,而 上 其余 的 点 p(w) 一 0 电 
然 不 能 仅仅 因为 只 有 一 个 点 go 的 ptwo) 天 0 而 随便 和 名 略 掉 ， 如 用 
《5.3) 计 算 , 必 然 就 得 出 和 实际 馆 况 不 符合 的 错误 结论 ， 由 此 可 见 
对 复杂 的 分 布 , 歼 曼 积分 就 不 行 了 。 应 当 直 接 计 算 下 面 这 种 类 型 
的 条 式 的 极 眼 ， 
Sfs po “ee, Wy) > FE AM (5.4) 
其 中 4 村 ;过 示 (i.1， 细 上 或 是 物质 的 质量 或 是 电荷 量 之 类 的 其 ， 
和 式 各 . 必 中 的 4 有 完全 相当 (5. 中 ;一 wy…wy.1， 如 
果 说 4e 是 区 间 [e, 加 与 [& qi] 的 长 度 之 盖 , 那 未 4M; 就 是 [a 
与 Fa, 避 -1] 上 或 物质 质量 或 电 立 量 的 差 。 从 数学 上 看 ，[4, 妇 
上 总 质 景 或 电荷 晤 就 是 一 个 [ge， 四 上 单调 增加 西数 ylw)， 因此 ， 
在 数学 上 有 必要 推广 黎 曼 积分 而 疾 号 下 多 的 和 式 极 限 (一 种 积分 ] 
Sf, gy m0, 1 on) — BSED (ge) —y C01)). 
如 染 再 考虑 到 ,人 重 如 fa, 四 上 务 布 的 电荷 虐 有 正 ， 叉 有 人 负 的 情况 ， 
那 就 党 味 着 还 应 该 考 洪 9g 是 [4， 杂 上 这 样 形 式 的 孙 烙 ，y(w) = 
一 和 -9g4 0) 、g-《0) 分 别 是 代表 [we, 要 中 正 电 茶 , 负电 茶 
的 总 电荷 且 ( 都 算 绝 对 值 的 记 法 )， 即 还 应 考 虚 yw) 是 两 个 单调 消 
其 半数 之 差 的 形式 的 函数 ， 从 而 Yo 不 再 单 毕 是 单 油画 数 了 ， 这 
就 导 臻 了 一 般 的 黎 曙 -斯 蒂 阶 (Riemammn-RBtielijes7 舱 分 . 
下 面 我 们 先 对 单调 增加 应 数 以 及 能 写成 两 个 单调 增加 函数 之 
差 的 函数 的 性 质 和 结 枸 做 一 些 讨 论 . 


8 六 调 消 烙 、 有 算 变 基 丙 数 及 数 虹 -斯 蒂 阶 积分 的 


六， 单调 函数 

设 9! 是 区 间 <e， 芝 (ea 关 本 芋 有 限 实 函数 ,如果 2 2 Eu, 22>， 
当 2 > 时， | 

8Ko0 gm) (或 gv Egm)) {65.6) 

称 9 是 <e， 瑟 上 单调 增加 邓 数 (或 单调 下 降 郴 数 )、 部 果 [5.5 中 
严格 的 不 等 式 成 站, 就 称 9 是 严格 单调 增加 竣 数 (或 严格 党 调 下 际 ; 
未 数 ) 

单调 畜 加 画 数 各 单调 下 降 函 数 统称 为 音调 也 数 . 

设 y 是 <a， 妨 上 有 限 和 函数 ， 如 果 zo 是 g 的 第 一 类 不 连续 点 ， 
分 别称 

gro-FO 一 Yo gro) 一 和 co 一 全 

是 9g 在 wo 点 的 右 方 跌 度 、 左 方 路 度 ， 有 了 时 为 了 方便 , 把 ?的 连续 
点 二 看 成 是 左 方 幅 度 和 和 右 方 牙 度 均 为 零 的 点 ， 当 9 是 单调 浮 数 
时 ， 又 称 go 十 人 一 9 50 一 候 为 5 在 wo 点 的 跃 度 (自然 ， 对 于 端 
点 外.5， 如 果 g 有 定义 ， 独 且 发 生 不 连 忽 时， 只 有 一 方 的 怒放 可 
谈 ). 

例如 ,8(z) 是 Heaviside 函数 ， 

革 ， 当 mw-> 昌 时 ， 
和 -全 当 w<<0 时 ， 
由 它 又 可 产生 (一 oo， 0o0) 上 的 三 个 函数 ; 
T， 当 w 守 0 时 ， 
0， 汉 mw<D 有 时 ， 
0， 当 “>0 时 ， 
一 1， 当 ww 所 0 时， 
0， 当 w 这 0 时 ， 

包公 ) -人 当 =<0 时， 

显然 , (全 Be DG) 89) 一 1. 鲁 (2) 一 I 都 是 (一 00, 0 上 单 
调 增 加 说 数 ,而且 它们 唯一 的 不 连续 点 是 2 二 0; GD Ow) .Oo 一 工 
在 2=0 处 右 方 茎 麻 为 荆 左 方 牙 度 为 0， 而 由 (的 、 凡 人) 一 1 在 
& 一 六 处 左 方 跃 度 为 工 右 方 肥 度 为 让 【iiiBo) (二 在 (oo 0) 


(Bb.6) 


BR) = -0(—o) 41={ 


0 (0) -| 


10 第 一 伪 条 ; 各 到 上 志保 


于 为 册 而 0800 一 1 而 (w) -在 (0, 0) 为 由 
上 钾 轩 个 两 数 是 措 述 一 般 画 数 9( 竺 期 古 单调 本 数 各 有 轩 安 
六 函数 ) 的 第 一 类 不 连续 点 的 一 些 基 本 的 阔 数 , 下 面 我 们 将 会 看 : 到 
这 一 点 。 用 它们 可 以 及 足 贫 如 是 物质 总 质量 为 1 或 总 电 匣 是 为 
但 都 集 中 在 一 点 的 情 帝 ， 
单调 增加 耳 数 有 下 面 一 些 常 几 的 性 质 . 
定理 1 设 9 是 (一 co, co)] 上 单调 增加 函数 下列 命题 成 立 ; 
(六 glw) 单 调 下 降 时 ,9( 一 2)、 一 g(w) 都 是 单调 增加 函数 . 
(2) g 的 水 连续 点 都 是 第 一 类 的 ， 并 和 且 培 多 只 有 可 列 个 [ 广 ]. 
(3) 设 g 单 调 滴 加 , 令 f} 是 9 在 (a, 8) 中 不 连续 点 爹 体 , 那 
末 级 数 


g: {yD) = Bg (y+0) —g (yo)), 


" 5.7 
gf Bg) gC)) OD 
收 敏 ,并 且 
9 
< 一 一 二 的 (5.8) 


图 设 9 单 油 增 加 的 , {zw} 是 9 的 不 连续 点 企 体 , 甫 数 项 纵 数 
gr lo) = BL (ot 0) gCen)) 0 (0— oa) 


+ (gtwn) 一 时 (的 一 的 后 人 wn ， ' 5.9) 
gD BEG) gC0)) Oz o) 1) 


二 全 (四 一 9 一 四 ) (Oi — tn) — 1)] 
在 任何 [a, 外 工 绝对 一 殖 收 敏 , 从 前 在 (- oo， oo) 沾 收 训 . 
(5) 画 数 gat?) 一 gr (5) 一 9 2) 的 不 壕 续 点 企 体 就 是 {zs)， 
9a( 功 在 ws 二 gt) 有 相同 的 左 、 字 隐 讼 ， 养 且 对 任 何 [a, 8]， 
galB}— gro) = (gut -0)) 一 多 8 一切 ) 
2 gmtOD gD) (5.10) 


Es LE 


[ 注 ] 其 实 有 更 一 般 的 续 果 ; ie, 可 上 性 何 有 有 限 聊 数 户 它 的 第 产 类 不 连 氮 ， 改 全 体 
最 安 足 本 询 傈 ， 


8 站 音 深 而 数 、 有 异 灾 关 范 数 及 黎 因 - 詹 还 阶 积分 和 

人 6) 函数 员 ( 四 一 9 的 一 经 (人 是 (一 co，co) 上 连续 韵 单 调 增 
月 羡 | 柳 ， 

(7) 如 果 存 在 两 个 单调 增 训 效 萄 go 2) ,ge (8m) ,使 得 只 四 = 
9 十 gw)， 洪 中 ge( 罗 也 满足 全 .1T0) go) 是 连续 的 ， 那 未 
必 有 常数 到 便 gr( 人 一 外 人) 十 Gy ke) 一 ge(%) -一 

(8) gy 在 任何 区 间 [x, 8j] 上 黎明 可 积 . 

在 证 明定 理工 之 前 , 先 对 全) 六 好) 作 些 说 明 , 这 不 仅 对 理解 定 
理 本 身 和 把 担 它 的 证 明 , 而 且 对 今后 的 应 用 都 是 有 盖 的 。 司 .77 中 
St 9- 《fw 上 分 别 是 有 限 区 间 (a, 如 ) 中 所 有 不 连续 点 右 方 蚂 
上 度 、 堪 方 牙 度 前 总 和 ,5.8) 般 明 这 些 婚 庶 总 和 不 趣 过 yY(8 一 0 一 
ye 二 + 人 ,由 代 . 久 9 弃 定 头 的 oo 实际 上 是 专门 “记录 ”glz) 娩 
著 情 况 的 “记录 阔 数 ”.， (5,I0) 吕 则 由 这 个 “记录 国 数 ”决定 的 其 
8) -gal 虽 是 记录 广 giz 1 在 Ca, 中 所 有 的 跨度, 而 (5.10) 的 
在 过 第 一 、 二 项 分 别 记录 了 左 端 点 & 的 安 方 片 度 , 右 端 点 请 的 左 方 
医 误 ， 其 实生. 约 中 的 一 般 项 到 (一 [9(aa 二 0) 一 g(0n))0 (8 一 
CC 
(2 一 24) 一 二 全 (w 一 或 为 而 (p 一 J) 或 为 可 一 264} 一 了) 上 只 是 记 
起 一 点 血 处 情况 的 复数 ， 而 (6) 中 的 分 解 gC2) ~ gelw) 十 gs(w) 寥 
明 g 之 所 以 单调 增加 , 除了 来 源 于 不 连续 点 的 跳跃 ， 即 函数 gu 人 x) 
的 贡献 外 ， 还 来 源 玉 单调 增加 连续 郑 数 % (四 的 员 献 。 (站 天 有 明 除 
去 常数 之 别 外 ，843) 一 got2) 十 办 人) 是 叭 一 的 (人 一 名) 是 单调 
溺 数 的 连 竺 人 性 和 可 积 性 ， 而 单 油印 数 的 可 微 性 将 放 在 第 三 章 85 
吉 以 介绍 . 

定理 1 的 证 明 (1) 是 显然 的 ， 轩 此 可 见 今后 只 要 讨论 单调 
声 贡 函数 . 

2) 内 然 ， 只 要 证 明 对 任何 月 然 数 罗 [一 各 中 中 只 售 有 可 济 

六 个 和 连 红 点 就 可 以 了 ， 

设 4, 是 (一 n, 网 中 不 连续 点 全 体 ,在 4。 中 任 取 有 限 个 点 zi， 
hy 不 芒 设 为 一 RR 攻 和 近 < 在 (1) 中 任 取 一 
点 = 2， 一 1 ， 再 任 取 动 ，xi 适合 一 


?2 第 .全 信 ,但 统 革 点 集 

HN 显然 

Pgst0) gD)) < SS gn) —g(0)) 

<gln— 0) gnt0), (5.1D 
但 gtw 一 0) 一 9( 一 1 二 0) 是 网 定常 数 ， 由 $2 习题 二 可 知 4, 是 可 
浏 集 . 
(8) 将 四 中 [一 切换 为 [a, 周 ,就 知道 对 任何 自然 数 妈 
St) gy 0)) Eg(B-0) 一 ge 二 人 (5.12) 


再 今 >o0, 就 得 到 (5.8). 
(4) 最 然 内 要 证 明 级 数 合 . 纺 在 任何 [一 %, 向 (nm 是 自然 数 ) 一 
至 政 合 就 可 以 了 ， 而 当 z 只 在 [一 hn 8% 下 变动 时 ,显然 
0) 一 全 之 [9 十 由 — 9g00 0 wv— wr) 


+ Cg) —g (8 —0)) @—e)] 
=- 也， Fg C8 0) —g (wd) 0 一 zi 


: (gw — gd — 0 0 (a— wv,)1. (5.18) 
因为 各， (gst O00 — gm 0 0, Ia EL, {Fw— 


go | 所 了 所 以 上 式 基 [一 各 四 上 绝对 一 致 收 伍 的 函数 项 级 数 , 问 样 
可 证 ,人 5. 多 中 第 二 个 级 数 也 在 [一 和 四 上 绝对 一 致 收 竹 . 

(加 利用 级 数 (5.9) 直接 计算 gu(8) 一 gy(o) 的 值 不 难 验证 
全 .10) 成 立 ， 赠 下 的 只 世 证 明 gy (wz) (g_(w)) 的 不 连续 点 全 体 是 
EnE0， co) (村 站 (一 co 0)) 就 可 以 了 ， 为 此 , 我 们 只 要 证 明 
内 (四 在 [0 可 上 不 连续 点 全 体 是 {zdn [0, 民 。 (8 (四 可 以 相仿 
证 得 , ) 事 实 上 ， 令 { 村 是 {adn [0, 呵 全 体 ， 下 (6 18) 可 知 ,gi (a) 
作为 [0,"n] 上 二 数 

9 (9) = D> [8 二 0 — 9 (8 8 — 1) 


+ (gm) 一 — gm — 0 0 (CE— wj 
= 


5 音调 滑 煞 .有 界 变 莽 星 刍 玉 歼 记 -斯 东 险 和 分 73 


DP) = (90 — 9 OL — ye 
-gs) — 9 (WO— 0)) Bt{s ~ 2 {5, 14) 
当 名 半 六 时, 是 中 ( 吕 的 连 绿 点 ， 因而 当 ww 闫 六 一 1 9 时， 
是 每 个 中 (的 前 连续 点 、 利 用 获 学 分 析 中 下 将 定 理 ， 如果 琢 数 栅 尼 
数 之 六 (四 一 致 收 敏 ,并 昌 wo 荐 每 个 fi(2) 的 连续 点 , 那 来 wo 必 是 


1 0) = fi (9 的 这 统 点 ， 由 地 (全 ， 之 :di 在 [0， 1 上 一 襄 上 收 
化 ， 所 以 当 2 天 六 全 二 了 2 下 时 ,zw 必 是 9 的 连续 点 . 同样 ， 
8) — dm) 一 > dy) . {5.15) 
《其中 P34 家 未 去 掉 第 了 行 后 求 和 ) 在 x 一 yj 连续， 但 本 (人 @) 在 


是 不 连续 的 ,因而 gi (0) 也 必 在 gy 不 连续 , 并 月 与 We 在? 点 有 
相同 拘 左 , 厂 荆 度 。 由 此 可 航 |， gy (2 在 [0， 习 中 不 连续 点 全 体 就 
是 {zj} 门 [0, 中. 

46) 由 ( 滞 易 知 gel 一 9 0) 一 geal) 是 (一 eo，co) 上 连续 函 
数 ， 所 以 只 要 证 明 go(w;) 是 单调 增加 的 就 可 以 了 .和 事 空 上 , 对 任何 
x, 由 05.10)、(6.3) 立 即 得 基 
GiB) — ga gO— 0 — grt0) (get0) 

gt) Tg —g(B8—0D) 
-9(8) — gt0), (5.16) 


即 9 0) go 8). 
(7) 对 任何 4%>0. 由 全 .TI0)， 
和 网 一 了 (0 一 加， 十 及 一 go 一 0)) 
tg — gue —0) 
— ga{m) — gui0), 
由 此 可 为 | ge (2) 一 ga (2) 二 6， 共 中 o= 一 负 (0)， 同 匀 可 以 证 
天, 对 任何 < 一 0， 


ge C0) — gr lm) = gO) 本 
即 gzt2) 一 gC 二 0 对 :一 茹 ww&E( 一 00， 0c0) 成 立 ， 从 而 
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et) = ga) = 6, HEC—, 00), 

(8) 由 地 在 泪 .14 式 中 ，( 吕 在 10, mj] 上 获 最 可 积 ， 并 且 在 

[0, 中 上 
J, (0) -这 (wm) 

而 之 lw) 是 一 致 收 化 的 ， 疡 以 gy) 在 [0, 和 (w=4, 2,… 上 也 
是 黎 曼 可 和 的 .同样 可 以 证 明 g_ (2) 在 任何 [一 %, 0 (n=1,2,-.…) 
上 黎 曼 可 积 ， 由 此 可 知 , qz) 在 任何 [a, BB] 上 和 获 曙 可 积 . 又 由 于 
多 (的 在 任何 [wm，B] 中 黎 皮 可 积 ， 因此 9 ge 二 在 任何 [zx，8] 上 
殉 曼 可 积 . 证 毕 ， 

8， 有 界 变 差 函数 

我 们 只 著 重 讨论 有 限 半 民间 [Le， 榴 上 的 有 界 变 葡 本 数 ， 它 在 
无 限 区 同 的 推广 将 作为 练习 ， 有 界 变 其 沿 数 是 由 于 讨论 曲线 长 度 
和 曲线 积分 引起 的 . 

定义 设 了 是 [a, 外 上 大池 实 次 数 , 在 [Ts, 可 上 任 联 一 个 分 虚 
组 . 


T= 
作 式 MV (fz v0) = fe -f(D) |, 
称 它 是 / 对 于 分 点 组 t0,…, 的 变 差 。 如 果 存 在 常数 好, 使 得 


sup VA To sn) oo, (5.17) 
就 称 了 是 [am, 中 上 的 有 噶 变 差 串 数 ， 记 

b 

VD sap VUfs to, oo (5.18) 


称 \Y (有 是 f 在 [a, 杂 上 的 全 变 关 ， 对 任何 sE fe， 站 称 
Y (1) BI 是 了 的 全 变 关 西数 ， 

[2, 妇 上 有 界 变 差 本 数 全 体 记 为 [a, 可， 

例 1 如 果 了 在 [4, 中 上 上 满足 Lipsehitn 条 件 ， 即 存在 常数 


[ 注 ] 规定 YO 一 0， 


和 5 单调 男 数 . 少 出 挛 得 羡 演 总 笋 地 -黄帝 清和 可 分 75 
MM, 局 得 对 任何 EE 本 La, 6] + 有 
[Fm 一 Go | HI» |, 
那 末了 必 是 有 界 灾 差 落 数 .事实 上 , 国 为 


V fs eo 2%, wn) = NF C0) 一 Fe 


< v's — zs| = , 
三 二 


DV CP EMG -人 
例 23 连续 函数 不 … 和 让 证 有 界 变 闫 曾 数 ， 例 如 
四- f 二 ， 当 0<o<T 时 ， 
0， 当 冰 一 蜂 时 ， | 人 
是 [0, 们 上 连续 函数 ， 但 如 江 取 分 点 


一 i = 4, 2, ,mn, 
ZE 十 可 
那 来 
V (Fi 0, wm, om 加 


了 二 一 1 
I Pa 


由 二 当 m->oo 时 , 工 、 
通 数 . 
例 8 [e, 妇 上 单调 函数 g 必 是 有 界 变 美 画 数 ， 面 且 有 有 VC) 
一 |9C6) 一 gl) |， 事 实 上 , 当 yg 单 调 增 加 时 ， 
V (gs 20, 00) — B19) 一 yc 


人 
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= Se) 一 Ze 
一 六 人) 一 80 。 


一 切 分 点 组 的 变 差 都 是 9G8) -9(@) ,从 而 (9) 一 905) 一 9(@), 同 


样 , 当 g 单 调 下 降 时 ,VY (9) 一 g(a) 一 9(G)， 
有 界 变 芝 函数 具有 下 面 的 简单 性 质 . 
定理 8 (1 如 果 fE8VP[g, 要， 那 末了 必 为 有 界 函 数 ， 
(2) 如 果 f/EV [a， 太 , 那 来 (7) 一 0 的 充 要 条 件 是 了 为 党 


数 . . 
(8) 如果 了 ,gE&V Ua, 站, 那 术 对 枉 何 两 个 常数 a.8, of 十 Bg 
EVLs 1, 且 . 


VO+W<V NY OY, (5.19) 
Ycmslaly(n， (5.20) 


(4 加 果 f, gEV[e, b, 屠 示 fgEV [6, 5]. 
(5) 如 果 [e, 由己 Ew, 杂 , 那 末 F [a, 如 CF[o, 由 . 


(6) 设 { 记 JCF fw 5], 养 且 sap VY (J) <oo, 如 果 { 站 处 处 
收 全 于, 屠 末 FEV [a, 下, 并 且 
VD enp VY 0). (5.21) 


《7 fEV 9, 如 的 充 要 条 件 是 对 任何 0o€ Cw, 39), EV Ta, 
并 且 了 EV[9, 68]， 而 当 fE8V [sm, 81 时 ,有 


VY D+Y OD. (5.22) 


(8) 如 果 fEV [mw 9], 那 来 V( 有 ) 是 [a, 8] 上 单调 增加 西数 . 
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证 明 《和 对 任何 4 全 (x, 9), 由 于 
[fe lf | + [ft —f om! 
S| + | 一 Fe 二 FPC) -FD)] 
=f (la) + Vv (fa, m, 8) 


<f (eV), 


所 以 了 是 有 办 消 数 . 
‘2) ~ 《51 由 读者 自行 还 明 . 


(6) 记 于 一 gupY (CA ,对 任何 固定 前 分 点 组 4 一 m0<q1 之 … 
wh 二 ,出 当 : 


WF mo, “0. en) -fm —f (m2) | 


- 疡 lim [fi — fr {m1) | 


一 Im ee) — fy (rs) | 
<M, 
因而 sup V (有 20 .2 了 0 成 羡 ， 
(7) 当 EV [a 四 时 , 显然 , 对 任何 [e, 加 上 和 分 点 组 &=xwo 志 


Hi 一 


VO mo 一 全 oo fo | 
SBF GD) fm) 1+ 6) 一 Fo 


<V(h， 


即 了 EVLe, 6] .同样 可 证 EVLe, 51. 

反之 , 假设 AEV [a, ej] 且 六 EVIEe, .和 任 取 一 分 点 组 4 一 wo 
二 ib。 吉 果 {o 中 没有 o， 就 再 添加 ct 已 有 ce 时 就 不 
添加 ) 作为 一 个 分 点 组 ; 8 一 to 过 < 人 Epp 局 所 三 
眠 而 
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VC gor rs to) = Df (m0) —f Ce a)} 
< -Ac 一 /ai 
TH Cm) -ro1 
+ BY fC) ~f (oo)| 


<VYCDTYCA， 
辣 面 了 EVTg, 31, 并 及 还 得 到 了 


VO <VCDAYCA) (5. 


为 了 证 明 (5.22) ,显然 , 我 们 只 要 鹉 证 明 VCD>VEJ)I V (7). 


就 可 以 了 对 任 休 8>0, 必 有 [s, 9]，[o, 问 上 分 点 组 ,使 得 
VCs vos 1, wo) VY CA) 一 各 
V igo ,yn) VY (f) -二 
几 汶 二 6 一 go, 计 以 U8 是 [4 区 上 上 分 点 组 ,从 而 
V (FD) +Y 0) 
A Tn Ty rn) tv (Cf; Wo, *"", We) 二 -有 
EV; To Ty Tal Cy Wis "*°, Wn) 十 5 
<V I) + 
酒令 ->0, 就 得 到 与 (5.23) 相反 的 不 等 式 , 从 而 (5.22? 成 立 . 
(8) 从 (7) 立 即 可 得， 证 毕 . 
注意 , (6) 中 假设 sap VY (Jj) 挟 开 这 个 条 件 是 不 能 少 的 . 
望 读 者 自己 举例 说 明 这 一 点 . 
下 而 是 有 界 变 莽 函数 分 解脱 单调 丙 数 之 差 的 分 解 定理 
定理 8:Jordan 分 解 定理 ) 变 JEV[a, 幻 , 那 末 


希 
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CD》 必 存 在 [6, 加 上 两 个 单调 增加 画 数 二 92， 使 得 7 一 91 一 
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(2 存在 唑 -的 一 对 单调 油 加 函数 ta) .p40) ,使 得 
po) 2， ee [es 习 ， (5.24) 
fo plo) — nkg). (5.25) 
证 明 (DD 作 


oo) = 计 [Y (f+ 60)}, 


YC Fe) 


当 w>w 时 ,因为 


ey Fs [EY (PY (有 -YL 
所 以 V OD LHD EY PLSie), 
VD fi EY (Ff) fe, 


好 91, gs 都 是 Lz, 了 ?1 上 单调 增 肝 谤 数 , 六 是 
f= 0 a. (5B .20) 


(2) 取 p(2) 一 gs(0) 一 于 f8)，n(?) 一 后 (8) 二 二 了 (@), 立即 
知道 (5.24)、(5.25) 成 立 ， 由 于 从 (5.24)、(5.25) 中 可 以 能 出 
p(2)、 (2) ,所 以 (2) .2(o) 是 唯一 的 . 

显然 ,ta) >0, p() 之 0, 并 n(n) 一 p(e) 一 0 

出 定型 开 3 立即 得 到 下 面 的 系 - 

系 1 [a, 如上 交界 变 小 国 狼 的 不 连续 点 最 多 只 有 可 列 个 ,并 
且 都 是 第 一 类 的 。 [e, 轨 上 有 癌变 差 通 数 必 是 黎 旺 可 积 的 、 

如 果 引 入 如 下 定义 : 

定义 设 了 ET 太 fe, 可 , 任 取 [fa 引 上 -得分 点 4 一 mm 民 mi 区 人 


0 第 一 章 ” 集 , 直 绪 上 点 集 
< 一 5B， 用 M7( 所 wo，…，%)、V-( 所 zo …，s) 分 别 表示 
{f(sw) -Fo 中 所 有 非 负 前 项 、 非 正 的 项 前 绝对 值 的 和 ,分 
别称 
VC ~ gap VerCRao 0)) 


VAP) ~ gap V- (fo, os oh) 

为 了 在 fa, 且 的 正 全 交差 、 员 全 交差 。 而 对 任何 w& fa, 下 ,分别 
称 Y+(/)、Y-(f) 为 f 在 [w, 四 上 下 (全 ) 变 关 油 数 、 负 (会 ) 变 差 
这 数 ， 

可 以 证 明 下 面 的 事实 : 

定理 8 设 fEV Ts，5]，Jorden 分 解 定理 中 的 2( 人 、2(o) 
分 判 是 /的 正 灾 状 尖 数 和 负 变 莽 画 数 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 ,或 参看 [， 

下 而 是 有 关 有 界 变 莽 函数 与 全 次 差 函 数 连 续 性 的 关系 . 

定理 和 设 fEV[a, 引 , 那 床下 面 三 件 事 等 价 

(DD) mo 是 了 的 连续 点 . 

(2) zo 是 VCf) 的 连续 点 . 

(3) wo 是 p(w) zw 人 2) 的 公共 连续 点 . 

证 明 〈D 一 (2) 先 利用 了 在 wo(woE [a， 加) 的 右 方 连续 性 ， 
证 明 (7) 在 mn 也 具有 右 方 连续 性 . 

对 任何 s>0 必 存 在 83> 0 当 w'€ [so, mo 十 习 王 [we, 可 时 ， 

HG —F (0) | <e/2. 
对 于 上 面 的 8, 又 存在 [zo, ao 十 引 上 分 点 组 0 十 
5, 不 入 设 加 >2 使 得 
VCRm es em) > C7) -3 (5.27) 

因此 


和 单调 卫 数 , 帮 界 变 差 函数 芒 笋 肥 - 产 荡 阶 积分 8 
VP-Y DY Ch 
< fd fod lt 
“fms) -Flea 上 各 
十 号 fem) fe) | _ cp 


=|) — fwo) | ~ 可 8. (G5.28) 


由 于 Y( 放 是 y 的 单调 函数 , 所 以 当 mo<y<wa 时 
VN-Y PD-YD<s, 
即 vo 是 MV(F) 的 右 方 连续 点 。 


同样, 利用 了 在 mu(aoE (o 如 ) 的 左 方 连续 性 , 可 以 推出 Y (7) 
在 m 也 是 左 方 违 续 的 、 
(2) 一 (3)=>(D) 只 要 注意 到 9(o) 、%(o) 都 是 单调 增加 ， 并 且 
满足 (5.24)、(5.25), 容易 得 到 相应 的 结论 . 
系 对 任何 了 EV [w, 站, 必 存 在 9EV [a, 四, 满足 下 面 的 条 
件 : 
(CD g 在 (6, 及 上 有 连续 ( 即 对 任何 wE (4，5)，g 在 4 有 广 
连续 ) 
(2) g(@) ~ 了 (a) ,gb6) 一 8), 并且 在 了 所 有 的 连续 点 2 上， 
g (0) =f Co) 
(3) VW EV). / 
证 明 由 Jordan 分解, 存在 p(o) .ma) ,满足 (6.24)(5.25). 
作画 数 B (2) ni《z) 如 下 ; 
Pm) p24+0), wn) =—nvt+0), MoE a, bs 
PD PET 0 D0 p08), 


给 第 一 窑 ”条 , 直线 上 点 集 
We 一 到 人 一个， 一) 
让 定理 工 容易 知道 在 所 有 te 马 中 了 了 的 注 续 点 x 上， 
PPE—PIP), RL) Ry) 
并 且 w (02) ,1 ( 习 ) 仍 是 单调 增加 落 数 , 所 以 取 9 (2) 一 p (42) 一 1 (9) 
十 7 人 时 ， 在 (ae， 本 中 子 的 连续 态 上 上 ，8(o = 了 0)》 池 且 yl) 在 
(a, 了) 上 右 连 续 , 而 日 六 87) 一 950), 即 (了 )、{ 加 已 被 证 得 。 及 从 


VEVY DIY tm) pW +) 


=pC) +a(D) ~—V Cf) 
立即 得 到 (3). 

这 个 系 也 可 以 不 用 Jordan 分 解 而 直接 证 明 。， 在 下 册 中 要 用 
到 这 个 系 . 

对 于 单调 函数 9, 有 分 解 9 一 名 十 go, 闪电 go 是 连 纺 前 ,而 册 是 
专门 记录 5 的 不 连 综 点 既 广 的 画 数 ( 见 定型 及 冯 ) 和 用 Jordan 分 
解 , 对 局 有 异 变 滩 丽 数论 可 蔷 得 类 似 的 结果 ， 

定义 ” 设 {2.} 是 <a, 夏 中 一 列 点 , {4.} {pl 是 次 个 非 霞 实数 
的 序列 , 并 且 

| Dl, Dliml oe, {5.29) 
¢ 是 常数 , 称 画 数 项 级 狼 所 定义 出来 的 函数 [LE] 
FO TD Ee te (5.80) 


是 Cu, 8> 上 的 跳跃 函数 

引 理 1 设 了 是 (一 ce，co) 上 酥 甘 孟 数 ， 于 商 的 命题 成 立 ， 

(ly 六 尾 何 有 限 区 间 Ea, ,EV ia, 5]. 

仙 ) 如 暴 了 在 3, 到 上 表示 为 司 .30)，{fayc te 约 ， 那 来 地 
在 [e, 亲 上 去 连续 点 全 体 就 是 { 小 , 省 加 E Cg 9) 时 , 了 在 名 的 丰 
方 、 右 方 功 并 分 别 就 是 p66 和, 而 如 果 & 或 了 是 不 连 绿 点 , 即 & 一 2 
‘ 玛 引 = , 它 徇 右 方 (或 艳 方 ) 路 并 为 和 (或 种). 


[ 注 ] 显然 ;从 条件 个 ,39) 可 知 级 监生 .0 在 { 一 ce，co) 全: 致 收 仇 ， 
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(3) 在 (5.30) 表示 下 ,了 在 [La, 四 上 的 全 变 蓄 
和 站 
V1- | + lel)), (5.81) 
这 里 “3 表示 如 果 发 生 一 5 或 向 == 四 时 ,上 铬 和 和 式 中 应 仙 计 入 
Ha( Nn) 
(4) 了 在 (一 吕 ，o9) 上 订 以 过 示 成 如 下 形式 (不 妨 设 2=0 是 
了 的 连续 点 ) 
大 —f(0) 1 fo 下 0) — f(an) 2 ie — wn) 
二 CF mw) 一 站 an 一 如 让 下 1 { 一 引 ] 
十 之 Lf tO0) 一 天 (人 (一 加 一 全 
+ fs) 一 Fo DID 一 人 一 二 (和 .32) 
这 理 和 村 是 了 在 {1 一 ce，co) 于 未 这 经 点 全 体 ， 
证 眼 ”人 :因为 在 (- ce，co) 二 了 本 以 窟 废 满足 全 ,29) 条 伯 
的 (6.3 形式 ， 作 丽 个 而 效 
全 (61 一 1 MB wn) 十 2 (0 — wa), 
dul) 一 2 P| {ws- - 十 之 1 Ham on), 


由 于 (5.29)， 上 而 级 数 都 基 一 致 收 化 的 ， 因 而 (5.80) 中 级 数 是 绝 
对 且 一 致 收 伍 的， 从 而 在 (一 ，%9) 二 了 一 页 一 多 ， 而 多， 凡是 
(一 ,co) 上 单调 增加 省 数 ,所 以 对 任何 [6, 1, 了 EV Em, 5]. 

(2) 如 果 了 在 [e， 刀 上 表示 成 全 -30) 时 ， 完 全 类 似 于 定理 工 
中 《4)、《 四 的 证 明 , 可 以 得 到 了 在 fg, 妇 上 不 连续 点 全 体 就 是 {on] 
以 及 (2) 的 其 它 结论 . 

由 此 可 知 ，[4, 杂 上 一 个 跳 隘 画 数 ， 如 果 来 示 成 {99 一 名) 上 
{91(w 一 6.)} 的 常 系数 级 数 和 的 形式 时 ， 除 了 了 了 的 不 连 绪 点 可 能 织 


一 个 任意 常数 (例如 此 时 种 可 以 任意 起 ， 取 定 后 6= (8) 一 mn) 
外 ， 表 法 式 (5.30) 是 唯一 的 ， 特 别 当 & 是 子 的 连续 点 时 ， 表 达 式 
刁 .80? 就 是 唯一 舱 ( 最 多 是 不 连续 点 编号 不 同 ) 

(3) 由 (5.12)， : 


冲 种- - 谋 健 ， 直线 上 点 党 
的 (一 i 之 ， An 十 之 ,pr 


Yt6) — gat) > 一 和 ay 于 p> on) , 


因此 
V DEY (D+Y 9) -B+ pl). 6.88) 
为 证 明 (5.37)， 尚 须 证 肝 Y ( 访 关 于 (| -+ kn]), 事实 上 ， 
由 于 (5.29), 对 任何 s>0, 必 存 在 1, 使得 
加 (lanD<e2 全 .39 
记 记 ~ 福 00b 人 一 abi(z--a))， 那 来 


六 方 - Bb (0— go) tp Cog)). 
对 有 边 的 级 数 , 利用 (5.38) 知道 
V Uf <e/2, 
因 比 VY CDPY CO) -VY (FJ)>Y (fo) -号 
根据 习题 8 知道 (fs) 一 癌 (35| 二 1p])， 夺 以 
V OD)> 训 (mlt lip) 一生 


Uh tll) ~e. 
令 s>0, 便 得 到 a 
Y (D>B ml + ll). 


(由 取 一 列 包 一 co 并且 加 都 是 了 的 连续 点 .上 先 证 明 全 ,33) 
在 每 个 [0 如] 上 成 立 。 事实 上 ， 由 (也 知 道子 是 中， 加] 上 有 界 变 
差 画 数 ， 显然 , [0, 太 ] 上 了 的 不 连续 点 金 体 是 {we} 站 [0, £1, 容易 
证 明 ( 见 习题 9) 


二 + 顶 注 


和 5。 音调 函 鉴 , 肖 蛋 恋 站 函 才 皮 网 曼 - 拟 沙 阶 和 从 让 
入 ， (If ri-t Oy f(s) | 十 [Fr . -fwi— 0) 上 


<V 0. 
由 此 可 知 必 ,32) 式 右边 级 数 在 [0,， ?内 一 致 收 仑 并 且 这 个 级 数 
的 和 是 (级 数 中 相应 于 mE [0, J] 的 项 为 零 ) 
FO + LF ot0) -flom))9 Cw,) 
+ Fm) -fr ~—0)) 0 (2— 2,.)], 
报 据 跳跃 函数 表达 式 唯 一 性 知道 


tf rm) 一 大 2 0 (En)], 
wE [0, Esl, 

即 对 z2z0 时 ，(5.82) 成 并， 同样 可 证 当 .z 志 0 时 ，(5.3) 也 成 立 . 

定理 总 (1 设 feV[a， 站, 如 果 有 [Ls， 引 上 连续 的 有 有 界 恋 
差 陆 数 无 惧 及 [gs, 加 上 上 跳跃 畏 才 六 ,使 得 

Fw) = fen) -tfa(w), 
那 末 除去 相差 一 个 常数 外 ,上述 分 解 基 唯一 的 ,并且 
VY(CD=Y( 间 二 VC 

{2) 设 了 了 EVEs, 亲 , 并 且 是 [ee 匀 上 连续 类 数 , 那 霖 ， 对 任何 
二 0, 必 存 在 5>0, 使 得 [x, 四 二 任 何 分 点 组 一 加 < 
内 要 和 一 Max (ws 一 wr 1 到 有 时 必 人 有 


fi 0 wo) >V (Ff) -8. 


定理 5 的 证 明 留 给 读者 作 鸭 练习 . 

Helly 进取 原理 ”下面 介 绍 在 经 典 分 析 数 学 基 些 分 支 中 很 
有 用 的 关于 有 界 变 差 浮 数 的 一 个 定理 一 一 了 elly 选取 原理 . 

引 理 设 {f|eE 4 是 定义 在 可 列 集 召 二 的 一 致 有 界 画 数 
族 C4 的 势 是 无 限 的 )。 那 未 必 可 从 族 { 六 laeE :中选 出 一 个 指标 


全 第 一 但 ” 集 , 直线 二 此 第 


不 相同 的 序列 { 疡 Ja 一 工 2 ) 征 得 ff 在 如 芋 妹 相 收 襄 . 

证 明 要 锯 假 刘 如 二 了 51 Va， 六 相让 常 数 型, 使 
得 | 地) | 志 并 ,EA vB 由 Weilerstrags 定理 . 可 以 从 数 集 
{fatwo |eE 中 开国 一 个 收 化 序 姑 {fo, wD}, n==1， -…， 因 
沿 才 是 诺 限 集 ， 所 以 可 以 做 到 指标 {c} 彼 此 是 泵 相 同 的 不 妨 记 
这 个 序列 为 


fuss), Faw1), "fin (1) , 
朝 汶 察 { Fakeo}， 又 一 次 利用 Welerstrasy 室 理 ， 从 中 又 可 抽出 
在 ww 政 仇 的 [ 方 汶 的 子 序 列 ,不妨 设 为 
fu La), fos (Fa), 太 二 nn (CPs) ， 
这 个 接续 可 以 一 直 和 做 下 去 . 这 痒 ,我 们 得 天 一 列子 序列 
站 
fa) J Cw), on (80), 
(5.35) 
Fale), fna CW), «0, ee 2 
第 nw 个 序列 是 第 ww 一 1 个 序列 的 子 序列 ,并 有 旦 第 % 个 序 到 在 各、…、 
zn 上 收效 .这 上 时 , 再 请 上 而 的 对 有 角 线 序列 
fa (5B.36) 
由 本 (5.35) 中 第 一 个 序列 的 指标 彼此 于 不 相同 ， 所 以 子 序 旋 指标 
也 术 相 可 ， 由 汪 个 ,86) 的 序列 可 以 闹 为 (85.35) 中 第 n 个 序列 的 了 了 
序 烈 ( 际 有 限 班 订 论 不 属 杆 第 ww 个 序列 ,这 不 及 哆 收 人 证 性 ) ,因而 在 
这 一 点 对 一 切 % 都 对 ， 因 中 (5.36) 在 召 赴 收 
和 化. 证 毕 
子 述 镍 取 对 和 组 序列 的 方法 常 称 为 对 前 线 方法 ， 
显然 , 如果 召 不 是 可 列 无 限 集 , 引 理 2 的 结论 是 不 成 立 的 . 镜 
子 如 下 : 
例 和 及 = 了 0, 4 fr 一 Sinnz,， ?3 一 II ， 2，…。 显然 ，{ HP 是 
[0, 了 上 王 一 下 有 界 的 -= 到 蒋 数 ,但 决 不 能 找到 子 序列 {加 让 在 20, 刀 
上 处 处 收 化 . 


$ 右 ”单调 臣 玫 . 有 愉 变 莽 函 数 基 训 蜡 -- 寿 著 院 积分 37 
如 果 { 无 [a 可 不 是 一致 有 办 前 , 显然 , 引 委 2 找 出 的 序列 
般 就 术 可 能 收 全 于 有 有限 证 数 , 
定理 60Helly 选取 原理 ) 设 { 记 |<E 从 是 [w, 到 上 一 族 (元 
限 个 ) 有 界 变 关 丙 数 , 人/《 记 ) |cE 外 是 有 异 集 ， 关 且 至 少 在 在 … 


点 wo [mw 妇 ， 使得 {f(zo) |xE 是 有 界 集 、 那 末 从 {jiaE 全 
必 可 抽出 指标 如 不 相 回 的 一 个 序列 {,}, 它 处 处 收敛 于 一 个 有 吗 
放荡 函数 

征明 首先 从 | 所 (0) 一声 (eDL<Y 0 以 及 和 YDlaeE 中 
{f(ao) lxE 全 是 有 界 集 前 假 没 立 即 得 到 { 亡 (o)laE 如 是 [w 
上 上 一致 有 界 的 也 数 族 ， 下 午 分 两 步 证 明定 更， 

(GD 先 假设 组 个 (aE€ 小 都 是 单 询 增 其 汪 数 的 情况 ， 到 帮 
是 [4, 困 上 有 弄 点 合体 , 记 瑟 一 {ys Yo，…， Yo， ,利用 让 型 2 
从 二 大 IaE .4 中 可 以 选读 指 妹 筷 不 相同 的 序列 世相 在 开赴 处 处 
收 敏 于 万 显然 ,了 是 百 上 单调 增加 冰 数 ， 为 方便 起见 ， 记 岂 ， 为 
所 


按 下 面 方 式 将 了 延 白 成 ta 加 上 的 函数 : 对 任何 %Efw, 门 一 
吾 , 规定 
fw) —supf (és). 《5.37) 
于 二 


由 于 子 在 召 上 单调 增加 ， 易 知 了 (9) 在 fm， 四 上 也 必 为 单调 增加 ， 
共 面 了 最 多 具有 再 列 个 示 连 续 点 , 记 不 连续 点 全 栖 汶 五 ， 

” 珊 在 证 明 { 户 } 在 [ew, 站 一 也 上 也 必 收 傅 于 了 事实 上 ,对 任何 
jE bg, 一 了 ,由 :ww 是 了 的 连续 点 ,所 以 对 任 休 80, 上 必 存 在 家 
理 数 2. 9 使 得 2<2<0, 且 


Of (82) — fCP) < 5 


A 风 


(8.28) 
0 HD ~ f(D < 


由 于 {fj} 在 p98 丰收 证; 所 以 在 在 计 , 当 n> 六 时 


EH 弟 一 齐集 ,直线 上 点 集 
FD -FDI<S, lhlD~fDIE. (5.39) 
及 (56.383) ,6.839) 立 即 得 到 , 当 m> 六 于 
(fo — FD) <, Fo 一 页 (的 和 C5.40) 
因为 无 是 单调 增加 函数 ,所 以 
FO) FD Ef) — fm) fm) — fntp) (5 .41) 
从 (565.4 了 0) 谋 妈 得 到 , 当 nn 之 六 时 ， 
joy — f(s) {<8, 
即 {在 [w 习 一 上 收 分 于 于 
由 于 { 访 } 罕 了 的 连续 点 及 有 型 点 上 使 收 伊 ， 因 而 {如 } 不 收敛 
或 昌 收 伍 但 不 是 收 钱 于 了 的 点 最 多 只 有 可 询 个 , 记 为 8 对 于 及 
箱 { 太 1 再 次 用 可 邮 2, 立即 又 可 从 {有 中 抽出 指标 互 不 相同 的 本 
序列 在 尽 上 收 伍 ， 显然 ， 这 个 竹 序 列 就 在 [ee, 轨 上 处 处 政 合 汪 有 
界 鸭 单调 增加 耳 数 . 
(TD 由 Jordan 分 解 ， 
falw) = pat) ~ mal) + fla), 


Palo) noo) —V Cf). 


很 据 人 NY 《la€ 4 有 界 的 假设 ,得 [VY Cf)1aE 人 是 一 致 有 办 
的 西数 浇 ， 从 面 {pe(w), rw) leE 4 是 一致 有 界 汕 数 族 ， 因 而 
LaolaE 作 、 徊 (四 一 大 (eleE 4 是 两 个 一 致 有 界 的 单调 
如 本 数 族 ， 

对 二 fulaE 人， 和 用 人 前 结果 ,可 以 从 中 抽出 指标 互 不 相 
” 同 的 序列 1 在 [a， 如 上 处 处 政策 于 一 个 单调 二 加 的 画 数 9(o). 
然后 再 对 相应 被 拥 则 的 指标 ， 考 忠 序 列 fu(m) -- 户 (oO}， 对 于 
fra(w) 一 futa)} 诅 利用 (DD) 的 结果 ,又 可 抽出 一 个 子 序列 {rw (2) 一 
f(a 在 [4 扫 上 处 处 收 化 于 KJ)， 显 然 ，{ 庆 lxE 分 中 搬出 的 
指标 互 不 相同 的 序列 { 记 了, 其中 万 (ao) 一 ee) 一 zs( 四 十 友人 o)， 
一 1 2，…， 就 在 [a, 妇 上 处 处 收敛 于 - -个 有 限 函 数 .7j 咏 ， 易 知 
jg 还 是 有 界 变 差 画 数 、 证 毕 ， 


5 音调 耳 狐 .有 异 变 茵 国 数 及 歼 时 .斯 营 阶 积分 有 


显然 ,关于 |Y (加 lsE 和、{ 庆 Co) jsE 全 有 界 性 前 条 作 是 
一 个 也 不 能 少 的 . 


例 扣 设 
asgin 工 汝 YEg0, 了 时 ， 
一 一 
0， 当 ww~0 时 , 
4 Min i, 当 zE| 二 ， 工 | 时 ， 
取 fm) 一 ] 1 n=—1, 2 
1 sinn, 2€|0, 二 所 
一 Li 


最 然 ，{ 加 3} 是 [0, 归 上 一 列 一 致 有 界 的 丽 数 列 ， 并 且 { 甩 在 [o, 如 
上 处 处 收 敏 子 六 其 实 还 是 沟 匀 收敛 子 户 ， 但 了 不 是 有 剖 变 差 于 
数 . 

例 6 设 [4, 四 上 一 询 函 数 反 n(n 一 1，2，…)， 显然 有 
V (一 0Ge--12,…)》， 但 不 存在 收敛 于 有 绰 变 差 函数 的 子 序列 ， 

显然 ， 有 界 变 差 函 数 氢 念 还 可 以 指 广 到 复 值 函数 和 无 限 区 间 
的 情况 ， 关 于 有 界 变 差 函数 的 微分 性 质 将 放 在 第 三 章 寺 论 ， 

4 可 求 长 曲线 

可 求 长 昌 线 概念 在 数学 多 再 和 分 析 数 学 中 是 带 苑 的 ， 现 在 用 
有 界 变 差 务 数 术 念 给 以 明确 的 定义 ， 

为 方便 起 见 , 我 们 只 叙述 二 维 空间 ( 即 平面 ) 上 曲线 , 并 且 只 谈 
连续 曲线 . 

设 人. 几 罗 是 [w 站 上 实 画 数 , 称 区 间 [s, 妇 到 平面 的 映 册 

> (9 C6), $C) 

为 (平面 ) 由 线 (有 时 就 直接 将 这 个 映射 的 值 域 称 为 曲线 ), 记 为 了 
当 人 .由 都 是 fu, 如上 连续 函数 时 , 称 一 为 固 续 由 线 . 

电线 六 的 复数 形式 表 东 :2D 一 9 (十 吉 亿 ,GE [a, 51, 

定义 设 工 (一 (p( 人 )， 出 ())，4E [o， 要 是 一 条 连续 湖 
线 ， 任 到 [o, 四 上 分 点 组 z 


0 第 一 竟 集 , 直线 上 点 保 
ET 
作 和 起 VT 二 一 六 i 林 -szG6-D， 
此 中 
{st#) — {ti 全 一 CPL) A | 一 i) 
全 一 工人 
如 有 果 存 在 带 数 革 , 使 得 对 - 切 分 点 组 {，…， 结 午 有 
WA 
就 称 出线 荆 是 有 长 的 ( 式 可 求 长 的 ), 六 和 浆 
{7|= sup VD tio, %, ) 
汶 脂 线 荆 的 长 度 , 
显然 ,VA 轴线 一 DD ELS, 1]) 
在 分 点 组 {to, 如 可} 之 下 须 次 连接 zd ,g(t 的 (平面 ) 指 
绷 的 长 度 ， 
定理 了 设 工业 (平面 ) 连 续 朋 线 .# (8 一 (yp( 失 ,让 (的), iE Ta， 
站 ,了 是 有 长 的 充 要 条 件 是 p( 如 ,出 () 帮 是 [6 四 上 有 界 变 凑 消 
数 . ， 
证 明 在 [%, 避 上 任 取 一 分 点 组 & 一 机 之 机 之 … 过 村 一 8， 由 于 
成 立 着 不 等 式 
max{lptt) — pt | 


< ph) — pt + BD 一 下 (9 

(pd — gt) | Th Oot) 1, 
出 此 容易 看 出 , 币 线 工 可 求 长 的 充 避 条 件 是 5( 人 D (全 邦 是 fa, 如 
上 有 界 变 差 池 籽 . 证 毕 . 

对 于 朋 线 荆 ，g( 的 二 伊 (的 , 汕 扩 ),$E [a, ,还 可 以 引入 曲 

线 的 蚌 的 拥 念 , 即 对 任何 [e，B8] fa, 59], 点 集 { (9 的 ,站 (的 ) iE 
[ec， 问 ] 称 沪 天 前 葡 、 显然 ， 弧 本 壬 也 是 -一 条 出 级 ， 加 果 厂 是 注 
续 寻 线 ， 它 的 任何 -个 狐 也 是 一 条 连续 二 线 ， 如 果 产 是 可 求 长 的 
连续 曲线 ， 它 的 任 一 个 统 也 是 可 求 长 的 连续 曙 线 ， 符 别 , 当 工 是 


4 


5 和 诗 凋 田 基 有 界 实 落 珂 玖 芭 表 呈 -斯 莆 阶 各 分 和 


可 求 长 的 连续 曲 绥 时 ,对 任何 5E Ce 是, 记 六 的 环卫 .={(p0)， 
由 1E Ew，]} 的 长 度 为 sz)，s() 是 5 的 单调 增加 国 数 ， 划 1 
果 不 存 在 [a, 下 到 [eg， 榴 ， 生 得 mp 四、 下 下 在 [ar B] 上 均 为 常数 
叶 , 容易 证 趾 s( 是 z 的 严格 单调 增加 少数 ,利用 定理 和 还 可 以 
证 盟 求 长 的 连 总 曲线 的 昕 长 函数 sl) 是 的 连续 函数 ，s(z) 
是 严格 单调 增 旨 并 由 连续 时 , 反 丽 数 存 在 , 记 次 5 一 z(83), s€ 了 0， 
| 不 上 从 而 得 线 荆 为 z( 妨 一 z(iC8))， 这 就 是 通常 万 调 用 弧 长 作 
为 参数 的 可 求 长 直线 表示 法 . 

页 ， 歼 最 -斯 蒂 阶 (hiomann-Stieltjeg} 积 分 

这 是 黎明 积分 的 推广 , 很 多 世 合 要 用 这 种 各 分 , 它 与 本 书 中 第 
二 章 所 介绍 前 积分 从 观念 上 讲 关 系 也 很 密切 ， 对 它 有 所 了 解 将 对 
后 面 介绍 的 积分 是 有 益 的 。 但 后 面 的 积分 比 它 更 为 有 效 ， 责 被 普 
痪 采用 , 所 以 我 们 在 此 内 是 简 咯 地 介绍 有 关 的 定义 和 结果 , 以 符 查 
考 , 但 不 给 证 明 ， 由 于 这 个 积分 方式 完全 相似 于 黎 曼 积分 , 相信 对 
黎 划 积分 熟悉 的 读者 是 完全 可 以 接受 的 . 

定义 设 记 9 是 [Fa, 妇 上 两 个 有 限 函 数 ,在 [%, 四 上 在 下 一 个 
分 点 组 


= 
作 和 式 

Sf, git0, 7s mn) — DED (go) ~ 9081) (6.4 
其 让 总 E [za 的 。 记 和 A 一 max(wy 一 w4-)， 如 果 存 在 全 ,使 得 

lim SC, 0 x0, 一己， (5.48) 
称 了 关于 9 在 [o, 下 上 黎 曙 -斯 蒂 阶 可 积分 ,并 记 
8~| fodg(w) (或 8=[ Jag) 

称 | .Hzg 为 了 关于 9 在 [m 加 .的 获 曼 斯 带 阶 积分 . 


最 然 ,如 果 8) 一 4 时, 攀 曼 斯 落 阶 积分 就 是 黎 曙 积分 . 
为 了 般 述 工 简便 ， 黎 总 积分 党 说 成 瑟 积 分 <， 黎 蝇 -斯 蒂 阶 


人 第 一 但 ” 集 , 直路 上 点 集 
积分 ” 常 说 成 “(R 一 9) 积分” 
当然 , (有 BR 一 8) 积分 也 可以 推广 到 复 信函 数 或 无限 区 间 的 情况 . 
定理 8 黎 曼 -斯 带 阶 积分 有 如 下 人 性质 (这 里 只 列 出 区间 [w， 
站 上 的 情况 )， 
GD 假定 m% 既 是 了 又 是 9 的 木 连 续 点 ， 那 末 f.g 的 (及) 
积分 不 存在 . 
(2) 如 果 广 . 广 关 于 9 都 是 (五 一) 可 积 的 , 那 末 所、 广 的 线 
性 组 合 关于 9 也 可 积 , 并且 
| epnrap)eg-z| fg9+8 | fag, 
其 中 a.8 是 常数 . . 
(8) 当 了 关于 g 在 [0，3] 上 (B 一 和 可 积 时 ， 对 任 倍 o€ (mw 
5), 了 关于 9 在 [a 由、[o, 要 上 都 (R 一 8) 可 积 ,并且 下 式 成 立 ， 
[fag 一 fdg+ [7ag. 
《4) (分 部 积分 公式 ) 如 果 了 关于 9( 忆 -加 可 积 , 那 末 9 关 十 
(fag—f(6)98) —f Co)9(0) — { go. 
(5) 如 果 了 关于 gu gs 在 [4, 耻 上 都 是 (及 -5) 侣 积 的 , 那 玉 
了 关于 gi,93 的 线性 组 合 也 是 (有 一 请 可 积 欧 ， 并 且 
feeg + B95) a or8 fags, 
其 中 oe. 刀 是 常数 . 
(6) (积分 存在 的 一 个 充分 性 条 件 ) 如 果 了 在 [a, 可 上 连续 ,8 
在 fa， 妇 上 单调 增加 《下 单调 减少 )， 那 末了 关于 g 的 (BR 一 S) 积 
分 存在 ,并 且 
fag < sup If(z)|19.) ~- gl) |, 


如 果 了 在 区 , 可 上 连续 , 9 是 [e, 如 上 有 界 变 差 尊 数 , 屠 末 
关于 g 的 (一) 积分 存在 ,并 有 


引 5 单调 函数 、 有 异 变 莽 函 数 及 黎 曼 -斯 将 防 积 分 名 


fa < sup Lo) Vw. 
(7) 《〈 积 分 存在 的 充 要 条 件 ) 设 了 是 [a， 机 上 有 界 范 数 ，9 是 
[a, 5] 上 有 田 变 差 话 数 ,ox 表示 了 在 区 间 fzw :su] 上 的 振幅 , 即 
Op TE sop, ,fF(%) 和 4 nf, f(®) ” 
那 末 了 关于 9 可 积 的 充 要 条 件 是 对 任何 一 个 正 数 芳 
Tim 9 (mn) 一 (ax | =0., 
下 面 是 极限 性 质 ， 
(8) 设 { 广 是 [wo,， 5] 上 ~ 列 关于 g 可 积 的 男 数 ,并 且 在 fa, 妇 
上 均匀 收 敏 于 用 又 设 g 是 Fa, 8] 上 有 界 变 差 丽 数 , 那 末 
Hm | fg | Fi. 
(9) 设 了 是 fa, 妇 上 连续 函数 , {9,} 是 [a, 区 上 处 处 收 伍 的 有 
界 变 差 丽 雪 序列, 并 且 存 在 常数 站 >0, 便 得 Vs) << 民 <<o0 (n= 
1, 2 …), 那 来 9 必 是 有 界 变 差 函数 , 而 且 
bi { fag, |,fig, 
对 于 定理 8， 读 者 可 按 定义 及 通常 的 办 法 容易 地 证 明 除 性 质 
9) 以 外 的 各 点 。 此 外 应 注意 ,有 例子 可 以 说 明 (3) 的 道 命题 不 成 
区。 
8 则 线 积分 
设 工 ，z 的 一 (p 的 ,由 (0)),tE [a, 相 是 一 条 连续 曲线 ,8(1) 是 
本 的 缴 长 函数 , /是 定义 在 本 上 的 函数 ,如 果 Ce( 驴 ) 关 于 (让 的 
(RB 一 8) 积 分 存在 , 那 末 称 积分 
Ge)arG (6.4 
为 于 在 荆 上 的 第 一 类 型 的 线 积分 ， 而 如 果 于 关于 sw() =p9 的 
(BR 一 印 积 分 存在 , 那 来 称 


| fe) (5.45) 


4 第 一 章 ” 集 , 直线 上 点 集 
为 了 在 五 上 的 第 二 大 型 曲线 积分 。 
习 古 
1， 求 出 [a; 六 上 单调 应 数 全 体 的 绑 。 . . 
2 证明 [a， 半 上 任何 一 个 实 有 限 男 数 的 第 一 类 不 思 续 点 全 体 是 可 列 
3. 设 
ursin 工 ， 当 0<asI 时 ， 
ze ~ 
9， 当 w=0 时， : 
问 & 取 吾 些 值 时 ,f 是 EO, 二 上 有 有 界 杰 差 硝 数 。 
4. 设 了 在 Fa, 5] 上 除 源 有 限 个 点 外 , 了) 都 存在 , 而 且 存 在 常数 ;使 
得 
[| 产 (| 雪耻. 
证 用 EF [a, 8]. 
5. 设 了 是 [a, 的 上 有 限 函 数 , 如果 存在 正常 烤 到 m 使 得 
EV <EI ae 
成 立 ， 称 了 在 [9，b] 上 满足 所 次 Halder 条 件 ， 证 了 明 ， a;> 上 有 野 ， 满 足 4 次 : 
Hilder 条 件 的 函数 必 为 常数 。 作 -- 个 处 满足 任何 a 次 了 Hilder 条件 的 有 界 
变 差 函数 , 又 作 一 个 满足 a(<<]D 次 Halder 条 件 但 不 是 有 界 变 差 的 函数 . 
6. 证明 关 E 了 [a, bp] 的 充 要 条 件 是 在 在 单调 增加 的 函数 gp 使 当 开 < 
时 | 四 
TF(z 门 一 Fe) Sp ~ pv). 
7?， 证 明定 型 
8. 设 os 加 是 [Fa 杂 中 有 限 个 点 ,入 wh ia 上 是 砚 组 前 限 实 
数 . 作 函 数 | 
fo) = 襄 Ch Cr — yp) pte- gy. 


证 明 MCD 二 器 (入 |+|px1)， 这 里 "加 "表示 如 果 发 生 端 湿 . 5 是 fa} 
中 之 一 时 ， 例如 一 刚 ， 就 拒 un 视 为 等 ( 即 J 不 做 与 求 和 )， XX 如 nb 


时 , 就 把 视 为 零 《如 不 大 与 求 和 ). 和 
9. 设 FEe Fta,b]， {fx} 是 了 的 不 连续 点 全 体 、 证 胃 一 


Bm 0 Fd H+ Gy 7 -909bD< VC 


号 将 调 疯 数 ,下界 变革 国 数 及 柳 蜡 -所 管 阶 和 分 95 


功 ， 证 明定 优生 . 

芽 , 设 了 是 [a, 总 上 有 限 两 数 , zoe [2 如 ;又 设 30 是 了 的 连续 点 ， 直 楼 
证 明 : 7( 的 关于 Ms 一 X00)、 和 (一 2 中 的 刺 曼 -斯 带 阶 积分 存在 ， 并 计算 它 的 
值 ， 

12. 设 广 为 习题 有 中 的 函数 ,9 在 本 2 过 续 ， 


CD 证 明了 关于 yo 的 柳 曼 -斯 带 阶 积分 存在 ， 并 计算 出 | gen. 


(利用 分 襄 各 全 公 起 计算 六 Toag， 
13， 设 了 量 [x 矶 二 歼 受 可 积 画 笋 ,4 基 [m 上 处 处 可 微 的 函数 ， 并 且 
肝 靖 数 9 是 [a 柯 上 黎 受 可 积 画 数 。 证 明 
pa] pm 
玛 ， 设 了 是 [w 本 上 连续 函数 ,9 是 [a5] 上 跑 卫 函数 
DE AE rn) 4 on Cm ~ En)), 


共 中 他 sc [a 交加 C251 十 La1) 忆 oo， 证 明 


rag = BF en) ute). 
(这 里 “可 ”表示 兴 发 生 端 点 人 是 荣 个 不 连续 点 ro 时, 相应 的 Hm、 和 n 不 从 
加 和 式 计算 ，》 . 
15. 设 /是 (oo，mw) 上 有限 函数 ， 如 果 对 任何 自然 数 % Je ME. 9， 
由 ,并 且 1im VCPD < 称 了 是 (- se， co) 上 的 有 界 变 盖 注 数 ，( 一 co，o) 
对 于 (一 中) 有 界 安 差 医 数 ,给 市 定理 ~6 的 拱 广 . 


第 二 章 “” 勒 山 格 -斯 蒂 阶 积分 


$1 直线 上 gs- 长 度 和 g- 零 集 


1. 建立 新 积分 的 想法 

黎 曼 积 分 以 及 歼 曼 -. 斯 蒂 阶 积分 其 有 明显 的 片 观 优点 , 许多 场 
合 岂 是 非常 有 效 的 。 可 是 , 当 人 们 对 禾 观 对 象 的 认识 深化 了 以 后 ， 
反映 在 数学 上 , 所 碰 到 的 阔 数 也 复杂 了 ， 合 如 , 由 各 种 各 祥 性 质 良 
好 的 泗 数 组 碱 的 函数 项 级 数 ( 如 三 角 级 数 等 } 所 收 语 的 极限 耳 数 是 
否 可 积 ? 即使 可 积 ,能 否 逐 项 积分 ( 即 积分 与 极限 能 杏 交 换 头 序 ]? 
如 会 有 参 变 量 积分 , 积分 后 对 参数 仍 否 可 积 ? 如 果 可 积 甬 符 交 换 顺 
序 ? 对 参 变量 微分 能 否 与 积分 号 交换 屈 序 等 等 ， 这 一 -系列 问题 的 
本 质 是 极限 与 积分 交 挽 顺序 荀 问题 。 用 黎 曼 积分 式 获 曼 -斯 蒂 阶 
积分 ， 往 往 要 加 一 至 收敛 或 多 元 连 统 这 类 条 件 ， 这 类 条 件 要 求 太 
温 卫 ， 是 否 能 有 一 种 具有 更 广泛 意义 的 积分 ， 既 能 基本 保持 原先 
两 种 积分 的 直观 优点 (积分 的 直观 含义 和 玫 条 图 形 的 面积 相当 )， 
又 能 在 逐 项 积分 问题 上 大 大 地 减弱 关于 一 效 收 剑 或 多 元 连续 等 台 
求 ， 建 立 这 种 新 积分 正 是 本 章 的 任务 。 

下 面 我 们 用 一 个 典型 的 例子 来 说 明 建立 积分 的 趟 本 想法 

设 [0, 中 有 理 点 爹 体 为 全 ，(n=14， 3)》， 作 [0, 条 上 的 
函数 询 


1, sm 
一 上 ”j=1, 3, 
pr (0) {o mor ) 


显然 , 下 面前 级 数 在 [0, 四 上 处 处 收 狂 : 
Dw) = Dp.l®), (1.D 


这 里 五 (中 是 [0, 了 上 的 Dirichlef 函数 。 就 级 数 中 每 一 项 gy, (人 
来 讲 , 它 是 性 质 很 好 的 函数 , 并且 它 们 的 黎 曼 积分 


直线 上 六 长 度 和 和 零 集 好 
{parm0, nl 2 ,0.9 
而 级 教 寺 . 转 处 处 收敛 (当然 不 一 致 收敛 )， 但 极限 函数 了 (不 是 
黎 曼 可 积分 ， 所 以 更 谈 不 上 对 仁 . 圈 在 黎 曼 积分 意义 下 逐 项 积分 . 
既然 希望 新 建立 的 积分 既 保 持 直 观 的 优点 又 能 减轻 逐 项 积分 
的 条件 , 一 种 较为 自 然 的 想法 就 是 , (一 ) 所 有 敢 曲 可 积 函 数 都 按 新 
积分 可 积 , 并 且 积 分 值 一 致 (这 有 利于 保持 直观 伺 ); (一 ) 对 厌 米 守 
曼 不 可 积 函 数 刻 用 以 下 方式 定义 ， 对 户 如 果 存 在 一 列 丽 数 {p 中 ， 
满足 ， 
(TI) {ps} 在 [ga, 5] 圭 处 奸 收 证 于 玉 
(CIT》Jim [paw 存在 ; 
这 时 就 认为 了 是 “可 积 ”的 , 并 且 规 定 
| dz 一 Im | wa (1.8) 
如 时 上 面 这 种 方法 是 成 功 的 。 那 未 逐 项 积分 条 件 就 减弱 成 只 


要 可 积 画 数 询 {po} 处 处 收敛 ， 并 且 lim | gw 在 在 就 可 以 了 ， 而 
为 为 


Ds) Hn Dl pr,(%), | Sp.) do 0, 
所 以 如 C2“ 可 积 ”, 并 且 
和 Does=0 
Diziobhlet 丽 数 六 (0 前 "积分 ”为 由 这 并 不 是 不 可 想象 的 ， 奸 
实 上 ， 了 (全 关 人 的 与 是 吾 一 他 而 训 , 了 中 有 理 点 全 体 昌 然 是 无 
限 的 , 但 是 具有 修订 的 性 质 ; 对 任意 给 的 E>0,- 总 存在 -- 个 开 集 经 


之 及 而 的 构 让 区间 {ay Bo 六 的 长 度 总 和 不 超过 s， 事 实 上 ， 
对 每 仿 ro， 取 


后 > 
0.—(r, - ont ye + 2 了 ) 


0, 长度 一 部 ; 因而 {Ow} 的 长 讼 总 和 二 s, 取 


28 第 一 章 ” 蔓 风 梧 -斯 蒂 阶 积劳 
G=Lj0,.~\ (a,, 5), 


因为 每 个 (ge 35) 总 是 {0,} 中 茶 些 区 间 合 并 而 来 ， 容 易 证 明 舍 就 
这 到 我 们 的 要 求 、 换 育 之 , 召 被 包 仿 在 一 个 “总 长 度 ” 小 于 8 的 开 
区 间 节 和 集中 , 8 是 任 间 的 , 因而 瑟 只 是 一 个 “ 零 长 记 ?” 的 集 。 自然 
好， 底 边 长度? 是 “ 零 "， 高 为 工 的 “矩形 ” 商 积 ( 即 D(z) 的 “积分 "”) 
为 “ 零 ” 是 可 以 设想 的 ， 而 和 是 这 一 想法 将 在 新 积分 的 建立 中 起 着 
千 要 作用 ， 

其 实 ， 用 4 、(D 定 义 新 积分 想法 的 实质 是 规定 极限 区 数 的 
积分 就 是 积分 的 极限 。 这 和 样 规 定 的 本 身 就 是 串 逐 项 积分 ， 

| lim n gn ds—lim | ply, 


jE 


这 是 我 们 建立 新 积分 前 呈 一 个 基本 想法 . 
然而 ,一 般 说 求 ,用 上 盏 (GE 条 件 的 办 法 是 有 困难 的 . 
例如 ,上 一 万 本 上 两 列 商 数 ， 


WSsignw, MOS]:| < 于 ， 
困 
nA 
Pn lw) 工 Ce 
他 


人 当 zEL0,J U1 一 二 | 时 
-二 和 | ged 二 
2 都 是 称 蝇 可 积 上 数列 ,这 次 列 
数 都 处 外 收 鳄 ,并 且 有 相同 的 极限 到 数 

folw) ~— lm yaw) ~—lim (2), 
0， 当 w=0 时 ， 


甚 中 Jp) -| 1 
向 
然而 Hm pdo— 0, lim pp 


Nie Ro 


如 按 (D、(ID) 方 式 定义 ,对 于 阔 数 刻 , 其 “积分 ”究竟 规定 为 0 


$1 直线 二 长度- 等 第 的 


i: 和 这 荣 发 年 丫 题 了 , 


站 为 研究 涝 项 积分 站 十， 首先 得 有 苗 数 列 积分 的 极限 存在 ， 
这 样 ， 条件 (IT) 茎 光 法 修改 ,唯一 训 以 考虑 的 是 将 (DD) 的 恨 制 适当 
地 加 强 ( 得 徊 强 列 一致 收 敏 , 屠 训 没有 改进 了 ), 以 免 出 瑰 上 例 的 情 
况 ， 加 强 的 方法 不 只 -一 种, 我们 这 里 是 用 下 剖 的 0D' 代 赫 (). 
09” 假设 
Pi gao Ep (0) Ee Tim pro) =f (0). 


但 芋 ;, 游 终 下面 移 商 数 , 仍然 有 些 问题 
和合 加 在 上 9, 如 二 全 取 - 一 列 秽 涂 ;的 无 理 煞 {， 作 上 9 I] 上 二 
狂 : . 
| 当 gz 一 9e( 有 理 数 ) 时 ，m 一 二 2 
了 0 一 4 洒 多 一 加 了， 到 一 工 2, …, (1.4) 
[0，， 3 w= 其 它 时 . 


显然 1 
Dolw) — Pratt, (wm), (1.5) 
1, 当 出 一 他 时 ， 
闻 中 r,s {i 《cp 一 i 1, 当 四 一 让 时 ， 


0，” 当 sw 一 其 它 时 . 
读 考 不 难看 出 ， 如 果 对 DoCw) 找 到 一 个 满足 0D)’ 的 黎 受 于 各 
1 
本 数列 {paCe)}, 这 个 玖 数列 的 歼 曼 积分 必然 满足 | oo)ges …1 
i 
( 风 为 每 个 gp 的 小 种 数 所 一 了 D、 然 而 | pew 0w 一 0， 这 样 (1.5) 
流 又 不 能 途 项 积分 . 但 下 前 而 计 江 ,Ds( 信 的 点 人 体 是 一 个 
“ 零 长 度 " 集 , 完 侈 可 以 设想 六 的 识 分 二 赤城 者 说 如 果 两 个 
用 不 相 和 的 点 全 体 是 一 个 “ 当 长 放生, 可 以 设 直 ,这 而 个 区 数 术 计 
上 基 一 祥 的 ,一 个 可 以 “积分 "时 , 田 一 个 就 也 可 以 "积分", 并且“ 和 
分 ”是 相符 的。 这样 我 们 就 把 原来 J)、(《ID 黄 个 条 体 修 收成 下 面 
的 形式 : 如 时 
(Ci) pv) put) En PD) Ee, 


100 第 一 章 ” 吏 珊 格 -斯 莫 阶 邦和 他 
lim wo) = Fa) (1.6) 
(ii lim | pudw 存在 ， 
， 那 来 就 说 了 可 积 , 并 且 规定 
J fan™ lim [pada. 


这 里 “= 上” 的 意 感 就 是 极限 函 狐 可 以 与 了 在 一 个 “ 零 长 度 * 集 上 
不 扯 等 ， 修改 后 的 全 62 将 能 带 来 人 们 满意 的 结果 .当然 , 要 按 
现在 的 他、 《这 完成 新 积分 的 理论 , 有 很 多 事情 要 做， 首先 化 摘 清 
枇 什 么 是 “ 备 长 度 " 的 集 ? 然 后 才能 谈 上 述 定义 是 否 恰 当 , 最 后 才能 
讨论 积分 有 什么 性 质 ， 以 致 在 兽 项 积分 上 有 和 什么 方便 ， 而 本 节 的 
主要 任务 是 给 “ 零 长 庶 " 集 以 明确 的 定义 , 并 给 出 它 的 性 质 , 作为 今 
后 讨论 的 准备 ， 鸭 站, 先 引 入 5 长度" 概念， 

名 ， 疗 - 长 度 

不 公 为 了 改进 黎 蛇 积分 ， 而 且 还 为 改进 黎 曼 -斯 蒂 阶 积分 ， 我 
们 将 给 出 “yg- 长 度 ” 的 严格 定义 . 

分 布 设想 在 直线 上 分 布 着 菏 种 物质 或 电荷 ， 它 们 的 总 质量 
或 总 电荷 量 可 以 是 有 限 和 的 也 可 以 是 无 限 的 (得 假定 在 任何 有 限 区 
闻 上 的 总 量 是 有 限 的 3 这 有 时 可 以 用 一 个 《一 ce,co) 上 的 部 数 中 来 
描述 该 分 布 。 为 此 , 我们 不 妨 取 直线 上 原点 为 参考 点 ,并且 不 妨 取 
0 必 为 ¥2) 在 ss 一 0 点 芍 参 考 值 ， 即 g40) =0， 当 0 时 ， 现 定 
gt) 是 Q, 直上 总 殿 量 或 总 电荷 量 ， 当 <04 时 , 规定 8(o 是 各 减 
去 (w, 名 上 的 总 质量 或 总 电荷 量 ， 有 即 0 一 g(w) 一 {(w,， 站 上 总 质量 
或 总 只 荷 量 }。 这样 ，g(2) 便 是 (co，co) 上 音调 增加 机 数 ， 并 且 
对 任何 x' > 

gv) 一 2) 一 {(w,2] 上 总 质量 或 总 电荷 量 }。 (. 
不 避 如 此 ,对 任何 2 记 z, 并 县 sx'->s( 妈 (2, 2 二 由 时 ， 由 于 考 莫 
到 (wm, wm] 上 的 总 质量 或 总 电荷 量 随 lw, 20]->8 而 趋 于 零 ， 故 有 
9(2) >gtw)， 即 9(z*) 是 有 连续 的 . 
这 样 , 对 于 直线 上 某 个 物质 质量 或 电荷 分 布 ( 暂 不 考虑 有 正 . 


和 让 直线 上 人 发 记 和 9- 党 集 8 
负电 荷 的 情况 )， 必 然 存在 点 的 函数 9(z)， 它 是 单调 增加 右 连 续 
的 , 使 得 人 .7) 成 立 。 显然 ， 如 果 允 有 单调 载 如 右 连 续 男 数 i(%) 
使 得 红 . 呈 成 立 , 那 末 凡 与 9 只 相差 一 个 常数 , 即 存在 一 个 常数 cu 
使 得 对 一 切 EL 一 吕 0 ,0%)， 
g{2) = gm) + oo, .8 
基地 土 述 背景 , 现在 引入 数学 上 的 定义 ， 
定义 设 9 是 (一 吕 ，%%) 上 单调 增加 右 连 涉 画 数 ， 称 gy 是 
【一 2，se) 上 的 分 市 . 如 果 gl) 一 ew 十 0o， 其 中 6 和 oo 是 常数 ， 
2>0， 就 称 9 为 (4 - 吕 ，c0) 下 的 垢 身分 布 。 
今后 总 把 相差 一 个 常数 的 两 个 单调 增加 右 连 续 函 数 ， 袖 为 癌 
一 个 分 布 而 不 加 区 分 ， 在 lin 多 所 存在 的 情况 下 ， 通常 总 取 满 足 
(oO -0 
的 9 表示 相应 的 分 布 , 并 记 
红 (一 co 一 lim g(%) =0, 
在 lim g(w) 存 在 时 , 常 记 
#0) —limw gl%). 
满足 9( 一 co) 一 0, g(eo) 一 1 的 g 就 是 概率 论 中 的 概率 分 机， 
如 果 均 名 分 布 ytw) =exw 中 的 6 一 了 显然 ,9 ) 一 多 他 就 是 区 
词 Cw, 的 普通 长 度 ( 自 然 这 个 数 人 也 是 一 切 区 局 < 422 的 普 运 
长 度 ). 
-长 上 害 ”现在 将 区 闻 普 通 长 度 的 松 念 加 以 推广 ， 注 意 , 一切 
区 间 杯 质 上 是 由 开 区 间 和 单 点 区 间 这 丙种 区 间 的 和 所 构成 的 ， 
定 尽 设 ! 是 (ce，eoy 上 单调 增加 右 连 续 函 数 ， 对 任何 有 
限 区 间 {e， 的 和 Te 的 5《 即 单 点 集 {8})， 记 
go, 了 一 四 一 D) — go), 
ya, a (~g {a = ge) — ge —0). 
分 别称 gtCa, 站 )，g([s, 0]) 为 (4， 中 和 [6 虽 的 9 长 度 ， 规 定 
gp) =0, 


(1.9) 
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定义 设 4 是 (一 oo0, oo) 上 点 集 ， 如 果 存 在 有 有 限 个 互 不 相交 
的 有 限 开 区 间或 单 点 集 <q， 5 G6 一 1 2 …， %), 使 得 
4 一 <a 8 


称 4=Ujkeo 5D 误 {a b>]i 一 4 2,…, 虽 
为 4 的 初 手 分 朋 

虽然 ,4 的 初等 分 解 并 不 唯一 ， 鲁 如 4 (四 要 村 ,4= (mw 
咏 U 全 是 4 的 一 个 初等 分 解 ， 而 对 任何 eE (&, 如，4 一 (2, 6) 
U {0} U be, 5) U {8} 也 是 一 个 初等 分 解 

定理 1 设 全 = 上 《ab 是 一 个 初等 分 解 , 记 


gC4) -部 gm, po) {1.10) 
那 末 , 数值 9(4) 不 依赖 了 初等 分 解 . 


证 明 假设 4 一 全 Ge 到》 是 4 的 另 一 个 初 竺 分解 , 记 

Cas b> = DONG, DOG 2, d=, hb), 
因为 {Cas 办 其 Co 3] 不 是 开 区 交 便 是 亲 点 集 ， 并 且 分 别 耳 不 
相交 ， 另 知 对 任何 jCaw， Bw》 或 是 空 集 或 是 开 区 间 ， 尸 是 单 点 
条 , 汽 ( 有 天 站 时 ，Kaiy,， Bw》 站 Carr By 一 由 并 且 


妆 = Uy Cy BH. 


换言之 , {<qms， B422} 也 基 4 的 ~ 个 初等 分 解 , 并且 是 原来 两 个 初等 
分 解 的 加 顷 . 

对 每 个 二 1，3,…, "9), 读 者 容易 按 民 .9) 直 接 验 证 (分 <a 
ao 党 开 区 间 和 单 点 是 种 情况 ) 


g(a, bo) = go, 01>), 


go bY) -局 gov 2). 
从 而 由 (1.10) 得 到 


(LI 
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p> gla, be) -2 他 gms B72) 
~ 之 之 ot, bir?) 


-sy, 5). 
证 毕 ， 
系 gs, 1) ~ 9g ~ gee), 
gla, BY 96) —g(0—0), 
Ee, 0)) gb 0) ~~0). 


定义 、 设 4 一 《uD 是 -个 初等 分 解 , 称 


gCA) ~ ga, 50) 

为 和 4 的 9- 长 度 ， 汉 9() 一 2( 或 9(2) 一 “的 时 我 们 特别 记 w(4) 
为 mm(A)， 并 称 为 ws- 长 度 [ 注 1( 它 就 是 普通 长 度 ) 

这 样 ， 我 们 就 把 有 限 个 筷 不 相交 的 区 间 的 普通 长 度 概念 推广 
成 g- 长 度 , 并且 今后 所 说 的 礼 等 分 解 4 一 [| 《oo 好 中 的 人 em 5 
可 以 是 互 不 相交 的 - 般 的 区 间 ， 价 不 限 十 只 是 刘 区 间或 单 点 集 这 
两 种 情况 了 . 

长度 具有 类 似 于 普 适 长 庶 的 下 列 性 质 ， 

定理 2% 《1) 《有 限 可 加 性 ) 设 41、…、4, 是 有 限 个 互 不 相交 
的 具有 g -长 度 的 集 , 那 末 上 Lj 4: 上 有 长度, 并 且 


J ( UU 4 )= 94D. 
(2) {可 减 性 ) 设 4、B 是 两 个 具有 信 长 度 的 集 ，4 二 了 , 屠 末 
4 一 吾 也 具有 g- 长 度 , 并 且 g(t4 一 B) 一 gC(4) 一 g(B). 
(3) (单调 性 ) 设 4、B 是 两 个 具有 9g- 长 度 的 集 , 当 4 如 时 
yA) 9g(B). 


[ 注 ] 专用 w( 有 党 示人) 是 为 了 各 免 与 自 变 量 光 记号 座 清 ， 这 巳 成 为 常用 沁 和 号 
了 ， 
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(4) (次 有 限 可 加 性 ) 设 4;、…、 4 是 有 限 个 具有 g- 长 度 的 

集 , 那 林 上 4 具有 g- 长 度 ,并 且 g (4j< 习 9(40) 
{6B) 如 果 9g 一 gh 十 gn, 那 末 9(4) 一 gi(4) 十 gr(d). 

证 明 (I) 令 4 一 HU 《a 凡 ，690> 全 一 二 四 是 4 的 初等 

分 解 ， 显 然 ，LJLJ 《ap ，592> 重 是 4 4; 的 初等 分 解 , 并 且 
ged) -名 go, 0») 一 冯 gtAD, 

(2) 因为 4、B 都 是 有 限 个 互 不 相交 的 有 限 区 间 之 和 ， 易 知 
4 一 B 也 可 以 分 解 成 有 限 个 互 丰 相交 的 限 区 间 之 和 , 所 以 4--8 
共有 六 长 度 ， 由 于 4 一 {4 一 动 UB, 而 (4-BNB- 出 (DD) 
得 到 gC 一 gC4 一 Bg(B)， 内 为 94B) 是 有 限 数 ,所 以 

| gtA—B=9(4d)— 9(B). 

3) 由 于 于 任何 具有 g- 长 度 的 集 召 , 9<D) 宇 0， 特 别 取 上 = 
4 一 六 由 (加 立即 知道 , 当 A4 汪 B 时 , yg(4) 守 gy(8). 

的 因为 由 4 一 台 (4 一 台 如 生生 访 =4- 吕 4 繁 此 
开 不 相交 , 易 知 路 具有 长度， 再 由 ( 芒 ，(3), 便 存 

9g A)=D BD Sy). 

(65) 从 -长 度 定义 知道 (四 显然 成 立 ， 证 毕 , 

3. 上 零 集 

现在 介绍 事 要 的 g- 零 集 概念 

定 愉 设 和 4 是 (co，co0) 上 点 点 集 ， 如 果 对 任何 二 0， 总 存在 
有 限 或 可 剂 个 布 限 区 说 旭 司 ， 7, = <a， 6,>, 使 得 

(1 ACLU) I; 

2) Dy < 
吉 未 称 集 44 是 9- 零 集 ， 特 别 , 当 9(m 一 wz 时 , w- 零 华 称 为 勒 贝 格 
ebesguey 堆 集 亚 mp- 震 集 . . 

其 实 , 六- 零 集 定义 中 区 问 可 以 换 威 只 是 开 的 , 即 有 
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引 理 1 4 是 (- oo, co) 上 了 零 集 的 对 要 条 件 是 ， 对 任何 ， 
s 广 0, 总 着 在 有 限 个 或 可 汶 个 有 限 六 区 间作 ， Tw 王 (Gs，5) ,和 使 得 

(DD ASLIT, 

(2) P97 a. 

证 明 完 分 桩 宫 枯 然 双 ,伪证 时 必要 性 如 下， 

任 给 #0, 因为 上 4 是 g 零 集 , 按 定 六 存在 一 到 区 间 {ITs} 了 J 
~ Ken, pry, 满 岂 


Ty 8. 
AcL | ns DIE) < 7 
对 每 个 < 90， 当 点 本 ( 吉 2) ECG 区 > 时， 取 加 一 吉 ( 或 
bE BS 时 , 取 二 友 , 并 且 使 得 
人 四 一 的 一 Ye 一 


(或 到 成 > 也， 养 且 合 得 (0 9( 的 < 作 厂 一 人， 7 
显然 《gl BC (gw 了)， 愉 而 4SLJ I 又 国定 理工 的 系 易 知 


9 < IT) + 


KAI) < 训 r。 


凤 {I 满足 ()， (2)， 诈 

定理 3 (1) 0 六 宁 的 了 人 加 是 六 党 从， 

(2) 有 限 个 或 可 到 个 g 零 集 的 和 保 是 g- 零 集 . 

(38) 如 困 9= 开 十 各， 那 来 由 零 集 必 司 时 是 如 - 零 集 和 加 - 零 
集 [ 注 ]. 

证 明 (1) 从 9 零 集 的 定义 立即 可 得 ， 

(2) 不 妨 设 是 可 麟 的 情 袍 ， 设 1 是 一 弄 和 零 集 ， 给 定 任 
休 s>0， 圣 每 个 2%， 根 据 叶 零 集 的 年 六 ,站 在 有 限 个 或 可 列 个 开 
区 间 各 站 ， 使 得 4 CU 7 后 ， 和 并 且 


[ 注 ] 相反 的 命 是 也 成 立 ; 见 本 节约 尖 钙 了 1， 
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< (1..12) 
显然 ,对 一 切 % {I9} 仍 是 可 列 个 开 到 间 的 集合 ,并且 
4 I 
由 以 .19) 易 知 SR) < 
因此 上) 4, 是 g- 零 集 . 
(8) 从 由 零 集 定义 和 定理 2 的 (5) 知 道 (3) 显然 成 立 ， 证 党. 
系 ”如 果 {zw} 是 9 的 一 列 连 续 点 ， 那 末 集 {zw}5E] 足 g- 鹤 
集 ， 特别, 直线 上 任何 可 列 集 是 m- 零 集 . 
证 明 因为 当 % 是 9 的 连续 点 时 ， 
8 一 8) g(r 0) =0, 
由 定理 3 的 (分 ,立即 得 到 g(fo) 一 0, 特别 , 当 gf(a) 一 ;时 , 直线 
上 任何 点 都 是 9 的 连续 点 , 所 以 任何 可 列 集 是 m- 零 集 ， 证 毕 . 
从 定理 3 的 人们 立即 得 公 [e，co) 不 是 mm- 零 集 ， 因 为 如 果 它 是 
m- 零 集 , 那 未 [@， 4 十 民 也 应 是 mw- 零 集 ， 显 然 ， 
(Te， s+1]) -1, 
它 不 可 能 是 mm- 零 集 [ 注 1. 
显然 , 定理 3 的 (2) 中 , 不 能 把 可 列 条 件 改 为 不 可 列 的 .例如 
单 点 集 是 mw- 零 集 ,可 是 [0, 刁 就 不 是 mm- 零 集 ， 


[ 注 力 ”人 议 转 “ 集 fo 章 指 有 由 亲生 相向 下 哲 绢 直角 华为 简 单 起 昂 , 我 们 近 梨 下 
点 麟 部 采用 同 -… 记 号 fs] 仿古 也 常 如 路， 

[ 注 引 这 个 事实 可 用 玫 盖 定理 产 精 证 与 : 部 果 ?ni[azy a 十 4) 一 0， 那 末 对 

:1 

尝 和 存 生 一 到 秆 区 间 {tav; 下] 使 [4; ea 十 可 CU (ao 加 )， 而 且 
tos Pe)) es Bh 
Bs — 0) <<. : 
由 Borel 履 莱 定理 ， 履 评 在 有 限 个 ， 款 航 设 为 (py pr), r=], my 让 辐 


Ea 如。 出 诬 可 加 注 就 有 一 j《[9; {1]) tb,- cp) EO 
的 小 慎 、 


区 上 婚 


中 线 上 下 和- 攻 迹 和 号 过 旬 107 
例 1 琅 9(0) = 所 (2) (Hoaviside 基数 ) 其 中 
了 当 ww 说 订 
EE -| 7 当 了 时 ， 
. 人 DO， 当 灾 过 从 | 评 ， 
努 二 第 成 此 0 的 8 长 让 是 FUO 一 Oo -0 及 二 六 全 
A=00, %) = [|(0,%, 
Rl 
而 二 0， 以 yt) 一 0 同样 ,B= 
(co DH, gCB) =0. 

例 号 Cantor 集 下 墟 mw 零 代 事实 上 上 ， 加 第 一 章 $ 4 省 理 
3 所 述 ， 下 在 0, 站 中 的 余 区 闻 人 不休 {Y= 2 
一 2,"…) 的 总 长 度 忆 m(I8) 一 1, 因而 对 s>0 必 存 在 这 
中 有 有限 个 远 阅 ， 侈 划 ] 1, yy Ty, 俘 得 

天 
D>1- 到 CE LB) 


显然 , 玉生 [0, 了 -UU Ts， 根 据 定 理 3 的 (3 (了 D 必 1(i .1 台式 ， 
m{ [0, DT) m0, HD-m (1) 


天 
“=1— Sim(I) <s, (4.14) 
Fe . 


从 而 大 是 mm 零 集 . 

是. 几乎 外 处 

在 这 一 小 节 , 我 们 要 介绍 "几乎 处 处 "这 全 术语 . 

设 44 是 直线 上 一 个 点 集 , 已 是 与 4 中 每 个 点 有 关 的 一 个 命题 ， 
如 果 便 得 俞 题 吓 不 成 立 的 4 中 点 的 全 体 丰 一 个 全 零 集 , 我 们 就 说 
命题 卫 在 万 工 关于 9 岂 匀 处 处 轧 训 ,或 几乎 处 处 成 并 

例如 , 设 户 , 太 是 钠 个 定义 在 所 寺 的 及 一 数 . 

三 在 点 灶 相 等 ”这 个 命题 在 4 上 关于 79 儿 平 处 处 成立 


的 意思 就 是 无 、 性 在 所 上 本 和 等 的 点 爹 体 是 一 个 g- 零 集 , 这 也 可 - 


以 说 成 “开放 在 抑 上 关于 几乎 处 姓 相 等 记 为 
及 一 户 (9-e.8.)， 或 请 二 记 
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“在 点 处 记 (2) >> 户 (的 "这 个 命题 在 4 上 关于 9 几乎 处 处 
成 立 欧 意思 就 是 户 不 大 于 访 的 点 的 全 体 是 一 个 9- 零 集 ， 这 又 可 
以 说 成 “在 4 上 地 儿 平 处 处 所 大 于 手记 为 

万 > 一 P0g-e.e 或 有 有 

类似 还 有 “9 几乎 处 处 天 于 竹 于 ”“9- 几 平 处 处 小 于 ”ee ;并 
有 相应 的 记号 . 

又 如 ， 一 到 函数 二 扣 ] 在 4 上 关于 gg 几乎 处 处 收 襄 于 天 即 
{ 不 收 敏 ,或 虽然 收敛 但 极 腿 人 不 是 .的 值 的 那 种 点 全 体 是 一 
个 上 六 零 集 , 记 为 

Hm 一 f(98.6) 或 ”Tim J 

例 3 [0, I] 上 上 Dirichlet 函数 万 ( 罗 就 是 关于 各 几乎 处 处 等 
于 0. 

例 4& 巨 , 方 是 [0, 了 全 上 两 个 有 限 兽 数 ，5 (8) 一 B91 (5) (Heavi- 
gide 函数 )， 显 然 , 只 要 当 方 , 户 在 32=0 点 相等 ， 即 满足 

0 一 户 C0) 
时 ， 就 有 六 二 六 ; 反 过 来 也 对 , 即 如 时 有 二 记 那 末 必 有 
fi(0) —f(0). 
例如 天 () 一 gigns，fo(w) 一 0， 这 两 个 函数 关于 训 玫 乎 处 处 相 
等 ,但 天 ，fs 关于 加 并 不 几乎 处 处 相等 ， 

例 55 殖 (o) 表示 不 超过 “的 最 大 整数 ， 显 然 (wj 不 可 微分 
的 点 是 “一 0， 士 T， 土 2 …， 这 些 点 全 体 是 zo-- 圭 集 , 但 不 是 名- 零 
集 , 所 以 召 ( 加 关于 my 几乎 处 外 可 微 , 而 关于 鲍 不 是 几乎 处 处 可 微 
的 (关于 二 孝 是 几乎 处 处 不 可 征 ). 

例 6 (一 zw, ww) 上 一 列 油 数 


户 一 局 和 coosho (n=1, 2, …)， 


由 微 积分 学 可 知 , 除去 % 一 0 点 姓 ， 其 它 点 痢 收 化 ， 所 以 {1} 关于 
m 几乎 处 处 收 襄 ,但 关于 负 不 几乎 处 狂 收 人 敏 ( 却 关于 三 几乎 处 外 
发 散 )， 
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了 题 


1. 评 啊 音 线 上 上 任何 一 个 困 集 五 , 如 果 它 是 w- 竺 集 , 则 必 是 殉 妆 集 . 

82. 帮 一 个 [0, 如 圭 的 六 雇 完全 集 , 但 示 是 吕 - 零 集 . 

3，g 0) 二 罗 C 六 RUT) 挟 不 超过 的 景 大 整数 )， 求 出 基 卫 吾 ( 罗 的 最 大 
零 集 ( 节 一 团 关 于 再 的 软 集 都 是 它 购 汪 集 }. 

4， 设 zo 加 是 有 有 限 个 点 , g (1) 一 > 总 Da 其 中 gs>0, v 二 1 
2 RR 求 出 于 村 9 的 最 去 零 代 . 

5 直线 上 上 石 征 有关 二 各 的 最 大 宗 各 9 

6. 设 了 号 C-o，e) 上 满足 Tipsoljite 茶社 ( 即 存 在 常数 >D， 使 得 
对 性 条 sa， 人 3) 一 1 二 型 | 一 wr 成 立 ) 的 单调 增加 冰 数 ， 证 明 任 何 一 * 
个 m- 堆 集 必 是 g- 零 集 . 

7， 设 al， 


2 当 wD 时 ， 
en 当时 
证 明 任何 -个 ww- 零 集 必 是 gr 零 集 ， 
8 证 明 习 题 了 中 的 a 满足 0<a<1 时 : 结论 也 成 立 。 
9， 设 9 是 (… 呈 oo) 上 单 涯 增加 隙 数 ， 处 处 可 微 ， 并且 存在 常数 0 
使 得 91C0) >a( coz<o0), 证 明 任何 -个 g- 零 集 必 是 吉 - 零 集 . 
20， 当 g(x) 为 习题 ?、8 咎 函 笋 时 ， 证 明 全 条 一 个 5 零 集 必 是 加 等 集 . 
1, 设 gis go 尽 ( 一 2 ，oo》 上 两 个 单调 增加 有 连 绕 函数 ， 令 9 一 9 二 ga. 
证 明 一 个 集 是 9- 零 集 的 充 要 条 件 利 它 同时 是 go- 零 集 和 94- 零 集 . 
12， 设 怕 昨 (一 9，o") 上 m- 零 集 。 证 虹 避 的 各 欧 zo 的 集 百 to 一 合十 
0pE B} 和 吾 的 反射 集 一 吾 一 T 一 zze B} 部 是 %- 等 集 ， 


$2 Cl(g) 类 函数 的 勒 贝 格 -斯 落 阶 积分 


本 章 从 这 一 节 开 始 , 作为 一 散人 性 的 讨论 , 我 们 将 对 (一 co，cc) 
上 事先 给 定 的 某 个 单调 增加 右 连 继 沙 数 g 建 立 勒 幢 格 -斯 带 阶 积 
分 , 如 天 特别 申明 , 斯 谓 积分 , 总 是 指 这 个 积分 ， 而 对 于 它 的 重要 
特例 , 即 8(z 一 2 匠 建 立 的 积分 ( 称 为 禹 贝 格 积分 ) 如 果 有 什么 区 
击 于 一 般 情 况 的 特别 性 质 , 将 个 别 指出 。 因 此 ,所谓 几 乎 处 处 都 是 
对 给 定 9 而 言 的 , 为 简单 起 见 , 一 般 不 再 标 上 出 “关于 9, 除非 容易 
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混淆 时 , 方 加 注 明 ， 
1. Co 类 函数 的 积分 
定 久 设 Pp 是 <a, 了 上 的 有 限 实 丙 数 , 尹 果 ?2 在 《ce， 了 想 中 有 
限 个 互 不 相交 的 有 限 区 闻 er pf， 的 ) 上 分 别 到 非 零 值 @ 
一 工 2 …… 区， 其 余 点 上 取 值 是 0， 即 
0， 当 2ELm, BD 时， 6 一 1 3, …, 
PLL) -| 


3 (2.1) 
0， 当 2E a, 0>—L] < 人 > 时 . 


称 p 为 Ca, 6》 上 简单 士 数 , 称 | | ar, 32》 为 9 的 非 索 定 义 域 


规定 恒 为 零 的 浙 数 也 是 简单 两 数 ， 对 定义 在 《6, 了 -上 的 简 
单 阴 数 p, 第 在 《aa 他 的 余 集 ( 关 于 直线 } 上 补充 定义 为 0, 并 帘 甸 
为 (一 co， ec) 上 的 务 数 .篇 单 男 数 全 性 证 为 Oo, 称 做 Co 类 ， 

下 而 的 引 理 是 显然 的 . 

引 理 1 设 Pd PaOo, 法 未 

人 对 任何 实数 a BB, ao Bps EE Oo; 

(2) 9ipaE Co 

(8) max{g:, po), min(g:, pa) 全 Coi 


(DD |o1| EO. 
定 兴 设 YECo, 当 P 形 为 届 .1) 时 , 称 下 面 的 值 


DOig ka, 8) (2.2) 


为 p 闫 于 9 的 填 由 格 - 产 带 阶 积分 , 记 为 | dg ( 当 p 是 cu, 了 
上 简单 琴 数 时 ) 以 及 |”gog 或 | pag( 当 是 (一 co，co) 上 人 简单 本 
数 ). 

有 时 为 了 和 黎 曼 -斯 带 哈 积分 区 别 起 见 , 常 在 积分 导 前 加 上 符 
号 “(IT8)”， 例如 (I-86) [gqg. 

规定 通 数 轴 一 0 的 要 分 为 出 特别 , 妇 果 82) 一 Zz 情人 届 ,2) 称 为 


， 
PP 的 勒 员 格 积分 ， 记 为 | 2 台 | 证 <, 8> 上 简单 


+ 
CE | 


2 0 汰 丙 整 的 勒 克 按 - 斯 芝 防 总 全 311 

盖 烙 ) 以 及 |” gdm 式 |gdw( 当 pg 是 (一 所 ,oo) 上 简单 函数 ). 

有 时 为 了 和 和 黎 芝 积分 区 别 起 见 , 常 在 积分 号 闻 贡 上 “(七 ”， 例 
如 (万 | rom 

下 商品 Co 尖 丽 数 积分 的 性 质 ， 

中 理 2 人 于 g(9 一 2 时 ， | wp1g 是 的 称 曙 积分 

Gy | gdy 下 依赖 寺 g 的 非 苓 定义 域 L ca, Bi 的 分 解 形式 ， 
即 记 (2.2) 定义 积分 是 一 意 的 ; 

(8) ( 非 负 忻 ) 当 os0 时 ，| pag>a 

(4) (有 限 可 加 性 ) 当 <a, 5> 分 解 成 有 限 个 互 示 相交 的 区 问 
《oa By 一 4 的 和 时 ， 


by 


| Pig > 1] A Pg 
(5) 《 线 姓 ) 对 任何 实数 a 8， 


|(ert Bb) ag=e {pig+B | wag 
(6) (M1 不等式) vag [< [leldg; 


《7) 《唯一 人 性 7 当 os>0， | pdg ~0 时 ， 罗兰 入 [证 


的 


(8) (次 有 限 可 加 性 ) 设 <a, 落 cj ca，p>， ps>0, 那 术 


| pidge pog. 
人 + 


EI J an ao 
证 明 (也 是 显然 的 . 
(3) 记 ww 的 非 零 函 数 信 全 体 为 O01. …, Oi, 令 
| A {wl pm) 一 人 
它 基 :有限 个 互 不 相交 的 区 闻 的 和 , 合并 但 . 写 中 相 辣 的 项 , 利用 


GE 正如 太 具 一 并 站 所 指出 ,这 里 的 儿 乎 处 处 等 于 等 足 关于 给 定 的 g 而 癌 的 ， 
未 过 8 被 镍 掉 了 今后 如 光 特 别 牛 明 均 如 此 省 路 ， 
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g- 长 度 的 有 限 可 加 性 ,得 到 
jc (2.3) 

由 于 以、 南 GT ，…, 办 均 由 负数 自身 及 唯 一 确定 ,而 9(40) 的 
人 不 依赖 十 4 的 初等 分 解 的 形式 ， 所 以 由 (2.3) 立 即 知道 pdg 
不 依赖 于 9 的 表达 式 (2. 作 的 形式 . 

(3) 是 显然 的 

(4) 内 (2.3) 以 及 9 -长度 的 有 限 可 加 性 ， 

{Pag Og 4) -D0 Sgn co, p 


-加 > OgCAN mm, Bo) 


~ 究 | do ry pdy. 

最 后 一 个 等 式 是 视 六 为 co By 上 简单 函数 , 并 对 < Bi> 用 (2.3) 
得 到 前 . 

(6 八 取 有 限 开 区 间 ( 一 2 妨 ， 和 使 得 P. 由 的 非 零 定义 域 的 闭 包 
都 包含 在 (一 如 六 中 , 视 p, 册 为 (1 如 上 两 个 简单 请 数 , 记 v1 过 zx 
一 …<xn 为 (一 1, 驴 中 或 为 g 或 为 由 的 不 连续 点 全 体 , 记 m0 一 -上 
ws 一 作 初 等 分 解 

CD ond) UY {od), 

因 市 gq, 芒 在 每 个 <， Bo teas, Be 或 为 (2;， +0 或 为 单 点 集 {my) 
上 分 别 是 常数 OG 一 2，…, 2n 十 六 ， 因 此 ,利用 (四 ， 


jpr ptyog = 于 | ptBb)ay 
-- 驴 | ec Ba dg 
一 Doh Bg (rr, bi>) 
> (e 网 ie PAgt 户 | buy $ “9 ) 


= | vdg+B| wag, 


上 2 他 ( 提 类 阔 数 的 各 由 格 - 斯 带 防 积分 118 
(6) 因为 jz| -p 之 0, 1p1 +49 之 0, 利用 (3) 和 6) 得 到 
jisley — [gug>0, {lvlag 十 | oug>0, 

好 -iplag< [pag< {lptay, 
从 而 等 到 [pg <|ielay. 

GT) 记 他、…、O8 为 p 的 菲 零 画 数 全 全 体 ， 因 为 | gdy 一 0， 
从 (2.8) 得 到 

0= guag -BoigC4n). 

但 Oi>0G~l 2,…, 本， 从 而 多 4 ) 一 0, 最 p*6 的 点 全 体 


是 #- 零 集 , 所 以 gp 二 0. | 
(8) 从 非 负 性 , 有限 可 翅 性 立即 推出 次 有 限 可 加 性 ， 证 毕 . 
引 理 8 设 g= 记 十 名 硬 , 扫 是 单调 增加 右 连 续 函 数 , 那 末 对 
任何 久 所 Co， 


pay = jpdgs +| Pg. 
证 明 从 (2.3) 得 到 
feug=B og) -总 CoCo 上 mh) 


~ jug, 十 | gd ga, .4) 
证 毕 ， -| 
由 引 理 3 立即 推出 , 当 g= 六 时， [pdg 一 六 [pag 
住 全 一 个 (--ce， oc) 上 单调 增加 有 连续 了 灿 数 g 本 以 分 解 成 
9 = 4 ga, | 
gh 是 单调 增加 连续 函数 ， 痢 gs 是 右 连 续 的 单调 增加 跳 医 函数 . 缮 | 
理 3 在 本 书 中 主要 用 于 一, ge 一 ga 的 情况 ， 


例 1 设 CAC 


i14 第 二 章 昔 风 本 -斯 蓉 济 积分 
其 中 二 09= 1 了 2 六 3p 全 Oo 了 时， 
| pig Sp 
证 明 记 有 一 Ca 一 二 ， 由 引 理 3 
| vag -六 | pdg =— > cp a), 


证 毕 . 
例外 设 由 为 { 一 ce, oo) 上 单调 增加 布 连 续 束 唉 次 数 ，{w,} 
其 责 的 不 连 统 点 全 体 ， 半 pEOo 时 ， 
J pg -六 Pps) en, (2.5) 
其 中 or— yl) — gt OQ). 
证 明 vy 的 表达 式 为 咏 , 了 ,因而 


jeazx- 福 (CC<ets， b>) -0 2 ter, (2.68) 
1= t= - ， 


注意 对 任何 月 限 区 间 <a pe>， D2 ， <oo, 并且 
Oi pe) (or E Can, ber), 
亡 以 由 (2. 的 得 到 


MT 下 Carbey 


但 当 必 径 | < > 
hh 9 人 ao) 一 0, 所 以 他. 六 式 就 是 人 2. 功 ， 证 毕 . 
例 3 ys 是 (…o0， co) 上 单 滑 增加 连续 辣 数 , 当 pEO6 并 且 用 
2. 1) 直 还 时 ， 
fodg—B 09:CCo 0) Og, a, 1) 


-SCLe, 61)) - 访 Oiget Le, 02]), 
这 基因 为 当 g, 连续 时 ,任何 单 点 集 {@}， {3} 的 长度 是 霍 . 
例 1~3 是 简单 的 , 但 是 重要 的 , 读 考 务必 掌 摄 好 , 这 对 学 习 后 
面 内 容 是 有 益 前 . 


hE AN 


2 (类 疝 数 的 勒 册 佑 斯 蒂 阶 积分 118 
3，Ca49) 类 话 数 的 积分 
为 了 将 闭 卫 数 积 徊 控 全、() 方 式 推广 到 更 广 的 函数 类 
于 ,上 先 证 下 面 的 引 理 ， 
引 理 旦 谍 {on} CO, 并 和 且 满足 ， 
人 ppp Pa OR, ,1); 
2) limw= . 


那 末 lim | gig 一 0. 
证 明 固 yg-+ga， 根据 $1 定理 3 的 (5, 由 (3 可 推 由 
lim gn=0, lm p= 
同时 成 立 ， 又 根据 引 理 3， 要 证 明 lim | pgg 一 0 只 要 证 明 


lim | page 一 0，lnm | esage=0 
藉 可 以 了 ， 即 只 于 分 别 在 9 为 连续 、 跳 坚 的 情况 焉 证明 引 班 4 即 
机. 
记 收 二 max gu(2)， 吧 设 ( 一 记 妨 包含 gi 的 非 尝 定义 域 区 闭 
如， 和 而 对 一 切 nl1, Pa CY <M, 并 “ 且 wn 的 非 零 定义 域 的 闭 也 和 包 
会 在 (一 %, 器 呈 . 
各 ) 7 为 跳 敬 前 情况 ， 设 {xs} 是 9 在 [-% 习 中 不 还 统 点 全 
体 , 控 足 晤 六 数 的 定义 ， | 
SI) ge 0)) oo (2.5) 
因此 ,对 任何 站 记 必 存 在 六 ,全 每 
3S, gg 0)) < Hr- 
由 假设 03), 我 们 用 lim akao 一 站 全 一 工 2，…， No), 从 而 存在 兴 ， 
当 2z2 六 时 ， 


(2.9) 


Nr 
匀 orlz0 (gla) -gfo 一 9) 二 总. (2.10) 


从 侣 .四 ，(2.10) 就 得 到 ; 当 %> 谨 时 ， 


1 地 第 一 章 ” 谣 贝 格 - 丙 蒋 陆 积分 
| oiig = pa) (ga) ~ gm—0)) 
-tS )p le gm) -gm 0) < 


即 引 理 4 在 yg 为 跳跃 的 情况 已 被 证 得 . 

Dg 为 连续 的 情况 因为 每 个 mr 人 一 工 3 …) 的 不 连续 点 
是 有 限 集 ， 内 而 一 切 4p 的 不 连续 点 全 使 再 加 上 一 了 1 两 点 最 多 
是 开 列 集 , 记 为 {yn}， 祖 据 $Ii 定 理 2 的 系 ，{gn} 是 六 堆 梨 ,再 记 
如 是 

Yi gn (所 #0 
的 点 全 体 ， 由 假设 ( 罗 , 召 是 g- 零 集 ,所 以 如 UU {yn} 也 是 六- 零售， 
以 而 存在 可 列 个 开 区 间 (m8,)}, 使 得 
| (oy, 8») ho 《en U a), 
并 且 
上 & 
> (giB) — ge)) “7WTIY- (2.11) 
对 于 每 个 ZE Ti 一 4 站 一 Ay} UB), 因为 lm (一 由 所 以 存在 
和 (5 ， 当 于 > 癌 《2 时 ， 
TT > (32.12) 
这 时 , 不 是 gw 的 不 连续 点 , 因此, 存在 包含 “的 一 个 开 区 间 Gx， 
Rs 使得 or 在 (hr Mr 下 为 常数 . 由 介 ,J23), 一 切 gu(#) (> 
; 1 
六 ) 在 (ww) 上 的 值 沟 小 幸 TT DC 于- 这 样 ， 区 间 


集 Ww jw 了 U {to BB.)} 覆 荤 [ 一 1, 避 ， 由 Borel 履 盖 定 王 ， 存 
在 有 眼 个 开 区 问 


Cr ar] 
(不 妨 设 让 二 让; 
《es ， Bn. om, Sim) 
守 盖 [一 b, 避 ,因此 当 n> 时, 由 于 介 .11)、 (2.12)， 


函数 的 惑 几 信 斯 萌 阶 积 耸 刘 


Ant HE 


EE 了 
Tr-D) 


{oy— | jy | gdyt| , Partly 


叱 
t aHry 
< 
即 在 y 为 连续 的 情况 下 , 引 理 4 也 成 立 ， 证 毕 ， 
没 了 是 cu 5> 上 的 有 限 实 函数 , 作 
4 {M0) 0 时, 
-| ye oN 
即 f+ (0) =—max( fo), 的 一 去 (Po) [44(0)), 


0, 当 帮 全 关 0 时 ， 
一 了 fe)， 当 f(z) < 人 时， 


好) = 1)), 


分 别称 产 、 广 为 了 的 正 部 . 负 部 ( 通 数 )， 

显然 当 {js} 是 单调 序列 时 , 《 产 上 也 是 单调 的 序列 ,， 当 序 列 
大 了 用 乎 处 处 收 策 于 了 上 时， 六 上 也 儿科 处 处 收 化 于 1 

引 理 5 设 {ys}、{y,} 是 两 个 简单 函数 的 单调 增加 序列 ， 并 
且 


广 人 四 -| 


lim Pn lim 由 
《此 地 也 可 免 许 收 化 的 极限 值 为 无 限 太 [ 注 ]), 那 林 
li wa ylim | re (2.183) 


“此 地 也 而 锡 许 收 合 的 极限 值 为 元 限 大 [1). 
证 明 = 从 {ps} 中 取 定 一 个 gw， 考察 序列 {tpn 一 中 ) 下 它 是 
ce 中 序列 ,并 且 随 业 的 增加 而 单调 减少 , 当 ”>so 时 ， 


[ 注 ] 本 书 中 如 无 特别 昌明，“ 收 伍 ” 一 般 是 指 收 和 于 有 限 信 ， 个 别 场合 为 了 叙 志 
方便 , 也 用 “ 收 估 于 十 co" 或 " 收 伍 于 一 oo 
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Cop CGE) > pm 5) lm bhatt) -ro0), 
由 下 各 pm 及 以 
pm CH) umn gn (Cw) lbn ps tt). 
因而 济 每 个 mr， 
(pm — lim yb,)" 0. 
尘 让 再 [ 4， 
liin | pn pd Hm fw -dg 0, 
因此 , 对 每 个 za， 
| waes Hm | Wd, 
古今 in 一 00， 谣 得 到 (2.13)， 证 毕 ， 
定理 1 机 {gr}、tww? 是 酚 个 简章 曲 数 多 单调 增加 序列 ， 如 
果 


lim gp, = lim ps 


那 末 
lim | pdg ~lim { way (2.14) 
证 明 ”在 定理 的 假 谎 下 ,有 
lim pn Lim wr, LHim Ui lim Pn, 机 
由 引 型 贡 得 划 


lim | 9 Wy lim | pag, 
lim | dg Slim | pudg. 
有 了 上 上 赛 的 进 备 ,我 位 城 可 引入 下 向 的 定义 ， 
定义 证 了 是 “如 上 有 限 实 数 ， 如 困 存 在 Ov 中 序 肇 
{wpa}, 满足 
Cl lim ps 二 
Cli lim | dg < Ao0; 


和 2 后 《 押 汪 冰 数 的 其 由 格 - 斯 蘑 防 积分 i 
就 称 了 是 (区 开 史 的 )C3 类 函数 ，( 关 于 乡 的 )C 类 函数 全 体 记 为 
C1(9)， 当 JEOWD 时 , 称 lin | gry 为/( 关 于 办 的 寺内 格 -斯 
带 阶 积分 ,简称 为 (I-86) 积分 , 记 为 | ,fdg， 特 别 ， 当 g(2) 一 4 
时 ， 称 】，， fag 为 了 的 勒 由 阁 积 分 ,简称 为 ( 蕊 积分 , 记 为 | fds 


引 迎 5 能 保证 上 面 定义 是 怡 当 的 ， 即 “ea 8> 二 O41( 仿 中 遂 数 
下 的 积分 不 依赖 了 (关于 办 儿 乎 姓 妊 收 合 十 它 的 类 中 单调 序列 
{pos} 的 选 联 . 

例 对 任何 多 总 有 CocCCaf 的 ， 并 上 且 Co 中 任何 画 数 w 按 
0 意义 (关于 四 的 积 分 就 是 按 Oi( 四 意义 (类 十 的 的 积分 ， 这 是 
因为 恒 取 gp 一 yp 就 可 以 了 ， 由 定义 及 引 理 5 便 知道 上述 结论 是 刀 
然 的 . 

， 例 上 5 记 [w, 如 上 连续 函数 全 伍 为 Ce, 要 , 那 汶 Qfg, 要 包 
会 在 Lx, 四 上 的 CO 人 及 类 中 ， 并 间 对 任何 JEOEe, 四 ,了 在 [&%, 站 
上 《关于 男 的 款 册 格 - 斯 带 阶 积分 就 是 了 关上 了 的 黎 - 斯 蒂 阶 各 
分 . 

证 明 任 取 [, 到 上 和 分 点 组 @=2o< aac 人 ca 一 作 Cn 类 
肯 数 
1 当 gE [ao co] 各， 
2 人 当 weE Cw ip HG=1, 3 m1), 
Meri in fa), GG=1, 2,--, 0). 


[全 
显然 ， 任 取 一列 分 点 组 {Dn}, 加 时 Da Dansiom= 1, 2, *), 那 
来 相应 作出 的 {ps} 是 0O6 类 中 单 谢 序 列 , 由 于 了 在 [e, 妇 上 连续 ， 
所 以 存在 常数 型 ， 俩 得 | p(t) | 所 六 CwE [a 57)， 从 而 
pay 9) -ge—0) <o. 
田 一 方面 , 由 于 了 在 a, 妆 上 均匀 连续 ， 记 以 当 卫 . 的 相 部 分 点 最 
大 距离 -30 时, {p 一 救 收 敏 玉 无 自然, 更 有 (关于 四 几乎 处 处 
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收 化 于 及 ,因而 及 O59) 的 定义 知道 , JECs(9), 最 然 ， [podg 正 


是 在 分 点 组 D, 下 , 关于 9 的 ( 见 第 一 章 8 七 小 和 数 ， 由 黎 曼 -斯 
莫 阶 积分 存在 性 定理 ( 见 第 一 章 8$ 辐 , 就 得 到 
| fag~1im | wag 
是 了 关于 9 的 获 曼 -斯 蒂 阶 积分 、 证 上 毕 . 
例 8 设 了 是 < 了 上 049) 类 画 数 ， 当 
<， 办 天 【一 co，cp) 
时 ， 如 果 将 在 (一 co，co) - <a, 8> 上 补充 规定 为 零 ， 这 时 得 到 
(一 co，co) 上 函数 郑 ( 是 的 一 种 特殊 的 延 拓 )， 那 末 子 必 属 于 
(一 co，oco) 上 04(9) 类 ,并 且 
| ao-| .yao 
这 是 显然 的 。 因为 从 fF 是 <@, 8> 上 O01(9) 类 函数 的 假设 可 知 ， 存 
在 <q, 5> 上 一 列 简单 函数 {gp,} 忆 Oo, 满足 定义 中 介入) 条件, 但 
{Po 本身 就 是 定义 在 (一 co， om) 上 的 甫 数 , 显然 ,在 (一 co, co) 土 ， 
{po} 对 下 来 说 满足 定义 中 的 0)、Gi), 因 而 


dy 一 1 | 时 | 
jf 9 ne Cm) 有 4 


-Hm | ， gdg—) ,fag. 
今后 为 了 投 述 方便 ， 对 十 区 间 <@ 85> 上 04(9) 类 函数 下 当 
J 于 基 (一 co，co) 时 ， 我 们 总 是 按 上 述 方式 把 子 视 为 (一 co，ec) 
上 的 函数 ( 即 不 区 分 子 与 月 、 央 此 , 今后 除 必 要 外 , 一 般 情 况 下 不 
强调 “ag，3> 上 ”O34(g) 类 ,而 统 说 成 0,(9) 类 ， 
另 一 个 重要 的 Cax(g) 类 函数 的 例子 如 下 ， 
例 7 设 {T 是 一 列 互 不 相交 的 有 限 区 间 , 并 且 


IT) <%. 记 B-U I, 
那 末 BB 的 特征 画 数 xz 人 o) ECGaf 的 ， 并 且 


$2 Ci 的 类 函数 的 勤 臣 格 - 斯 六 阶 积分 121 

{x9=S 0. 
事实 上 , 因为 B= 由 工 。 所 以 

za 一 六 Xa — Hm Sx. 
面 mw 一 习 如 是 Co 类 丽 数 , 并且 

[Suds=Sy Dg) oo, 
所 所 XB Oi C0), 并 且 
[xaag lim | rdg— lim Sg(ID) = Dg. 
设 集 马 能 表示 成 可 弄 个 下 不 相交 的 区 间 {I} 的 和 ， 
B=LJI, 
f=l1 


利用 O41(9) 类 的 积分 定义 的 一 意 性 和 例 7， 对 于 这 种 集 BB, 我 们 也 
规定 它 的 g- 长 度 为 


9(B) = [xod9— Sg (0. 


这 样 ,我 们 就 把 g- 发 度 的 概念 推广 到 这 类 集 上 ， 如 果 {7 中 是 一 列 
区 间 , 并 且 及 gCI) <eo, 那 来 召 - 五 便 也 有 9 长度, 并 且 有 下 


面 的 (次 可 列 可 加 ) 性 质 ， 

gr(B)<219C00 _ 
事实 上 ,因为 。 了 = 岂 ED 人 -已 7 
面 { 五 一 电车 是 互 不 相交 的 , 养 且 对 每 个 6 荆门 是 有 限 个 
互 不 相交 的 区 间 {79 j 一 1 3，…, 向 的 和 ， 


从 而 8B”) Ty, 
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, oo i 
因此 9(B) 一 名 训 g(7)- 访 s(T- 7) 
< oI). 
我 们 将 在 第 让 章 进 一 步 把 9 长 度 扒 广 到 型 复 杂 的 点 集 上 ,并 
将 研究 那 种 集 工 -长 经 ?的 性 盾 , 这 里 不 拟 和 多 加 讨论 、 下 面 给 : 


Ci 六 兴国 数 伺 分 提亲 和 澄 性 质 。 
定理 入 刘 方 严 筷 全 信 9)， 


(1) 如 果 f= 如 那 来 二 EO1(9)， 六 岂 {jag - | ao 
(2) 【单独 性 ) 如 景 / 记 那 林 | maos| hq. 
《3) 《可 加 性 ) /hE Catg)， 并 且 | 
frr = | Jo peg. 
(和 【和 非 负 章 性 ?省 任何 非 负 实数 mw 必 有 有 oFEC4(D), 社 且 
| epas=ejmay 
(6) 《区 问 可 识 性 ) 度 “e 了 > 一 人 < br 是 <a, 了 的 初等 羽 


解 , 那 来 是 <@, 5> 上 Of 人 类 冰 数 的 充 弗 条 件 是 汪 是 <q 62 上 
if(B 类 画 数 ,而 当 上 在 <a，p> 上 上 可 租 时 


一 
|, Hdg 全 fads. 


tia] mash 
《6) 对 任何 ~0, 存在 PE€0o, 第 得 g 志 J 并且 
jg<| Pag Te, 
证 明 设 {gw 上 《nj 是 分 别 对 天 名 满足 定义 中 条 件 (i) ij) 
的 两 个 Co 类 单 诵 序 列 , 即 
et TE 


lim pn FBim ,二 A, 
Rr " HH 一 2 


[gg<A<%0, | wagsB<en， (一 


| 1 
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(1) 由 04() 类 函数 积分 的 定义 即 得 . 
《2) 由 引 理 5 立即 得 到 (DD). 
8) 二 然 {pT 砷 起 2 Oo rh 单 训 序列 ， 并 二 

Him (os 二 如) = 六 入 
[ea Dag<ALBZo GT 9 2). 
困 俐 42E COD， 注意 细 
[pei tdg = | prag+ | dag, 


反而 Jo je dg 


fi +| hdy. 
(3) 证 得 . 
(4 因为 x0， 质 以 fag 仍 是 Co 类 中 单调 序列 ,并 且 


lim cep, = a Jim pr = ef, 
EE 如 一 一 


[ap dg< ad <o0 (n=1, 2, -+), 
因而 mwFEOi( 人 ,并且 … . 
epag-Iim|cpoaz-alim| dg | fag, 

即 出 或 立 

(6) 天 为 对 任何 wpEOo, 显然 一 EC 因而 当 fEOLNDNH, 
fou=f+(—w) Eg 反之 ， 如 果 -EO (DD 那 来 

f= (一 9 To Eg. 

因此 , 证 归 ( 辐 时 , 不 炉 假 设 {gn} 是 非 负 的 单调 增加 序列 , 其 不妨 
谨 闻 是 (关于 9 几乎 处 处 ) 非 负 的 号 ( 四 类 秒 数 (否则 用 {qx 一 pi}， 
弛 -894 分 别 代 蔡 {pw}, 了 即 可 ). 

ns < 8> 二. 他 奖 函 数 ， 那 末 {gel 在 每 个 < D> 信 

上 仍 几 乎 处 处 收 钱 于 天 叉 册 于 yr 滨 0,， 所 以 : 
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| mg<| mag- {gag 4<o0, no=1, 2, +, 
因而 了 是 cm, 52 ==1 2 说 上 1400) 类 函数 . 
反之 ,如果 闻 是 < 5 全 一 工 2，…， 和 全 5 四 类 丽 数 ， 那 
末 存 在 {p' 人 王 Co， 国 定 4G 一 于 2,…, 到 {gS} 是 单调 增加 序 
列 ， 听 名 一 二 和 的 非 零 定 义 域 包 舍 在 <&， 39 中， 并 县 在 < 
pr 上 , 
Tim gt =f, 


| egeag<4<o Gl, 2 A 
由 此 , 作 非 零 定 义 域 在 ca, 了 中 的 0 类 函数 列 
gf = Cw), wm b>, 
d= 1 2, ee, Rh Re 
显然 {p(w)} 是 Co 类 单调 序列 ,并且 在 <w, 5> 上 , lim pf， 又 
[og- 训 | pag Ai<o0, 
由 此 可 知 了 是 <4, > 上 O449) 类 ， 
利用 | puag 一 祝 | gay 立即 得 到 (3 中 积分 等 式 也 成 立 ， 


(6) 因为 im | wag 一 | fag, 所 以 对 任何 s>0, 必 存 在 本 , 当 


p> 不时，| 7ag<| wag+s， 特别 到 9 一 ws 就 可 以 了 ， 证 举 ， 


例 间 设 了 是 [ge， 加 避 0) 上 04(9) 类 函数 ,如 果 w、.5 是 9 的 
连续 点 , 那 来 对 任何 <a, b>， 


好 六 一 | 
| 9 | fg. 


证 明 因为 非 零 定义 城 包含 在 fa, a] ( 即 单 点 集 {9}) 上 的 吕 , 
类 函数 的 一 般 形式 就 是 
CG， 当 wa 时， 


plo) -{6 a 
因为 gf{ay) 一 0, 显然 这 种 的 积分 
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{pig =09 (aD) ~0, 
因而 南 定理 2 的 (6) 知 六 
1 joy 一 10 《类似 可 得 到 | fag—0), 
从 而 再 利用 定 再 2 的 (5) 立 即 得 到 
cuby Jaz- fay. 
因此 ， 今 后 如 果 a, 5 是 g 的 连续 点 时 ， 积 分 | ，Fay 常 记 为 


人 ap 竺 别 当 g(o) 一 gs 时 ,( 妃 | ， ,faz 也 [ 志 示 成 [fiz 


定理 3 设 {P 是 Ci0 中 序列 , 满足 
Ci) fe he hh 


G3) [fag< A 00, nl, 2, 0 
那 未 , 必 存在 O49g) 类 中 咀 数 ,使 得 f=lim 及 面具 
{fag=lim | fag, 
好 fi fg -sm fs. 
证 明 ”分 两 步 证 明 
GD 设 {有 册 是 史 中 序列 ， 记 如 一 所 Gr 一 了 入 …)， 不 失 一 
般 性 , 设 Pr>>0( 香 则 , 考察 {pgs} 即 可 )。 因 为 fp} 是 单调 增加 
序列 ,所 以 在 每 点 maE (一 oo，co) 上 , 极 恨 存在 (级 限 值 可 暂时 允许 
无 限 大 ), 记 极限 函数 为 及 (w)。 如 果 证 明了 集 
如 ~ fl lm 人 一 oo 
是 9- 等 集 , 那 末 函 数 Po)， 
facs), 当 EE 时 ， 
7@ -to 当 ze 扣 国 时， 
就 满足 定理 的 结论 了 - 
今 证 召 是 9- 零 集 ， 对 任何 s>0, 取 自 然 数 丸 六 后 , 记 
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BE, = {re| pt) >N}. 
对 尾 何 %E 如，lim pn(2) 二 之 , 因 此 必 有 及 使 得 wz 局 ,， 内 以 
Ec 1 a 
种 二 上 


kl 
记 Fi = Bi Fr Bir— (Ba,, 


fa) 彼此 是 术 相 交 的 , 而 且 , 记 .Rnw。 -局 4 是 它 的 初等 分 解 
十 是 
Be Fs,=l 4 (2.15) 

只 吧 证 明 到 9g(4) < 滥 未 厂价 呈 信 堆 保 了 上， 党 多 电 对 任何 
各 演 如 由 各 分 仿 调 性 ， 

9 < 下 | dg ag .19) 
注意 到 {o 个 此 下 林 相 朗 , 南 介 .16) 得 到 

pap 2 间 godg 


令 mx00, 便 得 到 总 9(4") <e, 所 以 用 是 9 鹤 梨 ， 
CD 设 和 是 全 ( 胃 中 序 鹿 ,对 每 个 %% 必 台 名 申 共 油 增 加 
序列 {gwwj} 几乎 处 处 政 敏 于 .所 ,并且 


| Fg =lim | Punch. 


由 于 可 列 个 9 等 集 的 和 仍 是 9 零 保 ， 从 币 广 在 9 坚 集 思 , 当 m 己 
召 时 ， 


OIL) ES PIP) En OO), 
人 (aa EP) fas) 了 .17) 


, A | : ， i . . : 
[TF PTEYEE 和 nn 
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nl 《2 < na (Ce) < < Pan {or) < 一 一 访 《ze) 了 


作 局 中 下 数 
Pi EY = DHX psn (EY) , oy Pre 1) ), 
wT 2， ， 蜡 然 ， 
PUD) Pa) EP (2.18) 
当 机 时 ,qwrt 中 号 所 (2) 于 以 
lm Emax (fe, 7 fh) hn). .10) 
册 Cg 当 积 分 单调 性 ， 
| pdg< | fog A. (2.20) 


由 刘 . 卫 ) .230 以 及 ( 且 证 明 的 结 刺 天道 ,存在 AED, 售 得 
Tim pr = f, 

并 且 | 

3m fe = | fas. {2.21) 

下 商 只 要 证 胃 Him fp 和 lm [jg 一 fag 好 可 . 

宙 忆 .J9) ,weEB, Ben 时 ， 
. rn CD) pn (me (my), 
令 Weoc 便 得 到 
Fn) fn) lm fn), (2 .22) 

再 令 太 >co， 就 得 到 当 呈 EE 如 时， =Him (ww). 即 
f=lim 态 

成 立 ， 


利用 (gD 类 中 积分 的 单调 性 于 (2.22) 的 第 一 个 水 等 式 ， 便 . 


得 到 z 
| fd | fag. (2.28) 


在 人 .30) 中 令 wycc， 就 得 到 Dm | iag> | fg; 又 在 (3.28) 中 仿 
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>?coo， 立即 担 到 


fjag> lim {fodg, 
此 一 > 


从 而 jag ~lim | fag. 
证 毕 . 

定 再 8 说 明 O41(9) 类 对 单调 序列 极限 具有 某 种 封闭 性 . 

下 面 披 定 昨 3 的 级 数 形式 , 以 后 常用 这 个 形式 . 

系 设 {jcCO(g), 及 >0. | hdg 二 oo， 则 必 存 在 
fE cy， 人质 得 

f= hn), 有 fig- 训 [mag .5 
证 明 只 要 邻 记 一 ba 由 党 理 8 立 扼 得 到 系 ， 
注意 , 定理 8 中 条 件 ( 沙 换 成 下 面 的 条 件 ， 
丹 写 用 这 臣下 高 

结论 仍 成 立 , 

当然 ， 对 于 04(g) 类 , 我们 还 可 以 给 出 一 些 性 质 ， 例如 有 限 可 
加 性 等 , 但 由 于 O04.(9) 还 不 是 扩大 的 最 终 的 函数 类 ， 所 以 不 在 这 里 
上 密 计 论 . 

3， 歼 曼 可 积 沙 数 

现在 涯 察 [w 四 区 间 J 葡 晶 可 积 沙 数 和 特殊 的 0.(g); 即 

9 (2) = 

的 珀 数 类 的 关系 ， 为 此 ， 我 们 尘 证 革 引 理 和 的 着 命题 《对 一 般 的 
0). - 

引 理 6 设 {pr} 忆 0o, 并 是 满 是 : 

Ci ) Pla 7"" A Day pn (n=1, 2, 2 


(i) lim jwao-o 
那 末 lim pn 0. 


#8 Qutg) 类 沙 数 的 勒 几 格 - 斯 带 阶 积分 i 冯 
证 明 由 假设 全 知道 , 极限 Iim gp 存在 , 记 为 p, 今 证 在 
lim | pay =0 
的 条 件 下 p 二 6， 作 集 
Po- 人 ze 人 > 二 ml 2 … 

显然 {els = 训 万, 
是 只 要 证 明 每 个 也 是 由 零 集 就 可 以 了 . 

对 任 们 >0, 必 有 久 使 得 |pvdg< 霹 ， 当 2E Bm 时 ， 


ge) (o> 二. (2.25) 
11 
因此 ， 人 jw 四 > 二 |=>z 


但 集 已 lw, (四 寺 | 必 为 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 2、…、 了 的 
和 ， 在 等 个 五 上 都 满足 wm 过 ， 因 而 
E>Jmeg> | Pig>E 9g) (2.26) 

所 以 为 9(D <s， 因 此 ，B 是 y- 零 集 ， 证 毕 . 

定理 & /是 [a, 四 上 黎 曙 可 积 两 数 的 充 要 条 件 是 了 满足 下 
画 两 个 条 作 ; 

CD 了 是 有 界 的 

(2) 7 的 不 连续 点 全 体 是 一 个 mm- 堆 入 

证 明 首先 注意 , 如 果 也 黎 最 可 各 耶 玉 对 任何 e>0, 必 存 在 
ho 当 分 点 组 


D. TT 


满足 A 一 maxtm 一 -1) 之 加 肘 
‘ 


SFC) -ac 一 (下 Jesse 
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其 中 台所 bie, dd] ， 内 而 对 任何 避 
|f (2) Cow — zy_3) | e+ CB) | ， jaa| 
十 之 [Fé Cmi— 2) |, (2.27) 
其 中 表示 缺 掉 第 天 项 ， 特别 , 取 s 一 二 取 定 适合 上 述 条 忻 的 一 - 
个 分 点 组 卫 , 并 取 记 一 器 三 关 人 而 证 辫 在 Lo za 中 任意 变化 ， 
由 (3.27) 立 即 得 到 
fC) <— 


TE Tl1 
x [i+ | | fas| -eB No) Coo) | ]. 
| (2,28) 
这 说 明了 在 [wes sx] 上 有 界 ， 因为 6 是 任意 到 的 ， 从 而 了 在 fu， 
杂 有 界 . 
因 让 , 定理 等 价 于 对 Tz, 5] 上 有 界 函 数 有 它 是 黎 曼 可 积 的 
充 要 条 件 是 三 的 不 连续 点 余 体 是 mm- 零 集 . 
对 [a 可 小 有 有 界 函数 , 任 取 分 点 经 盏 ; g 一 mm 区 用 二 二 
作 大 、 小 和 式 


oD, f) = 之 一 
glD, f) = Dm B41), 


其 中 于 ae 好 别 是 了 在 [ws 雪 中 上 、 下 确 措 ， 殷 据 达 布 《DPar- 
boux) 定理 ， 弛 是 歼 曙 可 各 的 帝 要 和 条件 是 


sup gtD, f) =int oD, Ff), (2.29) 
而 人 2,29) 成 六 的 充 要 茶 件 是 存在 [4 8] 上 一 列 分 点 组 {Ds}， 使 得 
lim (oD,, 7 — oD,, f)) 一 了 , | (2.80) 

这 也 等 价 寺 存在 -一 列 分 点 组 {D,}， 


Dea a =, nel, 9,.., 
满足 D.C Dnyi( 服 后 一 分 点 组 是 在 前 -一 个 分 点 组 中 百 加 入 一 些 分 
点 ), 并 且 在 NM max(ol — wn) ->0 的 条 件 下 ， 避 .8 成 立 ， 因 


和 人 (的 法国 数 抽 勒 左 仿 - 斯 蒂 阶 舱 分 ' 13% 
毕 , 下 面具 票证 册 征 这 种 特 冻 的 分 点 组 序 饶 于, 条 件 人 .用 ) 等 价 泪 
fF 在 la, 5]. ps mm 云集 豆 可 以 了 ， 


对 征 个 点 组 DD,, 和 作 晴 妆 
、_ fm 个 ， 当 gE (ai ago] 时 ， 
gr | 和 ] 时 区 一 工 ， + ks 
fi， 沽 加 一 6 时 ， 


用品 ， 当 2E Ca 时， 
7 {ye 入 多 一 多 时 ， 
其 中 -有 的 ， oa 他 蔬 是 f [ei 1 3 由 的 虐 , 下 友 界 。 由 洒 
Ds, 所 以 
CAE TC 
Pi) EPP Et) RD), 
如 然 ， lhn baw) Hm pnw)s 中 灶 闻 在 ， 分 所 记 为 中)、 了 tm)， 声 


知 


z=1, i En, 
(2.31) 


fo EF) fF(), (2.82) 
从 吓 类 半 贝 儿 积 分 定义 ,立即 有 
De BM (ea) 0D, f), 
(2.33) 
OD pas = Fm ea) = D,, 胜 . 
由 此 可 知 , 人 .80 等 价 于 
‘lim CD]| Ch — pn) dF = 0, 
二 Cp 是 单调 全 降序 列 ， 并 区 由 一 pn 0 =4, 2, 2 ), 可 
详 引 赴 避 二 并 万 立 的 充 要 条 件 是 
了 (< 了 (oz) 
由 十 多 .32), 上 式 成 立 的 充 要 条 . 件 是 | 
Jo 二 f(%) =f(2). {2.2 


刻 久 只 要 证 表 体 人 .34) 成 立 | 的 充 要 条 件 是 了 的 不 连续 点 全 体 赴 吧 
-过 和 舍 即 二， 不 面 证 明 这 一 点 。 
必要 性 证 加 = 让 | 了 全 关 Fo 于 雷 人 .39 ， 吾 是 哇 - 淮 集 . 


这 第 二 总 勒 内 格 -斯 蒂 阶 积分 - 

又 令 百 是 1 中 一 著 分 点 全 体 , 它 是 可 列 集 , 因而 五 是 9- 堆 集 ， 

从 而 吾 U 了 也 是 mw~ 零 集 ， 今 证 尾 何 zwEZZUD, mo 必 是 了 的 连续 

点 即 可 .事实 上 , 对 任何 >0, 必 存 在 二, 使 得 
palmo) < (ao + 8 = flvo) +s, 
Fato) > fr) — se firmo) — 8. 

但 “不 是 Ds 的 分 点 ， 所 以 存在 一 个 区 河 (w 各 ,sw*) 包 会 wo， 由 

(2.85) 有 即 得 到 


(2.35) 


py) < fmn) a, 
一 Wan > fn) — 8 
此 而 当 2 Cw HE, 
| .Fo 一 Fo <e, 
即 zo 是 了 fz) 的 连续 点 ， 
充分 性 令 加 是 了 的 不 连续 点 爹 体 ， 由 假设 ， 轧 是 澡 - 零 
集 , 从 而 如 UF 也 是 mw- 零 集 。 今 证 对 任何 EEBIUP, 必 有 
了 (Cu — fo) 
即 可 .由 于 招 是 了 的 连续 点 ， 语 以 对 任何 ea>0， 存 在 $:>0， 当 
信人 Cn ,yot dH) 


(2.86) 


fle) —f (yo) | <§. (2.27) 
对 于 人 >0, 必 存 在 访 ， 当 %w 庆 坟 时 ,AD<5， 由 于 好 蕊 ,所 以 对 
任何 引 关 站) 必 有 区 间 人 人 对) 外 会 加， 直击 
的 BP NY < 
所 BC, oC (yo — 5, yo 0). 由 避 ,87) 立即 得 到 
MI — mn < zc， Ny). 
从而 Fy 一 了 yD) MD me 好 (yo) 一 了 ly)， 证 毕 . 
从 定理 生 的 证 曲 过 恕 中 容易 看 出 ， 当 了 在 [gs, 5] 上 黎 曼 可 积 
夺 , 就 有 界 。 令 型 是 六 的 一 个 上 界 , 痊 为 
(D [pis< M0), 


记 以 了 (w) EO4(g) (这 里 g(w) =z)， 然 而 


8 ig) 责 阴 数 的 得 庆 司 -斯 蒂 阶 积分 了 
La 二 fw), 
所 以 成 立 着 
定理 如 末了 是 [s, 四 上 歼 最 可 积 函 数 , 那 末 了 EO (9) (这 
里 ylw) 一 2)， 并 且 了 的 黎 曼 积分 就 是 勤 贝 格 积分 . 即 


(Bf fon= (7 | faa 


换血 话说 , 当 98(o) 一 2 时 ,O41(9) 类 确实 包 全 了 歼 曼 可 积 函 数 
类 , 并 且 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 一 残 ， 10, 个 上 Dirichlet 画 数 属 
于 Cg ( 这 时 gw) 一) 得 它 不 是 获 曼 可 积 的 . 

其 实 ， 从 定理 4 的 证 明 中 还 可 以 进一步 看 出 ， 如 果 了 和 获 曼 员 
积 , 那 来 太一 了 都 属于 01C9) (这 里 9 一 2) 反之 并 不 正确 , 例如 
必 (2)， 一 了 (都 属于 已 (的 (这 里 9(20) 一 避 类 ,但 是 Diw) 不 是 歼 
曼 可 积 的 。 西 以 证 明王 面 的 定理 成 立 . 

定理 名 设 了 是 [4s, 妇 上 有 限 实 画 数 ， 如 果 /和 一 了 了 都 属 于 
(9D) (这 里 g(%) 一切， 那 末 必 有 [ee 8] 上 和 歼 曼 可 积 函 数 训 使 得 

fh. 


此 外 , 对 于 黎 曙 -斯 藩 阶 积分 ， 当 gl2) 是 单调 增加 右 巡 续 水 数 
时 ， 了 关于 9 的 黎 曼 -斯 莫 阶 的 可 积 性 以 及 它 的 积分 和 04( 四 类 之 
闻 也 看 在 类 似 的 性 质 , 这 里 略 去 , 读者 可 以 和 逐 - - 仿 证 ， 应 流向 读者 
指出 如 下 一 点 ， 在 黎 上 过 - 斯 带 阶 积分 的 性 质 中 的 第 一 条 (网 第 一 闽 
$5 定理 8), 我 们 就 指出 , 当 了 9g 有 同一 个 不 连续 点 时 ， 了 关 寺 yg 
不 是 获 曙 -斯 蒂 阶 可 积 的 , 而 (四 中 吉 有 很 多 区 数 与 9 有 公共 不 
榨 续 点 ， 所 以 对 十 一 般 的 y， 新 的 积分 比 歼 曼 -斯 带 阶 积分 更 为 灵 
活 . 


习 题 


1 .证明 简 单 函 数 就 是 只 有 有 限 个 不 连续 点 的 贝 皮 男 数 ， 
3. 证明 任何 9- 零 集 忆 的 特征 通 数 4a( 力 必 属 于 01(9) 类 ,关上 且 


fxsag=0. 
3。 证 明 直线 上 有 界 开 和 所 的 特征 函数 如 (四 属于 01C9) 类 , 并 求 出 它 的 
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划分 | Xt, 
4 泪 扫 :对 [a, 习 下 任何 一 个 朴 关 闭 伐 站 的 娃 征 画 到 2 吉 昧 下 未 是 
各 - 洽 - Ry 那 环 XF 丰 O20)C 这 电 gt 一 加 类 ,人 Kwa 一 x WE EL， 
， 设 oe 上 且 满 证 : 
i 的 [ 臣 加 长 六 才 - 
《这 了 | i 
证 归属 在 在 了 E OC9)， 使 得 Lim gm 且 


| fag=lim | pudg. 
证 明 习 是 5 对 于 fps} 己 (9) 也 是 成 立 的 。 
6， 设 0s<a<y 证 朋 函 数 
喜 ， 当 51 时， 
ty -| 
D0， 当 Y 一 总 时， 


苹 间 本 上 纯 ( 玉 类 尊 狼 , 这 里 409 二 x 当然 可 以 在 [9 切 外 补充 规定 为 堆 ， 
从 市 为 人- 一 ce) 工 Oi( 四 类 函数 ;>， 但 和 如 果 取 


1 1 
9 一 如 lt 所 - 译 ) 


时 , 问 了 是 否 慷 于 C00? 
?7， 设 0<w<1， 社 明 函 数 


. 1 
sin 元 
一 误 一 ， 当 D<Ys 去 时， 
Fl) = 将 
1 0， 当世 二 0 时 ， 


直属 于 fo 雪上 C9) (这 里 yt 一 功 ， 间 使 得 了 E09) 的 9 应 该 其 备 秆 么 
条 性 * | 
383. 如果 存 在 [ww 幻 上 连续 函数 的 单调 道 扣 序 站 所， 于 人 


(BY rile do, 
使 得 im 加 Co 六 2)， 证 明子 学 [i 门 二 01(9) (这 里 gC2) 一 雹 类 函数 . 
{ 注 “此 中 也 可 扒 ， 到 - - 服 的 CA 的 情 这 ,当然 要 用 连续 函数 的 下” 吕 
上 b 上 一 Pr 
各 分 人 zuag 民营 而 题 中 CD az. 
又 间 :， 习题 8 中 的 条 秆 是 否 为 必 杰 的? 


$3 区间. 上 上 得 员 赂 -斯 基 阶 梨 分 i38 

9， 证 明 [a, 杂 上 一 列 黎 问 可 镜子 数 {fo}, 如 时 一 致 收 合 , 嘟 示 极限 函数 
必 也 葡 曼 可 各 并 且 可 以 逐 项 积分 ， 

10. 设 尹 是 (一 吃 ，ee) 上 韦 续 函数 ,了 是 [w 妇 上 黎 党 可 称 函 数 ， 证 归 
hef 必 是 [a, 轧 上 委 曼 可 积 函 数 ， 并 举例 说 明子 连 综 ,在 [- M，30] 上 黎 遇 
可 各 (一 20P 了 (|) 时 ,hof 可 以 不 是 黎 显 可 积 的 . 

电站 明 Coor 集 下 在 [0, 杂 上 的 全 区 辣 全 体 的 管 生男 丈 知 人) 是 
[9 刁 下 的 黎 曼 可 要 郴 数 ， 并 求 出 它 的 积分 ， 如 果 在 宫 - 长 度 为 - 占 的 余 区 
同上 7 区 入 为 出 在 下 上 的 入 为 0 证明 fe CAC9) :这 里 90 一 
并且 ( 四 | faz=3， 如 果 生 地 -长度 为 委 的 余 区 间 上 观 定 一 个 9- 长 度 ， 


它 的 g- 长 度 为 一 去 ， 而 且 下 UK 一 ee， 人 UC 09) 的 9g- 长 魔力 0 证 明 上 面 
定义 的 了 仍 属于 01C9), 并 且 [fag=0. 

12, 设 了 是 Fe, 叫 上 连续 障 数 ,证 明 , 对 任何 … 个 (-- =， 一) 上 单调 增加 
右 连 续 函 数 9g, fe O19). 

43， 试 举 一 例 说 明了 6 要 上 O34) (这 蛙 5 60 一 类 中 国 数 并 不 必 几 平 
处 处 等 于 一 个 黎 黑 可 积 函 数 . 

证明 定理 匡 


$3 区 间 上 和 勒 贝 客 -斯 带 阶 积分 


从 §2 的 讨论 可 以 看 出 ， (一 )04(9) 类 对 单 证 增加 序列 户 } 
只 要 积分 序列 fudg| 收 敏 ， 就 能 保证 T 了 的 极限 函数 (当然 是 


几乎 处 处 收 伍 汪 存在 , 不 仅 了 仍 属 二 04(9)， 而 且 可 以 连 项 积分 ; 

《二 ) 象 Diriochlet 图 数 Dtw) 这 类 得 曼 积 分 不 存在 的 沙 数 能 包 合 在 

(CD) (此 地 gw) 一 2 中。 但 也 正如 名 2 中 所 见 到 的 ， 吕 C9) 类 有 

一 个 很 攻 的 缺陷 ， 就 是 当 了 EID 时 , 一 了 未 必 能 属于 CO 信也 

就 是 说 Oi 办 燃 对 减法 运算 不 封闭 ， 所 以 还 要 把 (DD) 类 再 扩大 

成 对 正法 运算 也 和 对 于 的 人 -总 类 (如 果 8 一 台 是 要 扩大 成志 
类 ). 


定义 设 了 为 < 02 上 有 限 实 玄 数 ,如果 存在 及、f E09， 
使 得 


is6 第 二 党 ” 副 风 类 - 斯 藻 阶 积分 
f (8) = 六 (CD ~ fs), (8.1) 
称 于 为 ( 闫 于 四 勒 由 说 -斯 蒂 阶 可 积 西 数 ， 或 (关于 四 (m5) 可 积 
丽 数 , 也 可 简称 为 (关于 分 可 各 函数. 《关于 从 可 积 函数 全 体 记 为 
CS) (9), 称 | ug 一 | Pag 为 了 的 (关于 休 的 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 积 
分 , 记 为 
wf. 
特别 , 当 glw) 一 ws 时 , 称 了 是 勒 册 格 可 积 函 数 或 ( 厂 ) 本 积 丽 数 .《) 
可 积 画 数 全 体 记 为 五 而 称 | dw 一 fds 为 站 的 勒 由 烙 积 分 . 记 
为 
(万 上 uw 【或 简 记 为 | faz). 

当然 , 要 上 述 定义 是 恰当 的 , 还 必须 说 明 如 果 又 存在 局， 如 

(gD); 使 得 


Fo) = 8) — ha (8) (3.2) 
时, 必 有 人 ms 一 | ar=| Pa 一 Pay 
事实 .上 , 这 是 没有 问题 的 。 因 为 从 (3.1) 3. 为 立即 得 到 
万 十 而 一 户 十 而 。 《3 .3) 


但 心 ( 的 类 对 加 法 运算 是 封闭 的 ， 并 且 消 数 和 的 积分 等 于 积 务 的 
得 ( 见 关 2 定理 助 ， 国 而 从 43.3) 得 到 


| fudly +| hody -| fig +| hdg, (3.4) 

从 而 fuag— j hdg = ] fidg— ] fudgtE]. 
对 于 < 5> 关 (一 00， 00) 上 《ImS) (9) 类 函数 f， 我 们 也 常 在 
< > 外 的 感 上 补充 定义 了 的 值 是 零 ， 从 而 成 为 (一 oo, co) 上 
(8) (四 类 . 今后 在 一 般 情 况 证 ,并 不 特别 强 油 <%, 5> 和 (一 尼 ， 
[ 注 ] 其实 自 位 .人 得 到 此 式 时 ， 只 要 (| wag， [vag) 了 者 (| frag,， [nag) 中 
有 -一 对 是 在 限 针 就 可 以 了 , 另 - 对 可 以 是 无 恨 大 的 (参见 附 录 中 第 7 小节). 
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o0) 的 大 别 . 
下 面 给 出 (5 扩 类 的 初等 性 质 
IT (LL-S) Cg) 类 初等 性 质 
定理 1 设 / hECES) (DD， 


GD (单调 性 ) 当 了 之 A 时 ,| 丰 9>| hdg; 
(2) 《线性 Ja 8 为 任意 两 个 常数 , 则 af-BhE CI-5) (9), 日 
jefe1ag=o | fag-rp | sag (8.5) 

(8》 设 男 有 一 个 函数 (2)，h(wm) 二 f(z)， 那 来 
EE (LS) (9), 
并 且 |hag= {fag 

人 人) 《区 间 可 加 件 )[ 吉 ] 设 < 8P 信 =1…，) 位 是 有 腿 个 奈 水 
相交 的 区 间 , 并 且 

ca, b> = | Cay, bo>, 
fml : 


那 来 是 <4, 3> 上 (ZI-S)(g) 类 函数 的 充 要 条 件 是 是 每 个 ca 
b> 上 的 (Z-S)(O) 类 函数 ,并 且 


A RL | (8.6) 
(45) 《绝对 可 积 性 ) | 了 E (L858) (9), 并 县 
| agl <f if 109, (8.7) 


人 6) maz(f, h), min(f, DE (IL-8) (C9), 而且 
| max, Dig>maz( | fag, | hdg), 


fmincy, 六 dg<min(|7ay， | aeoh 
(7) 《 惑 贝 格 积 务 的 平移、 反射 不 变性 ) 设 是 (一 co，coj 上 上 


{3.8) 


[ 注 ] 利用 积分 的 极限 定理 (定理 38.5), 可 以 将 这 个 性 质 推广 到 一 判 下 水 相交 的 区 
亲友 ay 机 好 的 情 吕 ( 见 纪 十 187 。 
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勒 贝 格 可 积 画 数 ， 那 未 对 任何 so fw-wo), 了 ( 一 2) 都 是 勒 中 烙 可 
积 的 , 而 也 


[f(t mn) ds | fer)as, (8.9) 
(We 0) dr= | Go (3.10) 
证 明 设 


fo fi fs, hh hs, fi, Fs, hi, ha OT 《7 
(1 省 寻 , 电 有 广 十 ho 主语 十 记 ， 由 G 纺 类 的 积分 单调 
性 , 可 加 性 ， 


| Pao+| mdg> | Rd! { fag, 
从 而 | fag-| 户 dg 一 | fdg>| hdlg - | hh og-| hdg. 


(2) 以 ee0, 8 所 0 为 例 来 证 明 , 因 次 
of toh= oft BR) - (afatt Bh), 
所 已 ef+BhE CS) (9 ,并 且 


| Cf-+ Bh) dg™ | Cfit (~ B) hs) dg 
-| fst (~ 8h)eg 
-oj fdg+( -8) [hseg 


a [fadg— (8) | hadg. 


整理 后 就 得 到 (3.5). ea.8 的 其 它 情 况 类 似 可 以 证 明 . 
(3) 用 于 了 820 而 和 EG ,所 以 1--EO4t9), 并 且 


fiag~o. 
由 于 了 (f 一 有 ,由 ( 扩 知 道上 E (8) (四 并且 
tog= reg [ptag [fog 
(4) 当 了 是 mw 5> 1CL-8)(9) 类 时 ， 天、 所 部 是 好 > 上 
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2 寺 $2 定 三 2 的 由， 方 . 方 分 别 是 每 个 < Bw 站 一 十 
号 ，…-， 7) 上 上 的 Out9) 类 ， 着 日 在 < 8P> 二 一 访 - 户 , 册 而 了 是 每 
一 个 <, B85 上 上 的 (L-S1(g) 疾 ， 反 之 ， 如 罗 了 是 每 个 <ms b> 上 
的 CL- 人 (中 类 ， 于 末 避 有 < pi 上 (0) 类 冰 数 六 .J 如， 他 得 
f= 一 J 在 < 69 于 成 守 ， 如 职 < 5> 上 上 的 方太 分 别 为 
f= ff, =f gE Lm, Py, t=1, 条 
出 人 2 定理 2 的 (4 知道 , 方 、 户 都 是 “op> 上 ce 类 国 而 了 一 
ji- -产生 < D> 上 《人 执 类 画 数 。 
百 利 用 $3 证 理 2 中 01(9) 类 玖 数 的 区 间 可 如 性 的 积分 学 ™, 
立即 刊 遵 局 .6) 式 碟 立 。 
(6) 设 了 一 户 一 户 , 因为 方 ; 思 EC:(9)， 地 存在 Ov 炎 < 中 单调 序 
绚 {pn {ww 使 得 


| w dg 4, J hag<4, A<e, 
着 且 ]im ps fs, lim fn fs. 
不 芒 设 p20, 出 字 0 (否则 用 {ps 一 po}、 {中 po} 分 别 代 韦 
{gp pl, 其 中 go 一 nin tg 所 On. 和 守 是 ， 亢 列 画 歼 ， 


mas(pw 由 ) 一 二 [pe 二 由) 十 |mr 一 此 站 和 mr 二 几 ， 
. .| . , (C3.11) 
min (ps bo) = pot do) — [pt TS pots 


N11, 2 . 
部 基 ( 非 钢 ) 贡 单 函 数 的 单调 增加 序列 , 并 且 秀 别 有 
lim Ts Wi) max (fi, fo) 
(EFA)) (8.19) 
lim In Wr) = min( fi, fo) 
(= 十 \ 万 十 太一 | 六 4D)) 人 
出 C3.11), 县 然 有 


1 第 二 章 ”期 贝 格 -斯 蒂 阶 积分 


| mazc。 tdg<24, | min(po $ydg<24, 


由 此 可 知 maxf 六 万) minf 六 ED 人 ， 所 以 当天 一方 一 户 
时 . 
[fi =maxt fi, fa) 一 min( fi, fo), 
fmax(tfi, fa -f= fi— min(f, fa, (3.183) 
FF =mastf, fo) -f=fo—min(tfs, fo) 
都 是 (1-8) (四) 类 阔 数 . 
固 为 —|f 2) | f(s) fs) |, 
再 利用 积分 单调 性 , 立即 可 以 得 到 (3.7). 
《6) 报 握 {6 的 假设 ,由 (5) 可知 


maxtf, = Ft + 1 


min(f, P= BEF fhlie -8) (9). 

叉 因 六 max(tf, jf, max(f, hk, 

min(f, Ef, mincf, hh, 

利用 积分 单调 性 , 立即 可 以 得 (3.8)， 
?7) 因为 对 任何 zo，<6, 8> 和 < 十 ao 8 十 wo> 的 mm- 长 度 相 
间 , 同样, sw 8B> 和 <--8， 一 a> 的 m 长 度 也 相同 , 容易 从 品类 积 
分 好 义 {( 或 用 黎民 积分 知识 ) 推 知 ; 对 任何 wpECn， 
[es zo) do | pe) Oy, 


{oc adz-| Cam 


而 对 任何 Eco= 雪 时 ， 存 在 {ocon， Pn Pri (NR = 
工 , 2, 0 Hmg, 二 六 并 月 . 


(3.14) 


[fly a = tim 人 人 oa (3.15) 


由 于 rr 零 集权 移 动 和 反射 变换 后 仍 为 和 m- 零 集 ( 吕 SIE 二 题 12)， 
所 以 
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Pi (vw 二 m0) Da 《人 十 3o) < + Dn {十 eo) < 
Lim gm 十 oo = (% + ro). 


To Er 


再 对 每 个 we。 利用 (3.14), 立 节 得 到 


OL lim [AGE =J]im | gn (w+ 0) dz, 
和 本 (3.16) 
{f@ dw ~ lim J (PY 一 lim | Pn (CO— oy, 


因而 fz 了 -EOCND 95) =z)， 并 月 由 [3.16) 还 得 到 
[fuss Tim {pst ro) d= WoL 


{f(a) dv= lim fy. sidw= | f(a 


定理 证 毕 . 

出 定理 上 中 的 (六 更 一 般 的 就 是 (3 (四) 类 中 变数 变换 的 隔 
题 , 这 将 在 第 三 章 中 介绍 ， 

%.， 积 分 逼近 和 全 连续 性 

这 一 小 节 要 介绍 一 些 经 常 被 用 到 的 积分 台 近 的 结果 ， 

定理 2 设 fE (LS) (9g), 那 末 对 任何 #>0， 

(1) 必 人 存在 简单 曙 数 ,使 得 


ff -pldg<e; (3.17) 


(2) 必 存 在 全 真 线 上 连续 画 数 o, 使 得 (3.17) 成 立 ; 
(3) 当 了 是 [e, 四 上 上 (IL-8) (9) 类 函数 时 ， 必 存在 [e, 8] 上 多 
项 式 卫 (%), 使 得 


| 1f—Plag<e. (3.18) 
le .h] 


证 明 (1) 因为 f= 所 一 所 ; 所, 方 E 人 (站 由 8$2 定 理 2 的 
{5}), 存 在 gi, paEO6, p< 有 (6=1, 2 ， 目 | 


[fag<| Pidlg+ 豆 ， Ss=1, 2, 


取 8=gp1 一 a, 从 而 
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1- olog<| | 产 一 mag 二 | 一 wm 


< 一 三 于 一 频 ， 


马 2 
(2) 对 任何 8~0， 由 (10, 在 这 E05, 征 得 
| pldg 5 (3.19) 
因此 ,如 用 能 找到 ( -oo， oo) 上 连续 汇 数 市 ,使 得 
pg -wig < 这 . (3.20) 


那 术 从 (3.20) 和 (3.19) 尼 好 可 得 
[wflag< (ly -olag + fp ‘flags, 

摘 言 之 ,证明 (22) 的 关键 是 对 每 个 pEO6, 证 妆 能 把 o 修 改 克 连续 
函数 站 ,使 得 (3.20) 成 立 ， 

显然 , 只 要 考虑 汪 种 情况 ， 

C=. 

对 任何 9>0， 必 存 在 \m， 有 了 fa 使得 (个 惫 取 扩 8 为 了 的 
连续 点) 

gCB) -glo (gC) — gre 0)) < 妆 . 


作 真 线 上 连续 洱 数 晤 由 (ao) ~e， 当 z 蕊 (a 月 时 ， wo) 0， 而 
小 (z) 在 (a,B) 上 清 足 | 小 (2) | 所 |o|、 显然 ， 这 种 连 纺 尖 数 是 存在 
的 ( 讽 如 ,在 fe, 由 上 取 连 续 折 线 丽 数 即 可 )， 因 此 


fo-wlag=f ie-ola 


一 (|., 十 | + ) (pwladg 


acto( lo, 7) Ho9tte, B))) 
—20(y6— OD — go TogB) ga) < (3.21) 
CD 六 在 fa, 人 二 限 值 为 efe 基 个， 而 mmE (0 科 时 P28) 一 
0 对 任 条 0, 衣 [eBj 己 (8 站 ( 不 妨 设 &. 且 是 9 的 连续 点 )， 
并 且 二 | 
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ga, 8) — gt Le, 8B]) 
=(g(8—0)— 9g) + (gm —g (0) < Da. 


作 ( oo， ce 上 连续 因数 汕 ， 当 sw fa, 情 时 ， 兴 (2) 一 0， DC 
a, PIR, Bb) =0, 当 EE (a, 0) UCB, $8)O, I Ra | el 流 
函数 可 作 很 多 )， 因 此 


| lp -widg— | | wldg 


-( 人 + | +,) |9 | wlag 
T2090m) go) gb OD BD mn, (83.2% 
《LIE) X[-- 一 般 的 大 EO 全 存在 有 限 沾 五 不 机 和 颁 的 有 限 玫 区 疝 
或 单 点 华 形 的 区 间 <ar， py 一 使 得 六 在 < > 上 为 非 
零 常数 C 四 此 ， 有 可 六 补 党 1 DD, 右 是 CD 有 形式 的 耳 数 
ps 的 和 ， 好 -= p22 处 = -wT 二 :对 得 个 Ps, 得 划 连 Sh 肖 数 使 
得 (3.31) (3.22) 成立， 由 上 丝 可 知 . 
lo=yloag<B | lp lag es, 
即 (3.20) 成 六 ， | 
3) 对 于 Te， 4]， 由 2 存在 全 可 线 上 泛 包 者 使 得 
A 


将 内 闹 为 [we， 开 上 连续 显 数 ， 由 Waieastoss 生理 .在 在 多 项 式 
P(g), 使 得 


max hw Dir) | 去 ee 


EP i - 2.9% [a, 8])+1 0) 
因而 | | 


--， Ta hs ot 一 
le Plir<| le 中 og+ | ly Plig 


A 
“本 可 一 
证 举 ， . i 
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注意 二 定理 2 的 全) 对 于 无 眼 区 则 的 情况 ， 一 般 是 不 成 立 

的 ， 例 如 8(z) = 是 [a, 四 上 工业 ,在 [sw, 厅 外 补充 规定 了 的 值 

为 零 , 仍 记 补充 定义 后 的 函数 为 也 易 知 是 (一 co, co) 上 的 工 类 

天 数 ， 这 时 ， 对 于 例如 s 二 +4, 就 不 存在 (一 ce，co) 上 的 煞 项 式 卫 ， 
使 得 

| Plan<t (8.23) 


事实 上 ， 如 果 有 了 使 上 式 成 这, 因为 卫 是 多 项 式 ， 因 而 在 完 分 大 
的 [一 多 (不 妨 变 [一 刁 [s, 人) 外 的 值 [ 忆 | > 工 显然 在 
[一 用] 外 ， |f-PI>1. 因而 


[lf-Plas>f ,If-Plds>2. (3.24) 


(8.24) 与 (3.23) 是 矛盾 的 . | 
名 定 是 2( 约 中 卫 (z) 可 以 换 为 只 取 有 理 系数 的 多 项 式 , 结论 
仍 成 立 . 这 是 国 为 对 任何 9>0, 对 任 给 的 过 项 式 了 fo) , 必 存 在 有 
理 系 数 多 项 式 了 Py(%w) ,使 得 在 [w, 5] 上 , | Po) 一 Pw) | < 一 7 成 立 ， 
利用 这 个 性 质 容 易 知 道 了 (wm) 换 为 已 (ww) 也 是 对 的 . 
二 如 果 定 理 2 中 给 定 的 了 是 有 和 田 的 , 即 
M—suplf(e) | <0, 


闭 末 定理 2( 了 )、(2).(3) 中 的 g, 已 还 可 做 到 满足 
| [HH, IP | <M. 

如 果 定 理 2 中 了 是 有 限 区 间 [e, 妇 中 (也 -S) (g) 类 函数 ， 那 来 定理 
3，( 人 中 的 m@ 还 可 以 做 到 在 某 个 有 限 区 闻 (e，B) 二 Ta, 缮 外 等 
于 零 . 

利用 积分 通 近 定理 可 以 得 到 积分 的 全 连续 性 ( 它 的 最 一 般 的 
形式 可 见 第 三 章 §2 定 埋 了 

系 设 f 是 <4, 5> 上 的 (Z-S) (g) 类 函数 , 那 末 对 任何 a=0， 
必 存 在 8> 0, 使 得 对 任何 区 间 IC cu, 办， 只 要 gC 了 ) 之 8 就 有 


中 ae|<s 
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证 明 ”对 任何 * 汪 0, 由 定理 3 的 (了 ,存在 gE 0, 使 得 
-elao< 芭 
取 定 男 后 ， 记 M— max | 7) |; 这 时 取 
EE 
8- 3M -+1Y 
即 可 ， 可 实 上 ; 任 取 Tc<a, 5>, 如 果 gC) <3， 那 未 
fag <|, (fF -plag+ |, ielw 
[9 去 1 
Ft Rr 
证 毕 ， 
关于 全 连续 性 可 参看 本 节 习 题 1~3. 
积分 晕 近 的 田 一 个 重要 序 用 是 用 它 可 以 证 明 黎 受 - 勒 贝 格 引 
理 , 这 可 见习 题 4 
3. 元- 二 ) 积分 的 极限 定理 
这 一 修 节 将 介绍 (3) 的 积分 与 极限 交换 顺序 的 定 再。 从 它 
可 以 明显 地 看 出 (五 -8 积分 在 积分 与 航 限 变换 顺序 问题 上 上 比 (B) 
秋分 或 ( 且 -R) 积分 有 优越 性 ， 为 此 ,我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 
a, fetg), 


使 得 f= fo, 
而 下 fa.0, | fllg 8, 
证 明 因为 了 EC 的 (所 以 存在 加 ,Bs EO(y), 使 得 
f= Ri ~ hs. 


对 于 各 ,由 $2 定理 2 的 (5)， 存在 gE Cu g 世 有, 并且 
| jag<|wag 十 8, 
今 作 广 、 天 如 王 ， 


- 如一， 当 各 守 多 时 ， 
六 当 Ru 时 ， 
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fy, 当 Rap 时 ， 
A 的 法 pp 时, 
最 然 ， 刀 = 下 一 各 态 主 如 一 站, 了 一方 一 方 ， 而 且 
0, | Pag-| tag fwdg<s. 
因 革 一 gE 记忆 户 , 二 亿 {HH ， 证 些 ， 
定理 3{ 勒 维 (LevDj) 引 理 ) 谈 1 是 一 纠 (天 于 的 的 勒 页 格 - 
斯 带 阶 可 积 丫 数列 ,如果 潢 是. 
C1) 太志 
G1) {fdg<4 eo 
那 林 必 存 在 (关于 办 勒 由 带 - 斯 带 阶 可 积 画 数 使 得 lim 所 二 J 
并 且 | 
| fag —lim | Fulg. (8.20 
与 定理 3 等 价 的 级 数 撒 式 的 Tevi 引 理 如 下 ; 
定理 设计 是 (关于 力 勒 由 格 - 斯 落 阶 可 积 函 数 序 列 ,如 
果 满 足 
(i) WO - . 
(ii) [Gu) ag<4<0, hl1, 2, .3 
那 末 必 存 在 (关于 起 勒 风 榈 -斯 蒂 阶 可 各 也 数 了 使 得 
Si 2) 1%), 
而 且 
| fag=B was. (83.26) 
定理 8 的 证 明 ”由 引 理 1 对 每 个 必 人 ,存在 
Ry Og), ty — fy — Ry, 
而 且 ,0, 


jaay< 翅 ， v1, 2， 《3.27) 


雇 关 渤 
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从 售 . 针 } 我 们 有 
Saagt. 
由 二 她 沁 0, 所 以 加 一 声 十 如 蕊 0。， 寺 是 
. SJ Blagt [aa0) 
< Huigrieo. (3.28) 


由 上 访 | 入 dg oo( 即 (3.28)), 利用 已 ( 押 交 的 勒 级 避 现 ,使 得 到 
级 数 
A 和 he) 
必 分 别 儿 乎 处 处 收敛 守 0,(9) 上 画 数 (oz) 和 (zw), 并且 
| jag- 名 | hdg, 


| ao SE hayg, 


中 


因而 f=h--kE CE-AN) (9g), 


LOR AO ACU DAC 
订 且 | ws=| | jay 


= > | Fr 一 习 j zay- > Jay, 
即 13.25) 成 立 ， 证 毕 , - 
起 定型 多， 立即 得 到 涉 面 一 个 有 用 的 系 . 
系 1 证 阐 闫 于 四 黄 内 格 -斯 蒂 阶 可 午 , 而 日 子 法 0 如果 
| ms- 
于 米 必 有 了 =0. 
证 明 在 定理 当中 取 包 (2 一 2), ?一 1, 2,.…， 轩 为 


jag | fog-0, 
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所 以 Slay-o. 

由 定理 中 可知 ，Zet 人 2 一 了 (2) 十 总 十 十 F220) 十 … 应 坊 几 平 

处 寻 收 促 , 因而 在 收 襄 点 ww 上 ,必然 vz) 一 0， 所 以 f=0.， 证 毕 . 
对 于 单调 下 降 的 情况 , 也 有 类 似 于 定理 3 和 8' 的 结果 . | 
系 名 (1) » 设 有 是 一 列 (关于 乃 革 页 格 -斯 蒂 阶 可 积 需 数 ， 

如 果 eh 太 六 下 方 袜 4 和 并且 


| Far>4> -oo， n=1, 2 
闭 玉 必 存 在 (关于 四 的 勒 贝 格 : 斯 贡 阶 可 积 男 数 疡 使 得 lim fo =f, 
并 且 | 
| 各 -下 je 


(2) 设 {i} 是 一 列 ( 关 于 9) 的 勒 贝 格 - 斯 蒂 阶 可 积 画 数 ,如果 
刀 谤 人 兴 , 并且 


{Dug>4> 0, B=1, 2, +. 
那 本 必 人 存在 (关于 的 囚 贝 格 - 斯 蒂 阶 可 积 函 数 了 使 得 /二 3)%， 
并 和 且 
| ar- 习 | wao. 

下 次 证 明 另 一 个 极限 定理 。 为 此 , 先 回 忆 一 下 上 ,、 下限 概 念 : 
设 fo 是 一 个 数列 ， 它 的 一 急 收 合子 序 询 (多 许 “ 玻 合 ” 十 正 匹 限 
大 或 负 无 限 太 ?中锋 限 最 大 的 、 最 小 的 分 别称 为 上限 .下 限 , 分别 记 
为 Lim vw, li om， 

例 

GD 对 于 {DY, Hm-D"el, lm(~-D"- -1. 

地) {ms} 是 [0, 11 上 有 理 点 全 体 ， 

lim rm 一半 lim 一 0 


(3) {4} 是 自然 数 序 列 ， 
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Lm nn — lm 和 一 oo 


(4 对 于 二 Tin Lm -0 
Hr 
下 面具 已 知 的 事实 ， 
(4) 设 4 是 常数 , 则 
lim(%,+0) =— Hm ota, 


lm, ta) =lim », tw. 


(2 {zw,} 存在 极限 (允许 极限 值 为 无 限 大 ) 的 充 要 条 仁 是 


lim »,—=lim gf 一 1im w,). 
本 让 = 人 -ee 
(3) En 一 oa) 一 一 In ea,, Hm(C—%)= —1m ez, 
和 -让 二 再 ma 


(4 1 Hm lim min(t,, tir ***, Wat); 


Hr HN 一 :5 


Lim #,—Im Im max(w,, typts “7 nt), 
加 


上 上 面 (D ~ (人 是 我 们 下 面 要 用 的 上 下 限 性 质 ， 有 关 ( 约 的 证 
明 兄 本 书 附 录 中 第 十 小 节 . 

对 于 定义 在 某 个 集 召 上 的 函数 列 { 九 ,可 以 定义 这 列 函 数 的 
上 起 函数 .下 限 函 数 如 下 ， 对 给 定 的 自然 数 wm， 作 吾 上 函数 

Gm ls) — min fo), ,forin(®)),. (8.29) 

显然 ,网 定 mW Go} 荐 m 的 单调 下 降序 列 , 记 Go) 一 Jim Glum (a) 
(允许 Guke) 取 无 限 大 值 ), 那 来 {G。} 便 是 加 上 单调 增加 序列 . 记 
G(w) 一 im Gu(e)， 称 G(s) 为 { 太 } 的 下 限 西数 , 记 为 


和 (一 im flw). 


同和 狼 引 入 召 上 冰 数 
Fm Ct) =maxtf, (2), 本 3， 《3 .307》 
称 卫 (2) -lim lim nw) 是 {fo 的 上 限 画 数 , 记 为 
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P(e) Hm fo). 
定理 秘法 都 (Fatou) 引 理 ) 设 记 } 是 (关于 四 勒 幢 柑 -斯 
募 阶 可 积 函 数 序 列 ， 如 果 义 有 一 个 (关于 四 蔓 山 格 - 斯 蒂 阶 可 租 泗 
数 jo, 售 得 

天 沁 太 Ce 二 2, …)】 县 Tim | jay<co， (3.91) 

那 林 Jim 万 必 是 (关于 分 勒 员 格 -斯 蒂 阶 可 积 丙 数 , 而 且 
| 种 rapstim {fog. (83.32) 


证 明 对 {Tf.} 必 (3.29) 的 函数 他. 显然 ， Gn 是 勒 贝 格 - 斯 
蒂 阶 可 积 的 ， 及 由 于 (nm 六 fn, m=1, 人 2， … 内 上 时 


[Gumidg> | fuig> 一 (3.83) 
盏 定 % {Gm} 是 单调 下 降序 烈 ,利用 的 系 2 揭 人 ,立即 可 知 
人 一 lm 人。 
勤 贝 烙 - 斯 蒂 阶 可 积 , 并 且 
| ear=lm | Gomdy (n=1, 9, «ey (3.34) 


但 {GF} 基本 积 画 数 的 单调 增加 序列 , 又 由 于 
Ga Fn GG=1, 2, +, m), 


所 以 | Grnag min (fag, 于 Pag， "os [fn09), 


T3099 本 


<Hm im min ( {fg, … 人 Proag) 
<o0, 
暂 和 而 对 {G 可 避 用 定理 83， 立即 得 到 
Im Go 一 lim 天 


是 (I-59 (DD) 类 函数 
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| lim 六 gg 一 | lim Gdg — lim | Gdg 


lm lim min (7 | rapg) 


TY Tr 


-lm | fay 
证 毕 ， 
类 似 地 可 以 证 明 下 面 的 上 限 形 式 的 Fatou 引 理 . 
定理 人 (Fatou) 设 { 玫 } 是 (关于 办 勒 风格 -斯 蒂 阶 可 积 本 
数列 , 状 且 存在 另 一 个 (关于 仿 勒 贝 格 -斯 带 阶 可 积 通 煞 及, 使 得 
ffoln=b, 3) Il| Fag> 一 oo， (8.95) 
那 末 li 户 必 是 (关于 9) 和 勒 员 格 -斯 带 阶 可 积 函 数 , 面 县 


/fg>m | fay. 
定名 4 局 史 一 个 但 明 方法 是 直接 验证 序列 { 一 太 } 话 合 定 开 
4 的 条 作 ， 从 面 用 定理 工 的 鱼 论 以 及 上 、 下 限 前 性 质 人 ) 得 到 本 完 
至 的 绪论 ， 
注意 ， 定 理 生 中 条 件 态 妆 太公 一 工 2 是 不 能 去 掉 的 . 
例 1i 到 | 
上 当 waE [0, 所 时， 
= —1, 于 必 毛 [—x, 们 时， 
Lo, 当 gz 各 【一 co， 一 六 U Cn, co 时 ， 
n=1, 2, -. 
叉 玻 gt) 一 5 时, 蛛 然 lim 访 外 外 和 存在 , 并且 极限 畏 数 是 
1， ” 当 ws6G [0，co) 时 ， 
7 一 一 1， 当 wE( 一 oo, 0 时. 


显然 ，{ az 一 0, n 一 1，2，.…， 但 了 不 是 勒 员 糙 厅 积 国 数 ， 四 为 


对 一 拥 sE (一 eco， 00) ,|flw) | 一 1， 所 以 | 不 是 蔓 内 柯 可 积 耻 
数 , 因而 了 也 不 可 能 是 勒 内 稳 可 积 的 . 
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同样 ,定理 4 中 Ii im | 记 dg<eo 这 个 条 件 也 不 能 去 淖 . 


例 2 仍 取 y( 四 = 乞 ， 
f(a). | 1， 当 2E [一 多 刘 肘 ， 
0， 当 z€E(~-0, 一 和 DU (no0) 时 ， 

这 时 可 以 取 如 一 0, 而 六) 一 Dm 加 (全 一 寺 显然 ,在 全 co， co 
上 不 是 勒 员 格 可 积 的 ， 

利用 定理 4 和 和 沙 , 我 们 又 可 得 到 勒 内 格 的 控制 收 伍 定 型 . 

定理 5 控制 收效 定理 ) 设 { 有 是 ( 关 士 力 蔓 贝 格 - 斯 蒂 阶 
可 积 顷 数 ， 并 且 儿 乎 处 处 收敛 于 二 如果 又 存在 (关于 四 勒 只 格 - 
斯 还 阶 非 负 可 积 沙 数 了, 使 得 


WAC STAC \3.36) 
那 末 f 必 是 (关于 办 勒 贝 客 -斯 蒂 阶 可 积 的 , 并 且 
J fag~tim [fag9. (3.37) 
证 明 由 条 件 (8.36) 得 到 
一 也 安 lim flim flim 所 卫 ， (3.88) 


因为 也 ( 丰 而 一 FF) 是 勒 只 格 -斯 蒂 阶 可 积 的 , 因此 对 序列 J,}， 宕 
理 4, 4 同时 都 可 以 用 , 由 此 得 到 


| fdg< | ji fay— | ms 
-| im fag li | fig. 
在 对 任何 数列 {ow}， 总 有 


lim Er <jlim dn, 


因此 从 上 趟 立即 得 到 人 .37)， 和 还 毕 . 

难于 一 个 序列 {fr 中 ， 了 满足 条 件 (3.36) 时 ， 称 召 是 { 厌 } 的 
控制 疼 数 ， 控 制 政 合 的 乏 贡 积 分 定理 最 初 是 由 勒 上 由 格 在 更 贝 梳 积 
分 ( 即 9(y 一 地 情况 下 歼 得 的 ， 这 里 是 对 一 般 的 单调 增加 有 连续 
二 数 建立 的 . 
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显然 ， 定理 5 中 要 求 存在 一 个 控制 活 数 户 , 并 且 厂 是 可 各 的 
这 个 条 人 不 和 是 去 掉 ， 希 望 读者 络 出 反倒， 控制 驳 误 定理 的 重要 特 
歼 倩 况 基 有 界 收 人 就 定理 ， 
系 1 设 { 放 是 <a, 人 2 上 上 均匀 有 界 的 丽 数 列 , 并 县 几 平 处 处 
站 伍 于 万 如 果 9 人) 二 co， 那 末 


oo = Ii 0 
ff 了 a | ,7 人 


证 明 由 { 几 } 的 均 句 有田 性 , 所 以 存在 常数 开 , 使 得 
I 不 | 专 开 , . 

另 一 方面 , 9(<q, 8>) 是 有 限 的 ， 因而 了 (2) 二 姥 是 <a, 6> 上 输 风 
格 - 斯 蒂 阶 可 积 移 , 而 且 可 作为 { 记 } 的 控制 函数 , 由 定理 5 可 知 系 
二 成 这 . 

系 工 的 两 个 重要 特例 是 ; 

{1 当 乡 是 (一 se，co) 上 上 概率 分 布 , 即 多 (一 oo，oo) 一 刁 

(2) 当 gz 一 w, 面 区 间 <e，z 是 有 限 区 间 , 即 ga, 68>) —» 
一 人 

在 上 述 两 种 情况 下 , 只 槛 【 广 } 在 人 5> 上 均匀 有 界 且 几乎 处 
处 收 伍 蝶 可 以 了 . 

下 面 再 给 出 控制 收敛 定理 的 田 一 种 常用 形式 ; 

系 吓 设 1f} 是 <, 8> 了 一 列 ( 关 于 罗勒 风格 -斯 玫 阶 可 积 
甬 数 ， 如果 二 玉 } 在 <&, > 上 开平 处 处 收 禹 于 户 并 且 存 在 《4,5> 
上 (关于 用 的 可 积 男 数 浆 , 使 得 在 co, 5> 上 

[om [EF (wp), 

那 末 f( 美 于 办 是 勒 内 格 - 斯 带 阶 可 积 的 

证 明 和 作 er, 8> 上 函数 到 
Po 一 max {mint futw), FP)), — FC)}. 


显然 ， | 
— Fog Fm), rE a, 5>, n=1, 2, 

和 并且 每 个 四 都 是 <a，5> 上 勒 上 内 柳 -斯 蒂 阶 可 积 的 ， 因为 除去 一 个 

乡 零 集 召 外 
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[FOD < Timf.() -f(a) 
由 此 可 知 , 当 ”= 己 且 时 
Him p(w) =f(%). 

这 样 ， {gp,} 便 是 几乎 处 处 收敛 于 了 的 可 积 函 数列 ， 并 且 以 如 为 可 
积 控制 函 获 ， 由 定理 立即 知道 了 是 <o, 5> 上 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 可 
积 函 玫 , 而 且 还 有 

lim| pdg—| , fag. (8.39) 


oby Cab) 
现在 引入 如 下 概念 ， 
定 愉 设 了 是 co, 58> 上 有 限 实 函数 ， 如 果 存 在 分 习 呈 人 W， 售 
得 lm ph 那 来 称 了 是 “az 5> 上 g- 可 测 函 数 ， 


有 系 2 表明 ， 剂 于 “<G, 58> 上 0 可 测 画 数 疡 如 果 存 在 < 5> 上 
可 积 函 数 如, 使 得 |fi 专 了 , 那 末 了 必 是 <4,，5> 上 可 积 画 数 . 


应 该 注意 ，】 Jay 的 什 应 是 (3.89), 一 般 说 来 
lim (aby Jndgz C45 fdg. 
例如 [0, 1] 上 上 机 数 列 
0, 当 w€[ 土 , 41] 时 , 
fr(s) 一 1 nO—1, 2 
a 当 wE[ 90, 元) 时 ，， 
显然 Im 所 =0。 如 果 取 glw) 一 2 易 见 


iim | 。 Haz=1x| 0d 


有 有 关 逐 项 积分 的 一 种 充 要 条 件 将 在 第 三 章 有 4 中 给 出 。 

可 济 画 数 是 一 个 重要 的 概念 ， 我 们 将 在 第 三 章 中 专门 讨论 : 
这 里 引入 此 概念 无 非 是 为 了 叙述 的 方便 . 

4. 复 值 函数 的 积分 

现在 将 积分 推广 到 复 值 函数 的 情况 . 
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定义 设 了 是 < b> 上 前 复 值 函数 ， 如 果 了 的 实 部 产 和 虑 
部 用， 刻 一 计 (J+ 力 ， 记 一 坟 (J 一 力 [ 注 力 分 别 是 (关于 9) 革 由 


格 -- 斯 蒂 阶 可 积 的 实 阴 数 ， 那 永 称 所 关于 扑 是 勒 幢 裙 -斯 带 阶 可 
积 , 并 且 规 定 了 的 积分 


| fag~ [fidg + | fudg. (3.40} 

对 于 复 什 国 数 了 本 节 前 看 所 有 定理 的 结论 都 是 成 立 的 . 这 里 

.只 证 明定 再 1 的 (四 中 的 名 .如 D 式 ,其 余 的 证 明 建 议 读者 自己 完成 ， 
现在 证 明 (3.7) 式 在 复 值 酒 数 情 况 下 成 立 。 因 为 


] ar-| Faosrijpao 

- 记 复数 | fg 的 极 党 标 表示 为 ve"， 那 来 有 
jiag|~er [fag— fcos0agt [fsingdg |: 
~ Jroon0 tpsinage /1flag, | 


5。 逐 项 积分 定理 的 应 用 

这 一 人 小节 中 将 给 出 前 面积 分 和 极限 交换 顺序 的 定理 在 参 变量 

积分 和 Fourier 变换 中 的 应 用 . 
定理 设 f(w, 如 是 定义 在 矩形 <x 8 xxa, By to 有 上 
的 有 限 河 数 ， 如 果 对 任何 固定 的 iE <e， 始 ，f(%w, 如 是 (关于 四 勒 
疯 格 -斯 玫 阶 可 积 的 , 并 且 当 三 站 时 ，Fo 区 在 < 8> 上 几乎 处 
处 收 合 于 fw, 人 问 [ 注 习 , 另外 还 看 在 < 8> 上 (关于 四 蔓 内 格 - 白 带 

询 可 积 衣 数 耶 , 使 得 对 每 个 1& <a,，B>， 
jf DBP), (3.41) 
那 未 积分 


.…【[ 注 1] 了 由 示 了 的 复数 共 四 é. 
[! 往 台 ”这 意思 是 推 当 乡 任 取 一 列 络 赵 疝 于 二 时 fy 人; 的 } 几乎 处 处 收 训 于 
fr DD, 
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9 的 一 人 Fo Dayle) (3.42》 
是 <a, 8> 上 上 的 连续 函数 ， 

证 明 任 到 bE cu B>. 设 {} 是 <o By 中 任 一 收 化 于 所 的 
从 列 ， 南 人 3.41) 知道 对 序列 {7Ko, 如 )} 存在 可 积 的 控制 业 数 ， 
丽 此 , 由 定理 5 得 到 

lm pC) ~ la | fo, dg 人 


-| fC, tag(%) —p(t), 


这 就 是 说 二 是 的 连续 点 。 因为 和 证 任 取 的 ， 所 以 wo 在 <a， B> 
上 点 点 连续 \ 妈 gq 是 连续 函数 ) .证 毕 ， - 

定理 ? 设 f(%, 四 是 定义 在 <a, 5> x <m By(a 产 BB) 上 的 有 
痕 画 数 ， 对 某 个 Exa,，B>, 如 果 (了 存 在 二 的 环境 以 /0) ,使 得 
当 #E 人 An < JB? 时 ， 了 (%, 攻 是 (关于 四 蔓 页 格 - 斯 蒂 阶 可 积 
的 ; (2) 对 几乎 所 有 的 2€ <w 5>, f(z, 习 在 如 点 可 短 ; (3) 存 在 < 
5> 上 (关于 幼 勒 贝 将 -斯 蓝 阶 可 积 函数 也 ,使得 
| 和 名人 机 | 二 Bo the Gu nc A). 


| 
《3.43) 


那 末 , 积分 (3.42) 在 和 点 可 微 , 并 且 
备 | fo dag l= | 训 7le 有 raag(e)， 
(8.44) 
证 明 任 取 {h,}(h。 尖 0), ->0， 不 妨 设 
如 十 入 所 (3 2 Nl <a, B>. 
由 假设 , 当 >co 时 ,对 几乎 所 有 的 4& < b> 
lm Tw, tot fn) — fr, sod th fa, to 一 -To 0) | 


+0 rh 


田地 假设 但 .43)， 
Ae th) fe, t) «p(w. 
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- {一 
对 于 序列 je， 全 fiw, to) 


理 7Y 证 毕 . 

当然 还 有 关于 积分 与 积分 交接 顺序 此 问题 ， 因 为 这 个 问题 实 
寺 上 是 二 次 积分 交换 胖 序 问题 , 它 还 涉及 到 建 积分 , 所 以 我 们 将 就 
在 84 中 讨论 ，, : 

了 ouriez 变 接 . 

定义 设 了 是 (一 co, co)} 上 复 值 有 限 汕 数 ， 如 加 对 任何 有 限 
个 复数 sp 和 和 实数 石 、…' 机, 注 足 

他 了 一 Ei (3.45) 


称 子 是 (一 ce，ce) 上 的 正定 函数 . 

显然 了 是 正定 函数 的 充 要 条 件 是 对 任何 有 限 个 实 儿 到 、…- 
.用 了 ti 一 砂 作 为 nx% 方 阵 的 第 2 行 第 j 列 的 拭 阵 元 时 ， 方 阵 
Cf(& 一 要 ) 是 正定 阵 。 例如 疼 数 f 二 0 是 正定 函数 ， 再 如 对 任 河 
全 Eco co) EY 是 {一 9，00) 上 的 正定 函 获 . 这 是 因为 对 任 


后 2 


| 采 控 制 收 和 伍 定 理 立即 得 到 定 


这 Ei | Veit | 20 
t 


例 盘 设 9 满足 8 一 co co 站 <ce， 那 未 6 对 任何 
人 【一 ce，cc) 


是 天 的 (5 击 有 分 惑 贝 格 - 括 六 阶 可 积 顶 数 , 并 且 . 
pO =| ecag 人 ) C3.46) 


”总 (一 co, ce) 上 二 的 正定 且 连 续 的 两 数 ， 
通常 称 8p( 四 为 多 四 的 了 Bourier 变换 . 如 果 9g(@) 蚌 (一 ce，co) 
上 概率 分 布 ， 在 概 宰 论 中 通常 称 p( 仙 为 狗 率 分 布 的 特征 函数 。 它 
在 分 析 概 率 论 中 有 具 布 非常 重 要 的 好 位 ， 
证 明 固定 te 他 是 的 连 统 函数 .对 每 个 自然 数 %% 作 
esr 当 史记 [一 % 到 有 时， 
fe) -| 当 z 瑟 [一 o 坷 时 . 
寺 于 天 是 [一 中 上 连续 画 数 ,因而 上 记 是 [一 号 岂 上 上 (3 (中奖 
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环 数 ,自然 也 是 (一 0， 89) 于 tI-5) (四) 类 孙 数 .、 另 一 方面 ， 出 也- 
| 六 | 所 1 常数 1 是 关于 9 可 积 的 (因为 gC(( 一 吕 ，o0)) 三 00) ,并 且 
lim fu(w) =o, 


所 以 对 国定 前 五 e 是 (一 ce ，c0) 上 (IL-5) (9) 类 函数 对 于 任 税 
有 限 个 站、…、2 看、 本 由 于 


ba 5 _ _ 刀 ap 
PC Ek br) ze {| p23 加 


所 以 p( 人 的 是 正定 堪 数 ， 最 后 再 验证 pg( 介 的 连续 性 : 设 加 E( 一 o0， 
co)， 困 为 对 任何 所 2E 一 ce，eo) ， 

[Ed 下 | 2; 
而 对 每 个 EC 一 0 吕 ,，o0)， lim et 一 ee。 因 孙 由 定理 6， 立即 知 


道 如 是 gp 人 的 连续 点 , 从 而 p( 纹 是 (一 co，oo) 上 连续 通 数 。 证 毕 . 

注 8. Boohner 曾经 证 明了 相反 的 事实 ， 即 对 任何 一 个 
连续 函数 g(o) ,使 得 (3.46》 成 立 ( 自 然 此 时 9g 还 自动 满足 

g (~—00, co))=p(0)<oo)， 

并 且 9 除去 一 个 常数 差别 之 外 是 唯一 的 (如果 不 要 求 y 是 在 所 有 
点 上 右 连 续 或 左 连 续 ， 那 未 9 还 可 以 在 跳 唉 点 上 有 琶 不 同 值 的 六 
别 )， 这 是 经 典 谓 和 分 析 中 很 基本 的 镇 果 . 

例 5 设 f 是 (oo, oo) 上 勒 贝 格 可 积 函 数 , 那 示 

Fl = ofl) dw (8.47) 

是 (一 co, oo) 上 a 的 连续 函数, 而且 
FO -| flog, (3.48) 

通常 称 了 (om 为 ,Ko) 的 Fourier 变 接 .。 

证 明志 于 对 每 个 w，[7(e)er-ee| 二 |7(o) 上 由 定理 6 知 7(a 
是 = 的 连续 函数 ， 

. 男 一 方面 ,由 于 


EE 
dg>0, 


和 3 区 间 上 蔓 政 烙 - 斯 落 阶 积分 15% 


ee+fieye 8-ios 1 | 


办 

< | dol, (8.49) 
不 入 没 | da| 过 <I， 有 联 太 (0) 一 |flw)|， 由 定 杀 7 了 谨 道 尖 于 wm 的 微分 
可 忆 和 (关于 % 的 ) 积 分 交换 有 顺序 ,因而 得 到 


@ f” 人 到 一 ~ 0 
二 | fao= 人 各 人 


ee—1 


一 2 ) fae 


| ef Co) dm? (0). 


例 6 设 了 是 (一 oo, oo) 上 得 由 烙 可 积 画 数 , 并且 存在 n， 合 
得 并 二 |]z])”|f(w) | 也 是 盘 风 格 可 积 画 数 ， 那 束 了 (e) 必 具有 nw 阶 
连续 导 画 数 ， 如 记 五 ( 轨 是 9 的 不 高 于 nw 阶 的 多 项 式 , 还 成 立 


P(E Fo —[ eeP 人 Po)aa (8.50) 
(3.50) 的 另 一 种 写法 是 
A (8.51) 
证 明 ”和 仅 证 %=+4 的 铺 滴 ( 夺 汪 一 般 的 吕 可 用 归纳 法 }。 由 于 
(类 似 于 (8,49)) 


| exKad+daa g-ias | 

a 
取 耳 (0) 一 过 二 1z])1fte) |, 出 定理 7 了, 知道 对 a 的 微分 可 以 和 (对 
乞 的 ) 积 分 交换 有 顺序, 从 而 


。 四 _ 人 六 a ia 
(0 -| Ze GO 


|， 


-| ep fOr) dL. 
关 而 对 任何 一 次 密 项 式 了 (Wy) 一 qo 十 xy， 得 到 
( Co yg EE )F 0) -| eize (go om) Fv) dm, 


证 半 , 


180 第 二 章 ” 翘 风 格 -斯 带 阶 积分 
显然 , 当 了 (%) 是 蔓 贝 格 可 各 函数 , 并 旦 了 1 之 0 时 , 如果 取 


go =| FD, 
屠 求 g() 便 是 (一 o，co) 上 单 消 增 加 有 连续 画 数 (其 实 , 9(%) 不 仅 
连续 , 而 且 还 是 “全 思绪 务 数 ”参见 本 书 第 三 章 8 一 并 且 帮 办 
和 渤 g( 办 的 密度 函数 ， 因 此 ,这 时 例 5 就 是 例 4 的 特殊 傅 况 ， 
[eagle) = oma | fo 


-上 gion f (wp) de, 
这 个 等 式 的 严格 证 曲 将 在 第 三 章 8 6 中 给 出 . 
紫 苏 , 还 可 以 证 明 : 
人) 设 广 (20) 及 (w) 是 两 个 草 风 烙 可 积 还 数 , 如 果 
(0) 一 疡 (ao ， 
那 末 必 有 户 = 太 . 
《2) 如 果 7(o 是 wa 的 勒 员 格 可 积 函 数 , 那 未 
fn) = ef a) do 
6. 广义 黎 曼 积分 和 勒 贝 格 积分 
《CE-5) 积 分 有 一 个 重要 的 性 质 ， 如 果 了 E (I-A (gy, 那 来 
|fl EC- (9) 
《 即 绝 对 可 积 性 )。 特别 当 yg(w) 一 和 时 ， 自然 也 有 这 个 性 质 。 即 广 
是 勒 册 格 可 积 时 , | 了 | 必 也 是 勒 中 格 可 积 的 。 但是， 广义 黎 虹 积分. 
并 不 具有 这 个 性 质 ， 例 如 
1 sin 工 ， 当 0-e<dz 时 


f(s) -人 
0, 当 * 一 0 时 ， 


在 数学 分 析 中 已 证 明了 上 面 的 了 在 [0, 1] 上 是 广义 黎 曙 可 积 的 
《但 IfPi 不 是 广义 黎 曼 可 积 的 )， 可 是 ,了 术 是 勒 员 格 可 积 的 . 事 裕 
十, 如 时 于是 得 由 客机 积 移 ， 那 末 |f| 必 是 [0, 4] 工 勒 内 格 训 各 各 
《各 内 模 积 分 的 绝对 析 积 竹 ), 从 而 对 任何 0<9 < 二 应 该 有 


和 区间 开 才 由 补 -所 蒂 肯 积分 181 
isles -Df Has < Dla. .52) 


当 9>0 时， 上 起 左边 赵 催 ceo， 所 以 | 有 不 是 50, 上 都 贝 格 可 积 
函数 .从 广义 积分 来 需 , 新 积分 似乎 下 过 去 有 了 “损失 ”但 这 点 损 
所 换 来 了 逐 项 积分 答 件 的 极 大 改善 , 可 以 这 样 说 , 变 仍 保持 逐 项 积 
分 的 定理 3 3 、 和 4 二 以 及 5 等 ， 就 不 可 避免 地 要 求 可 积 函数 具有 
绝对 可 积 性 , 读者 如 果 对 可 测 集 和 积分 的 可 列 可 加 竹 有 所 了 解 后 ， 
就 能 明白 其 中 的 道理 了 ， 


附 录 


Y. 可 取 无 限 值 的 积分 

前 面 可 分 定义 时 ,我 们 总 是 假定 可 各 郴 数 的 (Z- 的 积分 入 是 有 限 的 ， 如 
果 允 许 积分 可 以 取 无 限 大 秆 ( 翘 数 当然 世 可 以 扩充 成 考虑 取 无 限 天 什 的 函 
数 , 但 通常 总 假设 , 除 尖 一 个 9- 零 集 外 , 鸭 数 是 有 限 信 的 》 这 对 积分 与 极限 交 
换 硕 序 问题 的 作 述 是 方便 的 ,下面 简略 介绍 一 下 可 取 无 限 大 值 的 积分 建立 的 
过 程 和 极限 定理 的 叙述 . 

建立 过 程 。 仍 从 Co 类 出 发 , 06 类 让 函数 的 积分 如 蝴 ， 因 此 , 每 个 0 类 
中 西数 的 积分 | pag 仍 是 有 限 什 的 。 原 来 的 01C9) 类 要 扩充 成 满足 下 面条 人 
的 基数 全 体 ; 存在 0 类 中 单调 序列 {ps}, 如 果 im ps =f, 称 了 为 01(9) 区 本 


数 , 并 规定 


人 


[fm=im [wa 


号 然 ,| 7ag 可 能 取 正 无 限 大 什 了 (因为 mag<| paidg< {prdg < 
所 以 04C9) 申 了 的 积分 jag 不 会 到 负 无 限 大 入)，([-5) (9) 类 也 要 扩充 


成 如 下 遂 数 的 全 体 : 子 一 户 一 户 ， 其 由 六 , f3E 0409); 得 六 户 中 至 少 有 一 个 
秋分 是 有 限购 (这 个 限制 的 目的 是 在 下 式 宙 不 出 现 不 定式 9 一 07。 这 时 规 


证 


[fa9= [7f19- [#0g 
这 样 得 到 的 可 取 无 限 值 的 积分 ， 甘 水 上 保持 了 有 限 值 积分 的 性 质 。 唯 一 要 注 
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窜 的 是 : 两 个 (5-5) (9) 关 函数 1 fs 假定 | 129、| faeg 中 各 一 个 积分 是 
有 溉 的 , 就 有 下 面 的 代数 等 式 
[rss209 = mao 上 | raay 


显然 , 假定 | fi dg.| f ip 中 有 一 个 是 有 限 的 , 这 是 为 了 各 免 台 开 。-…oo 之 
奖 的 不 定式 。 除 此 而 外 赎 者 不 难 一 一 验证 积分 的 其 它 初 咎 性 质 ， 关于 裤 限 
性 质 , 现在 的 叙述 就 方便 了 . 
Levi 引 理 设 {fn} 上 tm5)(9)， 并 且 记 和气 志 名 总 记 筷 …， 如 此 
ay 是 有 限 的 , 那 末 必 有 有 
] lim frdg—lim | ay。 
换言之 , 对 于 单调 增加 序列 (因为 投 限 函数 总 存在 , 当然 袜 吸 值 可 以 无 跟 
大 ), 只 要 第 一 个 函数 及 按 普 通 意 义 可 积 , 那 林 就 可 逐 项 积分 了 。 如 果 积分 的 
补 限 十 有 限 的 ， 那 末 极 限 函 数 的 积分 自动 是 有 限 值 ， 从 而 设 限 沽 歼 必 几乎 处 
处 是 有 限 值 、 斌 理 第 一 个 函数 户 在 普 这 意义 下 可 积 这 个 条 件 是 次 能 少 的 . 
例 7 取 g(w) 一 z 而 
: —1, 当 wE C— eo, 一 %] 时 ， 
et on 已) 时 
易 知 | 4g 一 一 oe， 并且 凡 << 放 所 …< 记 所 和 lim fot) 一 0, 即 训 痕 洒 数 
人 所 以 - 


n=1, 3 


~ lim fdr= oz -=lim [~ -= 


一 山下 十 


Faton 引 理 设 ff 二 909 如 采 存 在 户 E (25) (9)， ma 有 

积 ， 并 二 一], CA ey 那 末 必 有 
fim rae <lim | fadg. 

同 Levi 引 理 一 样 , 奇 站 一 个 普通 意义 下 可 积 前 fo 湖 足 天 所 Jntn 一 1 各 
*…*)， 这 个 条 件 是 不 能 少 的 。 上 上 上面 Levi 引 娃 后 的 反例 可 以 作为 这 里 的 受 例 , 

对 于 音调 下 降序 列 的 Levi 引 理 或 级 数 形式 的 Levi 引 理 习 及 上 限 形 并 
因 Fagtou 引 理 让 类 位 的 报 述 , 这 里 覆 去 . 引入 取 无 限 值 的 积分 对 于 掩 制 收效 
定时 的 叙述 未 能 带 米 什么 方 全 


83 区 河上 畦 芭 铬 -斯 蒂 阶 积分 18% 


8. 积分 裤 限 定理 的 等 价 性 
EF 第 二 小 节 中 介绍 的 积分 极限 定理 3, 和 45 其 实 是 等 价 的 ， 即 当 知道 其 
中 ;一 个 定理 成 立时 ， 另 外 两 个 定理 就 成 立 。 本 书 采 用 的 是 由 Levi 引 理 推 典 
Fatou 引 理 , 村 推出 控 灌 收 化 定理 也 有 的 书 是 先 证 明 控 制 改 雍 定理 , 然后 推 
于 其 它 的 定理 . 
9. 直线 上 一 般 ( 带 符号 ) 的 勒 贝 格 -斯 还 阶 积分 
不 难 把 前 画 洁 论 的 关于 单 拥 增 加 有 连续 孙 数 9g 的 鞭 贝 格 -斯 蒂 阶 积分 推 
广 到 g 不 是 音 诺 增加 , 而 是 在 任何 区 间 [ 一 %; 习 避 一 1 名 *…") 上 是 右 连 绪 的 
交界 变 莽 萎 数 的 情况 . 
对 直线 上 种 连 续 的 局 部 有 界 变 差 函 数 5 即 在 任何 有 限 区 人 间 上 是 月 界 变 差 
的 函数 )g， 有 类 似 的 Jordan 分 解 , 即 存在 《一 oe，oe) 上 两 个 单调 增加 右 连 续 
轿 数 pk 、m(D), 使 得 ( 取 如 先 8 的 基 个 连续 点 》 
OT — 0) = pm) — Pr), 


pe +n = 9) (Soa ?=—Yn) 


且 PO 一 WO) =0， 当 zw>a 时 ; Pp(2) 、 (分别 表示 9 在 [we 四 上 正 、 负 机 
差 ， 当 下 二 可 时 ， 一 六 、 一 pC 表示 在 [x， 叫 于 正 、 负 变 差 . | 


当 了 关于 mn、p 可 积 (等 价 于 了 关于 了 (C9) 可 积 ) 时 ,规定 
[#29= | sap- [san, 
这 简 的 积分 具有 和 9 是 单调 增加 的 情况 下 积分 的 神似 恰 质 ， 只 有 两 点 是 履 
变 了 : (1) 类 去 积分 的 单调 性 , 由 此 而 来 的 是 ; (2) 在 过 去 9 是 单调 增加 下 所 有 
有 关 “ 几 平 外 处 ”的 假设 , 现在 都 必须 改 为 关于 
V C9) =p + nc) 


儿 平 处 处 成立. 
例如 ,在 [mw 加 | 上 , 9 (9) ein f(w) 一 1， 显然 7>0, 但 
| oe = 一. 
[= 等] 


再 如 , 当 2E (9 7 十 也 (9=0， 土 1， 寺 9， …") 有 时 ,gC2) 一 《一 1 而 


1, 当 xeEf—n, 和 所] 时 ， 
一 一 9 
fn) | 0， 演 we 志 [一 电 有 0] 时， 一 1 名 


经 然 , 广 二 方志 太志 在 (一 ,上 lim f=1, 并 且 关于 Y 《的 是 
可 积 的 ， 
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fa9=f ,29=0. 
然而 , 了 关于 9 是 不 可 积 的 (因为 7~1 关于》 C9} 不 可 积 )， 
所 以 , 有 关 积 分 极限 定理 应 改 为 下 夯 的 形式 ， 
Levi 引 理 设 {fn} 是 单调 序列 ,并且 
| 18 Y GDs4<oe nl 2 
那 末 必 存在 (关于 的 可 积 的 函数 户 使 得 


并 lim fag = {fag. 

Fatou 引 理 一 般 用 得 不 多 。 因 为 它 本 身 得 到 的 结论 是 不 等 式 ， 而 由 于 9 
失去 单调 性 , 所 以 不 等 式 性 质 一 般 不 能 保存 下 来 . 
控制 收 务 定 理 ” 设 {4} 关于 9 是 可 积 的 


lim Ff, = fF, 
. WY  ¢e 
如 时 存在 甘于 的 可 积 函 数 ,十 得 
| 疡 | 名 F, 
py 


那 末了 关于 g 必 可 积 ,而 且 
iim [a0g= /fey. 
10. 上 上 .下限 
尘 本 有限 数 列 fo 的 上 ,下 根据 要 补充 的 是 证 归 下 面 两 年 事 ， 
GD lim mo 存在 (多 许 取 无 限 大 售 ) 的 充 要 条 侍 是 


Er x, lim gC dim ro) {3.53) 
Hi 中 了 Me 
C323) 上、 下限 订 六 攻 示 成 一 次 极限 
Li w= lim lim max(r,, Ti Tn) (3.54) 
lim w= tim lim min (wn, ny 7, Wntm). (8.55) 
pr hs 1 


证 明 QD 于 二 长 和 有 极限 ,显然 任何 子 列 必 收 笋 (发 散 于 疡 无限 大 或 
负 寺 上限 大 也 叫 收 伍 于 正 无 报 大 或 负 天 长 天》 并 及 收 合 于 司 一 个 补 限 值 , 所 以 
{zs} 的 上 下 限 相等 并 且 等 于 极限 值 .反之 , 假设 一 切 收 敏 子 列 的 极限 佑 由 的 
最 六 、 最 小 值 已 经 相等 , 从 而 {rn} 的 件 何 收敛 子 列 必 收 笋 于 同一 个 情 ， 如 果 
4 全 丈 雍 ， 那 么 突 易 从 fa} 中 抽出 两 个 收 务 于 不 同 伟 的 子 列 ， 最 然 这 是 


3 区 间 上 和 勒 由 格 - 斯 蒂 阶 积分 区 和 


不 可 能 的 。 因 而 {rs} 必 和 收敛 . 
公 ) 先 证 8.55)， 记 
个 on 一 Fnin (psd ov etm) 
回 定 坟 显然 {Gmm} 二 单调 下 降 数列 , 因而 有 坡 限 , 记 为 
人 一 ji 他 
又 因为 EC 药 二 1],， 马 四 局 一 儿 3, “” 
所 以 Gn = limn Gm lim EP 


从 而 {9 是 单调 增加 序列 , 因此 ,lim G。 也 存在 , 记 


= 1im Gs, =lim lim G,,,. 


证 Ta 是 {xn} 的 任何 收 合子 序列 ， 因为 Gm ny 所 以 


lim 全 ms 


兴 而 G=lim Gn=lim Ga 一 Im lim Gn mlim Tn, 


Hr Nero Er 


扼 忆 不 超过 任何 收敛 子 列 fs 的 极限 ， 从 而 好 过 lm za。 


反之: 取 fn} 的 子 列 如 下 于 每 个 v2 一 1 2, 
i 


3 
y 


(3.56) 


i 


当 名 ,> 一 品 时 取 他 一 or ,所 他 ,十 
当 G, 一 一 有 时, 取 Go 二 zn 二 一 yp 
并 且 摇 到 1<Ri<p 忆 于， 用 (3.7) 另 知 无 沦 什 么 情 沈 下 , 总 有 
他 一 上 ,Slim zn Slim (e， 十 I) (或 lm -7)=6, 
Bra LA It - Pt 
从 而 日 是 一 个 子 列 的 极限 值 , 内 庆 他 > lm xs， 江 毕 . 
类 似 下 以 证 有 (3.54)。 当 然 也 可 以 直 谱 利用 (3,55)， 


Inn 2, = ~ lm ~ = —lim lim mip( ~ %,, -一 2 
有 一 er Tm Mm 


(3.57) 


—lim Him— min(— w,, we, mn) 


Hl 


=lim lim RE (Ch, "ry Hn). 
i 


习 题 


1. 设 了 是 tq, 5》 上 得 幢 千 - 斯 蒂 阶 可 积 函 数 . 证 明 ， 对 任何 8>0， 必 
在 站 5> 避 使 得 伍 何 在 限 个 互 不 相交 的 区 间 《qv 7c 《oo ,j= 多 
+ 如果 满 足 

oa by < 
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那 未 必 有 Bj, flar<e. 


〈 特 列 , 当 了 是 [am 本 上 勒 中 格 可 积 国 数 时 ， 对 任何 8e>0， 必 存在 上 >0， 
当 有 限 个 互 未 相交 的 区 闻 (9 by (fl, 2 ny 9) 的 总 长 度 


衬 (ba < 


对 , 必 有 有 B&B) ,Vlas » 
2、 证 明 在 定理 1 中 将 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 换 为 可 列 个 互 不 相交 的 区 
同时 , 相应 的 结论 也 成 立 . 
8. 举例 说明 习 十 1、2 中 ,把 互 不 相交 玖 为 可 以 相交 时 , 结论 不 成 立 . 
4. (区 县 - 勤 由 将 引 理 ) 设 了 是 《4, 5) 上 勒 风格 可 积 国教, 证 明 
Him | ft) 008 tar 0, 


lim feain frdz =0, 
《 当 La 57 一 《~ co， 时 上 面 的 事实 即 lm Fo) 二 仿 .， 举 例 说 有 明 ( 卫 积 
分 换 为 (一 史 积 分 时 , 一 般 不 成 立 . 
5, 设 了 是 (一 ww，m~) 上 翰 风 档 可 积 业 数 ， 证 明 下 面 的 (积分) 平均 连续 
性 ; 
lim {|f (2+h) ~7 (0) ldv=0, 
举例 说 明 ( 太 积分 撞 为 (CL) 积分 一 般 不 成 立 . 
6. 设 {4 是 6 6》 上 (关于 次 的 普 幢 格 - 斯 还 阶 可 积 疯 数列, 且 
Pe th 
证 明 {fn} 在 ta B》 上 几乎 处 奸 用 种 于 0 的 充 要 条 件 是 


Hm [ a fnig=0. 
7. 证 明了 是 人 by》 上 (关于 从 其 风格- 斯 花 阶 可 积 的 充 要 条 件 是 对 伍 
何 s>0 存在 有 1 一 训 E Di， 使得 
C1) fa fF) fe); 
C3 [C1~fodg <s. 
8. 设 {1Hiem0 4 2 …) 是 《a 扩 上 (关于 罗勒 风格 -斯 幕 阶 可 积 党 
furfo (n=1, 2, .0); 


1 . 
2 人 rt et 


tm 
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向 ， 是否 有 (g, 功 上 (关于 力 寺 风 格 -斯 蒂 阶 可 积 函 数 户 使 得 lm 访 . 


8、 设 {0}、{tn} 是 (9, 成 上 两 列 著 风格 -斯 蒂 阶 可 和 函数 , 并且 满足 : 
| | n=1, 3, 日 


a [ Daly 把 oo, 
n=l 


证 明 必 有 《o, 8B) 上 萄 贝 格 -斯 营 阶 可 积 函数 。 使 得 3 二 部 us 并且 


fs29= BS fues. 
J0, 证 明 ， 当 矿 、 户 是 <a, 8) 上 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 可 积 卫 数 时 ， 函 数 
v2 | 训 玉 也 是 人 盆 上 勒 贝 格 - 斯 六 阶 可 积 函数 ， 
11. 设 f 昨 (一 co， oo0) 上 勒 风格 可 积 蚂 数 ，# 是 性 一 非 零 实数 .证 明 
了 lan 也 是 (一 oo， oo} 上 盘 见 格 可 积 册 数 ,并 且 


[renar = {nay. 
12. 设 了 是 (一 ee，ce) 上 葡 贝 格 可 积 臣 数 ，{a} 是 一 列 非 零 实 数 ， 并 且 
、 习 ET<”， 
证 明 pa 7 了 (go (关于 幼儿 乎 处 处 收 误 ,并 求 出 它 的 勒 风 裙 积分 。 
13，{ 卫 函数 与 Gauss 公式 ) 设 4 一 2 十 到 ,2> 由 那 末 积分 
了 = 上 | etd 


1 1 
埋 在 ,并且 Te) = Nn er err 


(提示 : 考虑 下 面 的 疯 数 列 
中 4 、 
BE i Oi<n 时 ， 
" 当中 了 时。) 


I 《Fourier 变换 的 一 致 连续 性 和 解析 性 ) 设 了 是 《一 ce，o) 上 (关于 
允 勤 贝 格 -斯 蓄 阶 可 积 函 数 , 证 虹 


9 (的 一 | 一 Gag 罗 . 


〖《iy》 是 4 一 oe，co 上 =“ 的 一 致 连续 函数 ; 

(于) 如果 对 teE (一, 0 天 入 一 那 示 Po 是 下 半 平 面 的 解析 男 
> 数 . 

15， 证 明 
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: 人 1 
lim| 1 
Em tn 了 
(+ i 


mm 和 
im | TEE os oo0n war =0. 


Eri 
16， 江 钥 ， 当 定型 2 中 交 了 是 有 界 函 数 , 即 存 宪 常 产 驱 ， 使 得 | 六 (| 二 
着 时, 定 埋 吕 区 (多 由 的 8 省 还 可 以 造 得 也 满足 | 训 | 过 王 或 钊 | 过 于 成 


17， 设 yo 是 [0，o7 上 勤 臣 档 可 积 函 数 ， 并 提 在 口 ，co) 上 均匀 连续 ， 
产 来 改 有 有 


iim TY = 人 


养 举 傅 说 中 泡 匀 连续 的 盆 证 是 不 可 去 掉 的 ， 
18 .积分 的 可 出 可 节 性 ) 设 了 是 {a, 好 上 (基于 他 吉 由 稿 -斯 薪 阶 可 答 
函数 , 如 果 
《ar = U 《aay bayy 


其 中 {4as, box} 是 一 列 互 不 相交 的 区 则 集 ， 那 末 
(i 》 对 每 个 了 是 (4 pa 上 (关于 四 惑 风格- 斯 蒂 阶 可 积 函 数 ; 


Qi) 级 数 语 | ,了 | 氏 收 部 ,并且 


f. =), ,fog 
,如 里 了 满足 中、 条 从 , 那 来 了 必 是 Ca, 相 上 (关于 执勤 中档- 斯 
和 
， 候 设 控 制 收 敏 定理 已 被 证 明 ， 试 利用 控制 收 伊 定理 证 明 Levi 引 再 
nia 再 淮 出 Fatou 引 理 )。 
20，(4) 设 正 (% 坊 是 [a 四 x [四 (az 可 e+ 内 上 二 元 连续 前 数 . 
证 明 对 任何 [e, 员 上 (关于 9) 误 贝 砍 - 斯 囊 阶 可 积 卫 烤 了 ( 护 , 国定 后; (Gy 的 
苞 数 )K Ce, 的 六 的 是 [Lo 由 上 (关于 四 鞭 风 烙 - 斯 蒂 阶 可 积 的 , 并 且 


pr ~/& Cx FD RY 


是 [a, J 上 过 续 前 数 ， 

(的 好 过 到 (w; 坊 洪 民 : 对 图 定 的 weE [a 8], 四 (Cz, 护 是 # 的 有 有 界 本 浴 
函 散 ,无 当 网 定 6 Ee 二 时 , 作为 的 画 数 是 连 综 的 ， 间 (D 中 9 人 0) 是 否 才 
x9 〔 如 果 是 , 请 证 明 ; 如 果 不 是 就 举 肥 例 ). 
证 明 将 定型 2 中 的 (3) 趾 , [4, 杂 换 为 有 限 区 加 la, 下 也 是 对 的 、 


和 年 纤 空 避税 分 利 黑 波 生 ! 分 i163 


$4 高 维 空间 积分 和 累 次 积分 


在 这 一 节 中 将 讨论 高 维 空 间 上 的 勤 贝 桥 - 斯 蒂 防 积分 , 由 于 基 
本 精神 的 _- 致 性 , 记 以 我 们 只 讨论 二 维 空间 ! 即 平面 ;上 汐 积 分 ,并 
所 ， 和 和 直线 上 类 似 的 部 分 我 们 只 简略 地 提 一 所 结果 ， 平 面积 分 允 
分 一 般 和 的 和 比较 特 下 的 , 但 较 经 常用 到 的 是 比较 特殊 的 情况 , 即 所 
谓 弱 租 如 分 的 情况 。 它 是 本 节 中 主要 讨论 的 对 人 象 ， 我 们 还 要 溢 察 
它 和 黑 次 积分 的 美 系 。 而 平面 上 的 一 般 积 分 将 放 在 本 节 附 录 中 ， 
下 面 第 1 2、 3 小 节 是 仿 直线 情况 的 讨论 ， 
1， gs 面积 
视 平面 六 为 两 根 直 线 下 的 蒋 积 空间 ， 丽 一 不 X 到 平面 
中 点 2 记 为 2 二 (zw 拉 , 4, y 全 避 ， 称 集 
J =<0, b> x 0, OY (4.1> 
为 罕 形 , 由 于 直线 上 区 间 可 以 有 了 两 种 形式 : 《8,8 、 [ea, 四 ,所 以 平面 
二 矩形 的 基本 形式 有 四 种 .简要 的 是 当 <a,8>.、<e, 中 都 是 闭 ( 或 开 } 
区 闻 时 , 相 度 于 性 .二 的 了 称 为 闲 : 或 开 ) 抠 形 ,而 称 {o,， 0 x (Ce, 91 
流下 开 上 闭 起 形 , 所 西 X [eo, 们 为 下 闲 上 开 算 形 ， 当 <， b> <; 
> 是 有 限 区 间 时 ， 称 了 交 有 限 拭 形 ， 否 山 称 无 限 示 开 ， 记 于 面 上 上 
有 有限 祭 形 全 体 为 号 而 有 限 个 互 不 相交 的 瀚 形 芍 和 和 集 全 体 记 为 E,: 
国 此 ,每 个 召 E€ 及 6。, 必 可 表示 成 


B={ | 


此 地 和 J 是 有 限 履 互 不 相交 的 矩形 ,这 时 称 五 一 由 (或 {79) 为 
如 的 初等 分 解 ， 
显然, 当 书 E 28。 时 ,初等 分 解 并 不 叭 一 ， 义 易 知 对 任何 
EH FER,, EUF EFER, 
《最 忌 , 是 一 个 环 )， 
设 go)， 因 (的 分 别 是 mm 攻 的 单调 壕 加 右 连续 本 数 ， 对 等 个 
= < ezX< 2>， 乏 
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Xgl gt, p>) ga(<e, O>) (4 .2) 
-为 第 形 工 将 X99 面积， 特别 , 当 9g1C®) 一 4%， 争 ( 殷 一 g 时 , 证 形 
:的 针 庆 的- 面 稻 就 是 普通 面积 。 这 种 普通 面积 又 常 记 为 吧 ( 人 7. 
当 AC Ro, | 是 4 的 一 个 初等 分 解 时 , 称 


x gd) -地 xXgad (4.3) 


为 和 4 的 而 X 加 -面积 . 

和 直线 情况 的 g- 长 度 完全 类 似 (参见 31 定理 1 允 有 如 下 请 
- 果 ( 读 考 自 己 证 明 )， 

定理 1 4) 吾 o 中 集 4 的 揭 关 的 -面积 不 依赖 于 4 的 初等 分 

(2) 【着 限 可 如 入 7)4， …，A%E Ro 4 站 1 4 二 GG 办 那 来 

CA 4,)— 9x ga( 40). 
-《8) (可 减 性 )4，BER,， 4 二 B,- 那 末 
gxXgatA— B=g x gd) -nxn B). 
《4) (单调 性 )4, BE 三，A4 二 B, 那 末 
| gat Ad) x ga B). 
45) 《次 有 限 可 加 性 )41，-…，A。,E 下,, 那 末 


bE 人 4;) < Xx gud), 


2，8:X Da- 零 集 
说 44 是 到 上 一 个 点 集 ， 如 果 对 任何 8>0， 总 存在 有 限 个 或 


-可 列 个 有 限 痊 形 fyj， 使 得 上 jyV。 4 并 且 


衬 #1 < ga nn) EB, 


- 那 末 称 4 是 gx gor 零 集 、 特 器 当 由 (2) 一 mw， PD =y HH, 1X go 
和 零 集 称 为 劳 员 接替 和 集 , 记 为 9s- 零 集 . 和 直线 上 9 零 集 相似， 有 下 
, 面 的 千 果 ， 

定理 名 (1) gix 8 党 集 的 子 集 必 是 gjx gs- 学 集 ， 


呈 主 高 给 空 间 积 分 和 辕 次 积分 7 


《2 有限 个 或 可 列 个 grxgs- 堆 集 的 和 和 集 必 是 六 xxgs- 有 去 
集 . 

‘3) 如 果 zw 是 (6) (或 是 go 四) 的 连续 点 , 那 末 直线 ( 特 : 
浙 的 条 形 )z 一 got 或 9 一 go) 是 出 xgo- 零 集 ,特别 , 任意 可 列 根 直线 
是 澡 -~ 零 集 . 

(4) 4 是 xn 堆 集 的 充 要 条 件 是 对 任何 s>0， 存 在 有 限 


个 或 可 列 个 开 和 矩形 {Zoj, 使 得 上 了 二 4 并且 


gal) <&, 


在 平面 上 也 有 ‘关于 gx ga) 的 几乎 处 处 概念 ， 并 且 有 如 下 结 
果 . 

定理 3 (1 设 方 = 户 ， 和 =ja， 那 末 对 任何 数 上、 有 8 必 有 

fi Bh = aft Bh, 

(2) 设 了 z= 有, 如 果 { 几乎 处 处 收 敏 于 六 那 末 { 记 } 必 几 乎 
处 处 收 伍 于 六 

8. Co 类 ,Cigix ga) 类、(L-S) (gx go) 类 

平面 上 在 有 限 个 互 不 相交 的 矩形 上 为 非 零 常数 ， 其 余 点 为 零 
和 的 函数 ， 称 为 (平面 上 ) 的 简单 务 数 。 简单 落 数 全 体 仍 记 为 5. 当 
pE Oo， 


OO (ORO Bw, WET, 时 , $=1, 9, 7 
Ps, = a 
0, 当 (w, DEL is 


称 识 0ig1xgs(JD 为 p 的 积分 , 记 为 | pdgsx gu 


由 于 平面 上 Borel 覆盖 定理 成 立 ( 即 如 果 一 族 开 矩形 {J [XE 
< 全 覆盖 有 限 闭 矩 形 ， 那 末 必 可 从 {0A 个 中 选 出 ,有 限 个 .、 
…、v ,覆盖 .六 [ 注 ]) 从 而 可 芒 直 线 上 情况 直入 仿 ( 人 X0) 关 ， 

上 注 1 在 平面 上 , Berel 用益 定理 的 一 般 形式 是 : 如果 -一族 平面 开 集 {o,|E .4 


枝 盖 平面 上 有 界 闭 集 郊 ， 必 可 从 人 ;a1X€ 4} 中 选 出 有 限 个 OQ、…、 On 现 : 
盖 五 。 详 死 本 书 下 篇 第 四 音 上 6- 
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设 下 是 矩形 上 有 限 实 画 数 ,如 果 存 在 {pv 06, 满足 

(3) gp Spe, lm po 

Cii) {pda x 0 
称 了 为 T 上 (关于 nxgs) 的 信 类 钾 歼 ， 瑟 上 901 类 西数 全 体 记 
为 OiCgux gs)， 如 果 了 是 了 上 0191x go) 类 西数 , 称 lim | p29:x 
各 为 了 的 积分 , 记 为 [fagsx gu 

同样 引入 了 上 (关于 gx 9) 的 (Z-8) 类 诅 数 和 它 的 名 分 ， 
(1-5) (px 各 类 上 积分 具有 $ 8 定理 4~5 及 其 系 的 类 似 性 质 
为 了 便于 查考 , 现 将 结果 分 两 个 定理 列 出 ， 

定理 4 设 . hE OS) (gux go)， 

CD 《 音 油 性 ) 当 2 时，| fag: x go] hdg1x gu 

(2) (线性 ) 设 % 6 为 任意 两 个 常数 ， 

of -HBLE (LS) (gix gs), 

且 J (efi Bhdgx gs 


—o | ae 关 匈 十 及 | kag X ge 
(3) 如 果 另 有 函数 妨 下 = 广 那 未 RE (I5) (gyx gs), 且 
| tgs x go 一 | fidg x gs; 
《和 (绝对 可 积 性 ) | 了 | € (ZL-S) (gi x ga), 并 且 
| fag x ga! < {Lf lag x gs 
(5) mas( D), min(f, ECL-S) (gx go), 


| max (Ff, A dg X Yozr lax (| fags X ta, Jaag x 9 ), 


[min(y, POgL XI in (| fag x qa, [dgs x gs ); 


$4 高 综 罕 了 积分 避 录 次 积 公 173 
{6》 〈 全 连续 性 )[ 连 1 对 任何 s>0, 必 存在 8$>0, 当 任 何 有 限 
个 互 不 相交 前 矩形 rr、……、 1 满足 沁 ux goCJ9) < 时 , 那 林 


> fog x ga <e. 《4.4 


下 面 是 极限 性 质变 {ff} C9) (gx ga 
(191 (Levi 引 理 ) 如 果 荆 六 } 铀 中 
() 广 记 户 志 所 六 雪 …， 


GD) [Fragrx gr A<o nl, 2, )， 
那 来 { 户 } 必 几 乎 处 处 收 合 于 一 个 关于 Xp9' 的 可 积 画 数 ， 并 生 
fm frdg x ga— lm m | GO X gas 


(8) (Fatou 引 理 ) 如 果 存 在 foe (IS) (gx ga), 满足 六 > 六 
人 = 二 2, …)， 且 


Jim | fag x ga <%, 
那 末 Lm f, 必 关 于 XXga 可 积 , 而 且 


J le fag: x glim | fagix 9. 


(9) (Lebesgue 控制 收 敏 定理 ) 设 {fr} CEH) Cx 9) ,i 
果 存 在 下 ECL-S) (gy x 9a), 使 得 | 所 | 谤 六 , 并且 全} 几乎 处 处 收 
伍 ， 那 来 Lm 必 是 (LS9) (guXX99) 类 函数 ， 并 且 


| lim fr x = lim 人 ae X 纺 ， 


(0) ( 姑 形 可 列 可 加 性 JC 注 习 设 盾 形 /一 [1, 其 中 {J 是 一 


草 百 不 相 灾 的 窍 形 , 那 末 了 是 上 (LSXqi xX gs) 类 的 充 要 条 件 是 ， 
(1) 了 在 每 个 J 一 1 2,…) 上 是 CL-5S) (91x go) 类 ; 


[ 注 1] “全 连续 性 ”可 以 推广 到 一 般 可 测 集 的 情况 ,参见 第 三 章 可 测 集 上 积分 . 
[ 注 到 “ 炬 形 可 列 可 可 性 "可 以 推广 浏 一 般 可 测 集 的 情况 ,参见 第 三 章 # 2 可 测 集 . 
上 积分 . 
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《得 》 S| flagx gs< oe. 

测 当 了 在 上 是 (90 (giX go) 类 时 ,成 立 下 面 的 等 式 ， 
| Jagrxo- 忆 | Jdgi x ga. 
《1 《唯一 性 ) 如 时 ECS) (gx ga, 了 这 0, 并 且 
[fagsx 9~0, 

那 末 0， 四 

《I2) 设 { 记 } 己 (C5) (gyxgs)， 并 和 且 lim f, 几乎 处 外 存在， 
记 了 ~=lim 因 如 果 存 在 瑟 E (LFS) (gyx goa), 使 得 [fi 志 了 FCn 二 1， 
月 人 那 求 于 大 (LS) CX #3). 

同 直 线 的 情形 一 样 ,我们 引入 如 下 概念， 


` 定义 ” 设 了 是 定形 上 实 有 限 函 数 ， 如 果 存 在 {gsj} 二 0%， 使 
得 lim gn 二 了 在 J 上 成 立 , 那 来 称 了 是 J 了 上 由 Xx go- 可 测 润 数 .在 


不 会 混 洋 时 ， 简称 gx go- 可 测 函 数 为 可 滑 画 数 . 

显然 , 可 积 卫 数 必 是 可 测 范 数 , 利用 可 测 函 数 概 念 ， kt3) 也 可 
庆 表 述 如 下 : 

C12 设 了 是 矩形 了 上 可 测 函 数 ， 如 果 存 在 也 上 (I_S) (gx 
go) 类 函数 下, 使 得 i| 记 了 那 末 了 必 是 了 上 (ZL-5) (gx ga) 类 敬 
数 . 

下 面 是 积分 的 通 近 性 质 . 

定理 节 设 fECL5) (gyx go), 那 末 对 任何 6>>0， 


《DD) 必 存 在 9E Co 使 得 7 一 ggg:x 多 < 
(2) 必 存 在 平面 上 二 元 连续 郴 数 山 使 得 
{lf—w hag x gos; 


(8) 当 了 是 有 限 抢 形 上 (Lm5) (gx ga) 类 函数 时 ， 必 存在 
二 元 多 项 式 卫 (ta 切 。 使 得 
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| |f—Plig:x ga 
信 下 线 的 情况 ,在 利用 定理 5 的 届 ) 证 明定 理 5 的 (如 时 ,要 肝 
到 如 下 事实 当 p(s, 四 是 逢 形 7 一 ca 9> x <e, > 上 取 值 为 非 零 
常数 5， 再 在 其 余 点 的 值 是 零 时 ，gp (or, 信 就 是 cxer,s iD we, dC, 
其 中 xp 、xiosw( 碎 分别 是 直线 上 区 间 < B83、<o, 加 的 特征 函 - 
数 。 从 而 (1 的 证 明 就 化 为 直线 于 的 合 涡 了 . 
此 外 ， 对 于 平面 上 的 勤 员 格 积 分 也 有 类 似 于 直线 上 的 如 下 续 ， 
论 ， 平 盾 勤 贝 格 积分 对 平面 上 的 平移 和 反射 是 不 变 的 ， 
4. 乡 口 
为 了 讨论 平面 积分 和 累 次 积分 的 关系 ， 上 先 讨 论 平面 集合 和 平 - 
面 上 画 数 的 截 口 . 
定义 设 4 是 平面 可 上 点 集 . 对 任何 wo, 称 
de 一 To Dy, WN EA, vw—mo) 
为 集 4 在 徊 处 的 藏品 ， 简称 xzo- 工 口 ， 同 样 , 对 性 何 yo, 称 集 
2 一 fo, | (sw, WEA, 3 
为 集 4 在 扩 处 截 口 ,简称 扣 - 截 口 。 
设 flw, 扔 是 定义 在 平面 点 集 4 有限 实 函 数 , 对 任何 zo, 称 
攻 w 上 医 数 
fn, 9) —f lao, 的 
为 了 在 z 李 的 鹤 口 , 入 称 为 so0~- 礁 口 ， 同样， 对 任何 go, 称 集 A” 
上 蓝 数 
Jo 的) 
为 了 在 嫂 处 的 截 口 ,简称 为 如 - 截 口 . 
引 理 1 被 口 具有 其 下 性 质 (%- 雹 口 w- 蕉 口 是 对 称 的 , 记 以 
我 们 只 列 出 w- 截 条 的 性 质 ); 
i A。 是 y 直线 上 的 点 集 并 且 4 是 和 4 和 直 级 一 wo 的 交 
集 . 
(2) f.( 引 是 y 直线 上 点 集 4，, 上 的 有 限 实 西 数 . 
3) 期 果 4 一 世 4 那 末 
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本。 一 i 本 (4 ” 5) 
A 
如 果 二 一 {0 .44， 那 末 
| f= es “ (4 .8) 
二 后 并 
如 果 4 一 -0, 那 末 
A,, — PP.,— Op . (4,.7) 


如 末 {4;|%E 是 互 不 相交 的 , 那 末 {4;wl 和 AXE) 也 是 互 不 相交 
的 . 

(4) 对 于 寻 形 J 一 <, 5> x zo, 的 截 口 7s, 当 且 不 当 

TE b> 

时, J 是 空 集 ; 当 且 仅 当 pzE<a，p> 时, Jo= <, 由 ， 

(5) 平面 上 简单 函数 pcs, 力 的 zz- 截 口 ps) 是 y 轴 上 的 简 
- 单 函 数 ， 

(6) 设 了 =<q, 8> x <e, d> 是 有 限 害 形 ， x (x, 护 、7oofm)- 
se 的 分 别 是 平面 矩形 J、 直 线 上 区 间 <a, 5>、<6, @ 的 特征 沙 
: 数 ， 


fe, Wagsx gao, 四 
— | ( {x Co) re gs (9) } og Ce) 

x J xs, 的 gax gow, 9) (4.8) 
~ {xan ren (Wag (se) ) gs(0), 49) 


证 明 ” (了 D. (2).( 攻 是 显然 的 . 
(3)[ 注 ] 我 们 上 只 证 当 妇 4= Ld 时， 一 Wy 4xa 居 而 其 余 的 
铂 读 者 来 证 ): 因为 
4 福村 ， 
新 以 对 每 个 m0， ecC4e， 从 而 


[ 注 3 (人 可 直接 利用 本 引 理 的 (1 岂可 交 运算 汐 性 质 得 到 。 
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{| .ee do. 
总 全 江 
反之 , 尘 每 个 yE do, 有 (ao D4= WA;, 内 而 必 有 基 个 AE 


4 使 得 (xo, o) Ez,, 即 YE Ag,. 因此 ， 
Ag 二 LAs, 
由 此 证 明了 .5). 
- (6) 设 了 一 <G， b> x <0, dy>, Gg {sy, y) rg, 人 时 ， 
zf Kegspy (PY) Kee, os CY 


0, 3 we, b> 时 ， 
以 忆 -| 
所 人 WW Wn, dy Cy), 当世 < 是， b> 时 ， 


邮 wetg) 是 直线 上 简单 酒 数 . 因而 对 任何 常数 C, 函数 Coxrktz, yy) 
的 任 何 截 口 必 也 是 直线 上 的 简单 函数 ， 但 任何 平面 上 简单 画 数 必 
可 写成 


Pw, Y) - 访 Dx, lw, ), 


其 中 {00} 是非 零 常数 ,而 {2 是 互 不 相交 的 有 少 矩 形 ， 记 
gs CL, 的 一 Xp 人， 2 ， 


那 来 w 一 久 Oo 对 任何 m, 显然 


Pe (的 ) - 色 Uigpie (¥), 


断 以 ou( 幼 是 直线 上 简单 画 数 . 
(6) 从 平面 上 Co 奖 积 分 定义 有 


| 和 (oo DAs x gs, WD) — gx gull) 


ga, >) gaf <o, >), (4.10) 
荔 一 方面 , 显然 有 


|) xe C0) zo,0 0) 9: Cy) 


| Ke (9) dga (4 ， 当 swE <%， Bb> 时 ， 


‘<4.11) 
【0, 当 zsE <w， b> 时， 


118 算 一 茎 ”车 及格 -斯 带 防 积分 


特此 本 佑 P(e) -| Weasby CO) eo, CY ga CY) ‘ 
是 ! 办 上 简单 画 获 , 由 简单 印 数 积分 定义 知道 
arc 一 ze 人 dga (yg 6, 0>) 
~— gC<0, HIG se, $7), 

结合 (.10) 醒 得 到 (4.8). 

类 位 可 证 (8.9)， 证 岂 ， 

定理 6 设 和 4 是 grxgr 零 集 ， 闭 玉 : 关 于 gg 对 儿 季 所 有 的 
必 ， 44 是 9- 堆 集 ， 

证 吕 该 后 是 肖 然 数 ， 记 4 一 4 三 一 思 叶 x[ 一 %, 本) 如 
能 证 四: (关于 罗 玫 乎 所 有 的 2 4 是 gg 零 集 , 那 末 从 定理 5 便 
得 到 (关于 9 几乎 所 有 的 ww,， 44 = 一 人 4ua 是 98z 愉 的 - 等 集 。 为 对， 


我 们 不 妨 设 4 被 包含 在 某 个 有 限 扯 形 ”了 内 的 外头 多 - 零 集 . 
设 有 二 J 二 <a， BX <o, 性 是 朋 限 窍 形 ，44 是 多 X 的 -有 堆 
集 . 全 到， 
es 一 过 (人 一 工 2, .…), 


存在 一 列 有 限 答 形 {J 外 } (不妨 设 Jivc ,使 得 [JP 二 4 并 且 
>3 | (IE) < 二 (4.12) 
办 wn 4 一 下 
由 于 中 7P=DvP- 昌 7 )， 
并 县 再 中 集 Jp- 中 J -4 2,…) 


六 本 下 和 人 因此 不 妨 设 {7g 是 一 
列 互 不 相交 的 条 形 


Ta, BV> x xe, do>, Bw) TP, 
[ 
出 于 4C3mC7， 所 以 对 任何 nr， 
A BH) TITHET,. 
里 = 二 
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显然 ,只 要 证 明 对 (关于 g) 几 乎 所 有 的 w 
lim gs (JT) ~0, (4.18) 
Toe fel 
就 可 以 J， 现 在 证 明 (4.18)， 因 为 总 gs(J 约 ) Eco, 并且 
[PA TAO -~ 宫 | pcreDaom 
-~ 辫 1x ga) < 工 ， 
hl, 2 
所 以 作为 吕 的 函数 ， 
S78) ~ lim Sg) E09), 
全 一 工 Dr | 
并 且 [Bg de) lim {Tagae) 
p> x 7) < 二 
又 因为 w 的 曾 数 训 加 (J 名) 是 非 负 的 ,由 atou 引 理 就 得 到 
lie Bo), (e) 
<lim | Bg)ag, (2) ~0, 


但 lim 写 go (J 多) 之 0， 所 以 (4.18) 成 立 . 


同样 可 以 证 朋 除 去 一 个 的 - 零 集 外 ,如 是 94- 零 华 ， 证 毕 . 

定理 了 设 fa 殷 是 矩形 一 < 6> x co, 办 上 ( 关 寺 hx 
4399 可 测 函 数 ， 那 未 车 (! 沪 于 g2) 几乎 所 有 的 z- 截 口 (或 (关于 的 ) 用 
乎 所 有 的 久 和 袖口 )。 fet 一 了 (wm, 护 ( 或 了 (0) 一 iw, 拉 ) 是 “cg 
上 鳄 的 可 测 亢 数 (<a, 5> 上 gn 的 可 测 函 数 ). 

证 明 按 可 淹 应 数 定 义 , 存在 {g.}C0o, 使 得 对 任何 

Co, ET, prly, D0, 

并 且 lim Po = 二 


的 
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记 Lim gs 不 存在 或 Hm mr 关 了 的 点 的 全 体 为 如, Xp( 如 ~0. 根 


据 定 理 6， 对 (关于 多 几乎 所 有 的 eE <aw 8>, go(Bo) 一 0， 因 为 
人 从 ET 一 吾 时 ,lm to(es 切 一 Fa, 的 ， 因 此 对 于 满足 多 (可 <) 


一 0 的 2 下 式 成 立 


toy 


=—fa(), (wo, WD ET—E). ‘4.14) 
但 wa( 国 是 # 的 简单 两 类、 由 .I 知道， 对 (关于 的 ?几乎 所 有 
的 名 <a, 56>， f(y) 是 简单 隙 数列 {gor ly 的 (关于 go) 几乎 处 处 
坡 仇 节 设 果 , 从而 疡 ( 妇 是 < 90> 上 9 的 可 测 函 数 . 
同 祥 可 证 定理 的 另外 一 部 分 证 毕 . 
5. 二 次 积分 和 重 积分 
于 面 是 本 节 最 主要 的 内 容 ， 即 讨论 平面 积分 和 黑 次 积分 的 闫 


漠 


定义 设 f(%, 切 是 矩形 了 = < b> x <e, dy 上 有 限 实 函 数 ， 
如 弄 对 《有 2 上 (关于 各) 几乎 所 有 ww， Qj) 一 fw, 四 是 < 必 , 民 
上 (关于 g) 可 积 函 数 , 妈 

po) =—{ ,fe, ydgaly) 
存在 ,并且 p(z) 作 为 <&, 3> 上 画 数 ( 对 上 面积 分 不 郑 在 的 z, 鸽 规 
定 p(m) ~0 或 其 它 任意 值 ) 是 <a, 了 上 (关于 由 可 积 函 数 ， 那 来 
称 
| page 

是 f(z, 护 在 了 上 的 一 个 二 火 积分 , 记 为 ， 


J, edly fim, ag tg dg Cm). (4.15) 
显然 逊 可 以 定义 筋 一 个 二 次 积分 (定义 的 氢 述 从 咯 ) 
| tnd) Fs; yd gr) og ty). (4.,16) 


让 对 村上 上 看 前 二 次 积分 , 我们 称 本 节 以 前 定义 的 积分 


| | 


Wi a FT 


条 4 高 维 空间 积分 初时 次 各 人 芬 iB 


| few, ag gt, Y) 


是 了 在 了 上 的 重 积分 . 

定理 $rTubini) 设 fw, 们 是 算 形 =a， BY<e, 四 土 有 限 
可 测 冰 数 ， 

(4) 如 果 f 在 上 重 积分 存在 ， 局 玉 /的 两 个 二 次 积分 
[4,15)、( 和 ,10) 均 存在, 并且 


,一 了 
| J dg X gs 人 fy: 


-| a dg (4.10) 

《人 2) 如 果 | 中 [在 了 上 上 一 个 二 次 积分 存在 6， 那 来 了 在 了 上 上 的 
重 积 血 也 存在 , 从 而 由 民 ) 又 得 到 (4.17) 成 立 ， 

证 明 (DD 当 了 EO6 时， 下 是 有 限 个 互 不 相交 的 有 限 和 矩形 特 
征 函 数 的 强 姓 组 合 ,而 对 于 有 限 甜 形 的 特征 函数 ,4.17) 显然 成 立 
{ 见 定 理 扣 的 (命中 性 .8). {4.9) 式 )。 但 重 积分 和 二 次 积分 都 具有 
线性 , 因此 对 平 季 Co 类 函数 , (成立 ， 

如 昌 了 EOi(yyX ga), 那 末 存在 {pe} 己 06, 使 

PP Pp,, 


| Ptg1 X Gud, =, 2 {4.18) 
以 及 由 x9- 堆 集 B 呈 J 使 得 
lim pn, i =ftr, 2， 全 名 9) EJ - oe)， (4.19) 
lim | fag x gs. (4.20) 
因为 二 X(t 如) 0 记 以 存在 8, g(tB1) 一 0, 且 当 
必 己 < b> —B 


Tf 注 ] 当 了 是 了 上 二 元 可 测 冰 数 时 , 必 存 在 一列 7m E co， 使 得 
lim go 人 zs WD = f(t, 切 ， 
锥 而 Hm [pa to Di i Ce, WD 1 
峻 凡 | 湖 是 二 元 可 列 的 ， ， 
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时 ，g5 吾 一 0，、 沁 


本 (全 一 | poe, Hg), 


VB 0) EB 0 n=1, 2, "+ {4.21) 
并 且 


fo Swag 一 | pe WDAgs (aga (0) 
Cn by A dy 
~ | pg x 9 —>), fags x ga. (4,22) 
由 Levi 引 理 ,存在 2 轴 稚 集 蕊 ， 当 cEEBs 时 ， 
FB(#) 一 lnm B, (8) -oo (4.29) 
县 
人 0 一 | Dg ~ | fag gs. (4.24) 
对 每 个 = 巨 B.U B。 由 积分 单调 性 ， 
J re, Wag EB) < oo, nl 2, 
温 定 这 个 4sEBiU Bo 后, 当 WEz。 于 ， 
Pi, EPslD, FE ns, Y) 
且 lm og (%, =— f(r, 的。 


作为 y 的 函数 ,再 利用 Levi 引 理 , 得 户 ( 扫 一 fa, 执 在 < 少 上 
加 Cw, ) dga (CY) 


lm | 0%, Dap) 一 下 (4.25, 


但 BU Be 仍 是 gr- 竺 集 , 多 (2) 的 可 积 性 立即 得 到 | ,fC%, 幼 ) 
"dgst9) 是 的 可 各 炒 数 .再 由 53.25)、(8.24) 得 到 


和 遍 注 守 品 妥 ! 分 和 康 深 袖 仓 133 
| ff, Wigs (wag 人 
LT 


一 ap-|， fug: x gs, 


ab? 
妈 ( 和 .17) 的 第 一 式 成 立 ， 

同 祥 可 证 .1 让 的 第 二 泸 戌 并. 

当 JE CEH) (gx gH = 一下, 其 中 

Dn. Eg XK ga), 

利用 号 于 吕 fyXxXgi 中 油 数 成 半 以 及 重 梳 分 和 二 次 理 分 的 线性 ， 
易 知 性 :4 对 了 也 成 立 ， 

(2) 分 兰 步 来 证 ， 

(了 设 是 有 限 窒 浇 , f>0, 并 且 


dg < oo, 
j. wd ,7 Gadd 


出 于 于 在 J 上 二 元 可 测 , 所 以 存在 四 EC, 使 得 
lim yr, =f (%, 2), (4.26) 


对 征 何 自然 数 访 , 令 
fly, W—min(f ls, 2 MN), 
Pn it, DD =min (gls, DD, N). 


由 (3 ,26) 知 
Hm gx a, ) = fw, ), (4.27) 
上 反 (z, 妨 是 J 了 上 二 元 避 测 函数 ,六 月 [tz 四 | 鹤 让 ， 可 是 ， 
g1X Ya) oo, 


避 据 定理 生 欧 (13){ 取 万 (w, 拉 二 入) frfw, 几 的 重 各 分 存在 ,从 
而 由 本 定理 的 (DD 得 匀 


ft even 
| 人 fs (%, #7) Ca CA) Er (vw) 


<|., ordy fl%, 7) ga (2) dg (2) < oo. {和 .23) 


1 和 第 - 章 ” 共 风格 -期 帝 院 硒 分 
又 显然 有 
hr, PDEs, FEE f(s, WR, 
lim f'n Cw, =f 的 . (4.29) 
根据 重 积 分 欧 Levi 引 理 知道 ，f(w, 四 在 v 上 上 的 重 积分 必 存 在 . 
QD 仍 设 
了 >0 | wn 9100, 
得 了 一 < b> x xe, 办 是 无 限 的 。 对 任何 有 有 限 和 矩形 
一 
今天 证 了 在 v' 上 重 积分 存在 , 并且 
fanxg | ,| fag dg. (4.30) 


事实 上 ,在 了 上 成 立 的 .26). (4.27) 限 制 在 下 上 时 自然 也 
应 成 立 , 即 了 了 作为” 工本 散 是 二 元 可 测 的 。 但 对 任何 自然 数 双 ， 
新 在 上 重 积分 存在 ， 由 本 定理 的 (加 ， 


人 fs, WA x gs, 
js [| fue, Ydgsty) dgulw). (4.81) 
因为 < ,23>C<e, 四 ,0 志 扩 所 了 对 (关于 gi) 儿 平 所 有 的 
JE<a, b>, | 了 15<eo， 
所 以 对 (关于 多 几乎 所 有 前 zE <a， 58%， 
jo fte, Wag < | fw, aga on) 

<) fl, Waga(W), (4,82) 

从 而 由 (以 ,3 得 到 


1 fsag: xp ， Fuga dy 


bo dody 


< | fdgs dgr. 
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再 注意 到 (4.29), 利用 重 积分 的 Levi 引 理 便 得 到 (4.80). 
再 证 在 了 上 重 积分 存在 易 知 必 存 在 平面 上 一 列 有 限 的 
惩 形 {4}， 


DC (4.38) 
UU J 
而 一 工 
作 六 如 下 ， 
fy, 门 ， 当 人 WD Es 
六 人 »-{o wm eT 
显然 ,从 (4.30) 得 到 (了 琅 了 一 7,)， 
上 jeg: Xp ), Fag <| erdy figadgs. (4.34) 
在 了 上 又 明显 地 成 立 着 
elim 二 (4.35) 


再 用 Levi 引 理 就 得 到 了 在 上 的 重 积分 必 存 在 . 
(J) 证 明 一 般 情况 。 由 季 了 是 了 上 可 测 函 数 , 所 以 , (4.26) 
成 立 , 由 此 易 知 
lmjp 人 ko, WD | = |f Co, Dl, 


即 |7| 是 了 上 可 测 函 数 。 由 于 假设 | 月 的 一 个 二 次 积分 存在 ， 从 
GD 得 到 | 在 了 上 重 积分 存在 ， 利 用 定理 的 Cl2)， 取 丈 (z, 9) 
一 |fCe, 办 1 就 知道 了 在 了 上 重 积分 存在 ， 

同 祥 可 证 在 很 设 二 次 积分 | ， | ,fdgzogs 存在 的 情况 下 


本 定理 的 (2 成立。 证 举 . 
Fubini 定理 和 兴 诉 我 们 ,可 济 函 数 在 重 积 分 窒 在 的 前 提 下 ,两 
个 二 次 积分 无 条 件 地 可 以 交换 顺序 .对 于 一 个 可 测 阔 数 , 在 重 积分 
不 知 是 和 否 存 在 的 情况 下 , 如 时 | 天 的 一 个 二 次 积分 着 在 , 那 玉 另 一 
个 二 次 积分 必 存 在 , 而且 可 以 交换 顺序 .这 里 条 件 “| 有 的 一 个 二 次 
积分 存在 ”是 不 可 少 的 , 即使 商 个 积分 相等 , 重 积 分 也 末 必 存在 ， 
例 1 在 第 形 4@, x[l,， oo) 上 诡 数 


‘I 
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flig, WD ee 
关于 (2) 一， 外 的 两 个 二 次 积分 椰 在 并 且 是 育 限 数 ， 但 
是 ~» 
1 ra 1 
| 上 (0 Te I) dydr— | l (8 一 6 i) dr > 0, 
上 人 (edgdy=] 一人 (et—e yO. 
例 史 在 矩形 一 [一 二 了 x[ 一 1, 匡 上 , 函数 
dy Eu 2 | D BB 
fw, 的 -| CT YY ON, 
0, 当 w 一 y 一 0 时 ， 
仍 考虑 勒 贝 格 积分 , 利用 苗 数 了 的 奇人 性 , 易 知 
1 1 
| ff, Wavas=0, 
全 三 Fe pavey=0, 


然而 了 在 了 上 二 重 积分 不 存在 、 知 则 ，j 在 y 上 绝对 可 腹 ， 从 而 
在 at 相关 必 加 上 重 积分 应 存在 , 国志 在 上 二 次 积分 存 
在 .但 是 


| 二 天国 -二 
Ee 28 20+1) 2m 二 1)’ 
汕 i 不 是 (0， 4] 上 惑 贝 格 可 积 函 数 ， 因 此 , 在 .mi 上 了 的 
重 积 分 实际 上 是 不 存在 的 . 

附 录 


6. 平 盏 上 一 般 的 勒 内 培 : 斯 蒂 阶 积分 
冰 节 中 第 一 至 第 五 小 节 讨 论 的 是 分 村: 学 科 中 经 常 采用 的 平面 各 风格 -其 
节 阶 积分 ， 但 它 是 特 球 的 平 而 鞠 由 榈 -斯 蒂 院 积分 。 因为 任何 育 限 抵 形 一 
人 下 Xe 克 的 由 Xe 面 积 
Ig, 1 gat do, DY), (4.2) 


$4 高 约 空 间 积 分 和 累 次 积分 1 入 


即 六 的 “面积 ”等 于 “ 廊 ?” a 态 、(e. 四 的 “长度 ?g(a 他)、gole, 二] 之 
性 ， 它 是 一 种 委 积 积分 人 用 测 座 论 的 语言 来 说 ， 它 是 建立 在 9a、 ga 光 《 旺 全 
的 ) 生 天 测 度 工 的 积分 ， 这 可 参见 第 三 章 中 一 般 测度 论 简介 )， 

训 虞 从 物质 质量 或 电荷 分 布 来 看 (3.2), 就 可 显示 册 它 的 千 妹 性 ， 仙 如， 
设想 在 平面 寺 分 布 着 某 媳 物 交 或 电荷 (总 明 是 2， 中 这 个 分 种 玫 导 济 加 I 下 二 
元 也 数 ， 

中 (2 擅 二 第 形 ( 一 -和 XC 一 一 切中 总 质量 或 总 岂 荷 全 ， 民 然 ， 册 应 
洪 足 下 列 针 性 : 

(国定 加 种 人 的 是 4 的 站 订 增 加 右 这 综 国 烤 : 圈定 本 由 (% 护 是 
2 的 单 许诺 却 有 这 小 辣 数 ; 

{iiY 当时 

bub, Ds DD, Ot, OO 
[| lm 了 tw 护 二 1, lim yr 二 0, i her, = 
Ftp 

类 似 于 直线 了 的 分 布 , 碍 用 一 元 函数 由 佐久 描述 平王 上 量 分 布 时 , 上 上 述 
条 折 人 六 的 出 更 是 由 半 假 定 佑 考点 选 社 ( 一 0， 一 0)， 着 且 爹 平面 二 总 反 最 
或 总 由 荷 时 蒜 1 的 红 故 ， 内 此 当 总 质 电 或 总 沁 葵 基 是 一 鼻 的 情况 (其 至 可 以 
汇 限 去 》， 考点 不 全 一 ce， 一 后 时， 对 件 和 将 未 再 出 现 ， 可 昂 证 二 元 
光 攻 拱 壕 -… 般 辽 于 而 分 布 最 本 质 的 条 件 是 个 Qi). 

反之 , 当 -一 江 函 数 中 他， 多 满 中 条 件 全 、 0 时 , 对 任何 有 限 矩形 了 = (a， 
bx te 0， 规定 , 

wD =D, Dv, 本 一 下 全 站 十 和 fa Oo), 

并 称 中 是 了 的 业 面 积 ，、 类 似 直 线 上 情 沉 ， 再 将 和 面积 推广 漳 平 同上 第 
够 表示 成 有 限 个 互 邓 相交 算 形 的 和 的 那 种 柴 上 , 再 引信 业 - 标 全， 从 前 双 可 沁 
立 0Qo 类 国 涩 演 于 地 -面积 的 积分 ， 凡 及 3 入 02tD 类 ， 和 关于 中 的 (L565) 积 
分 ; 对 于 这 禹 积分 亿 右 一 系列 的 性 质 ( 包 括 Levi 引 理 ， Fa;on 引 理 旭 深 制 贮 
效 定 理 等 )， 要 由 于 出 太一 般 了 ,所 以 不 存在 类 似 于 了 apini 定理 的 结果 .， 同 
样 还 可 考虑 宇 基 上 上 种 符 生 的 汕 的 积分 . 


习 题 
1 设 fp 是 平 而 下 Ce 类 欣 数 列 ,并 月 滑 足 . 


PI Pa Pn Pn n=], 2, 0 


则 time。 = 站 的 充 亚 条 计 是 lim | 区 的 
[ri [9 中 到 时 J “ 5 


ts 
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- 证 有 肯定 理 1~$3 的 所 有 结论 . 
， 伍 朋 一 次 积分 具有 线性 . | 
， 试 叙述 并 证 明 三 个 变数 的 Fubini 定理 . 
， 证明， 对 任何 Ke 四 (ce 拓 乓 ， 壮 面 集合 
B={{r, DIy -LE Co, 人 
可 分 解 成 平面 上 可 列 个 天 并 形 的 科 。， 药 证 蛆 ， 对 在 何 自然 数 %， 如 记 
Tu Lon, WL—n, 1], 
那 末 疯 数 Yenr ke, 拉 属 于 平面 上 7912 0) 各 
6， 设 五 是 加 - 零 集 , 证 到 下 而 上 集合 
Bar DIy -2€E EE} 


tn ty 吕 


是 平面 上 m- 零 集 ， 
7， 设 了 是 直线 上 上 诅 内 格 ( 旭 关于 匠 ) 可 测 泡 数 ,证明 六 zf 一 历 是 平 洛 上 惑 
贝 格 \ 即 甘于 平面 上品) 可 测 牛 数 ， 举 合 说 明 : 当 了 是 吉 线 二 勒 风 糟 可 积 沙 数 
时 ,FT(z 一 的 不 是 平 所 土 蔷 风 格 可 积 国 数 , 并 求 出 jz 一 纺 为 平面 上 可 积 末 数 
的 充 要 条 件 . 
8. 设 六 8 是 两 个 直线 上 勒 风格 可 积 函 数 , 证 明 对 (关于 中) 几乎 甩 有 入 


hn) = {fs -tg 
存在 , 而 及 末 煞 Re)C 在 上 述 积分 无 意义 的 一 个 零 集 上 补充 定义 后 ) 基 直线 
上 勒 员 烙 可 积 函 数 (通常 称 五 为 7、g 的 卷 积 , 记 为 
六 一 人。 

9、 设 丰 9 是 二 线 上 珊 个 勤 中 格 可 积 函 数 , 证 明 ; 

CI) .fag 一 9w 广 

(HY Frg—75; 

Gii》 fxg 是 勒 贝 烙 可 积 函数 , 旧 

| rogaz-j ya 人 oz 


10. 设 了 是 [4, 打上 勒 由 桔 可 积 函 数 ，0<a<d 证 明 对 (基于 tm) 几乎 所 
有 的 #E [a 站， 积分 


TOCm) 
7 四 二 全 Se 


存在 , 并 且 清 数 9(i)( 在 上 述 积 分 不 存在 的 点 补充 定义 后 ) 是 [4. 后 上 勒 员 格 
可 积 贸 数 ， 
机 ， 设 并 2 用 是 人 好 Xx bo, 中 上 的 (关于 各 x g9) 可 浏 的 函数 ， 证 明 ， 
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知 果 对 (关于 90 几乎 所 有 的 xE 《a 矿产 (凡是 人 办 上 (关于 的) 可 各 的 ， 
那 来 函数 

pe) = [fl Was) 
必 是 to 妨 上 (多 十 92 的 可 济 区 数 (对 上 述 积分 不 存在 的 力 帘 定 9(2) 一 9， 
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可 测 函 数 与 可 测 集 是 两 个 全 要 的 概念 ， 它 们 与 积分 的 关系 非 
钳 密 切 ， 一 般 书 中 , 是 光 失 gY 长 度 概 念 延 操 成 能 定 浆 在 复杂 点 集 
《 比 我 们 在 第 一 全 中 罩 遂 到 的 四 线 下 的 区 间 、 可 列 个 区 和 阅 的 而 介 等 
蓝 灵 深信 攻 ) 十 的 六 调度 ， 然 后 讨论 测度 邓 念 下 的 可 测 函 数 及 其 
秋分 。 而 本 书 由 采 且 的 办 法 是 置 搂 建 立 积 分 ， 这样 就 更 快 地 达到 
完 介 绍 积 分 的 茜 相 稍 果 .。 对 于 积分 论 中 前 测度 、 川 测 丙 数 这 两 种 
各 型 介 念 读 省 必 红 有 所 了 了 和解， 所 以 本 章 将 对 这 两 个 复 念 作 一 些 介 


,, 
结 ， 


$1 可 测 函 数 与 可 测 集 的 性 质 


这 一 节 将 系统 地 讨论 可 润 阴 数 与 可 测 集 . 

1 yg- 可 测 唔 数 

六 了 系统 起 吕 ， 将 第 二 章 中 已 经 进 到 过 的 可 测 丽 数 概念 复述 
如 下 : 

定义 设 y 是 (一 ce，o0) 上 单 洞 增 加 有 有 连 名 滑 数 ， /是 <a,b>》 
上 上 有限 实 西 数 ， 如 虹 存 在 一 列 非 零 定 义 域 包 会 在 <x,，5》> 于 的 简单 
泣 数 {p 小 使 得 (甘于 凡 在 Ga， 办 上 

Tim po 过 /。 (1.1) 


那么 蒜 了 是 (关于 四 在 Ca, p>》 上 勒 县 格 - 斯 莹 阶 可 测 凶 数 ， 简 称 为 

<a, 6> 上 上 乓 可 测 画 煞 。 特别 滞 8o) 一 和 时 ，gy-- 可 测 函数 了 称 涛 基 

《oa;, 5> 上 上 勒 贝 攻 可 测 困 人 数 ， 稍 称 居 《Ge py 上 mm- 可 测 函 数 ( 或 五 -可 测 

汪 数 ). 如 果 了 是 <a, 5> 上 复 值 深 数 , 当 了 的 实 部 Ref. 虚 部 Tm 分 

别 是 g- 可 测 (m- 可 测 ) 时 , 称 了 是 Ca,， 5》 上 g 可 测 (ww- 可 测 ) 隙 数 ， 
常用 的 重要 可 测 函 数 的 例子 有 : 
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例 1 直 组 上 任何 简单 酚 数 mp( 即 pECo 对 任何 9 都 是 
《一 oe，co) 上 g- 可 测 的 . 

显然 ， 只 要 取 s=pm~1 2,…)， 便 知 p 对 任何 g 部 是 
(一 co, co) 上 可 测 函 数 ， 

例 任何 (一 co，eo) 上 g- 可 测 函 数 取 视 为 Ca, BC(~ oo， 
ce 上 函数 时 (即将 跟 制 在 Ce， 了 下 时 , 广 必 是 <e， 5》 上 g- 可 测 画 
数 . 

国 为 了 在 (-- co，co) 上 - 可 测 , 所 以 存在 简单 请 数列 {pj}, 使 
得 并 .也 式 在 (一 ce，eo) 上 成 立 ， 自 然 在 4a， 5 上 {了 ) 式 世上 成 立 ， 
因此 了 是 Ca, 38> 上 -可 测 函 数 . 

例 8 了 是 de, 了 2 上 六 可 测 画 数 ， 划 末了 在 <e， 孙 外 的 点 衬 充 
定义 为 0， 得 到 雪线 上 的 函数 疡 子 几 是 (一 co，co) 上 9 可 测 画 
数 . 

事实 上 ,因为 在 Ca, 5> 上 yg 可 浏 ,所 以 存在 非 堆 定义 域 包含 
在 <a, 5 中 的 简单 水 数列 {qs}, 使 得 入 .1 了) 式 在 Ca, 58》 上 成 立 , 轩 为 
在 a, 好 以 外 的 点 2 上 ,pr(2) 一 00n=1， 2 0 了 C0) 一 0, 所 以 在 
(一 0，00) 上 (关于 g)， 

lim pn f, 


即 了 是 (一 ,co0) 上 g- 可 测 画 数 。 

例 4 了 是 <o, 1 上 连续 遂 驹 , 广 关 于 任何 9 必 是 9- 可 测 两 数 . 

事实 上 , 如 果 《a, 3>= [如 ， 这 时 由 了 在 [o 芭 上 阅 均匀 连 
续 性 , 知道 必 存 在 ts, 5] 上 一 列 简单 前 数 {fp}, 使 得 fp} 一致 收 全 
平 六 从 而 直 . 卫 对 任何 9 在 [eg， 玖 上 成 立 ， 因 此 ,了 在 [e, 6 上 yg- 
可 测 . 

如 果 <e, 办 = a, 下 (& 可 以 是 一 co), 那 末 ， 对 任何 自然 数 m 
> ,了 是 [a+ 寺 ,5 ]( 当 4 一 一 时 , 换 为 [~ 四，~n< 把 
上 连续 函 数 ， 由 均匀 连续 性 ， 存 在 非 零 定义 减 包 舍 在 | e+ 一， | 
ff 一 六 习 ) 中 的 简单 状 数 pw 使 得 |ps( 一 Fo 1 一 二 在 [十 车， 
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杂 ([ 一 % 5]) 上 成 立 ,由 此 易 知 
limg, (0) ~ f (4) 


对 每 个 YE (a, 四 成 裕 , 自然 关于 任何 9 在 (4, 8] 上 妇 . 了 ) 式 成 并 ， 
从 而 了 是 (8, 8] 上 g- 可 测 摧 数 ， 

而 样 可 证 ，<&a, 了 一 [Lo 8》 (5 可 以 是 o0) 或 (4, 耻 或 (一 o0， 
co9) 的 情况 下 , 千 论 出 成 立 . 

例 5 多 项 式 或 三 角 包 项 式 关 于 任何 gy 是 任 从 <a, 63 上 的 
本 测 孙 数 . 

这 是 例 4 的 特殊 情况 , 

例 6 假设 gC9) 一 (zw)， 闭 未 企 何 Cm, B83 上 有 i 限 务 数 了 都 是 
< ,58> 上 太一 可 测 的 . 

事实 上 , 如 果 0Exs, 8》， 取 gs=0 (xn 一 J， 3, …)， 如 果 0E€ 
《<4 b>, 作 <a, 8> 上 一 列 简 单 散 数 ， 

f0), 当 %=0 时 ，, 
Pn (9) ~ | 0, 当 2zx0 肘 ， 2 
内 为 (一 ce, 0) U (0, oo) 是 仙 - 零 集 ， 所 以 元 论 0ELa, 从 或 Oc 
<4， 82， 关于 及 总 有 
limgp, =7, 

即 f 是 Ca, 58> 上 6, 可 测 函 数 . 

是 否 对 每 一 个 g, 所 有 的 有 有 限 函 数 部 是 六 可 测 的 ?特别 ， 是 埋 
所 有 的 有 限 函 数 都 是 m- 可 测 的 ?这 个 问题 的 回答 是 否定 和 的， 可 以 
举 出 不 可 测 函数 的 例子 , 具体 的 例子 我 们 将 放 在 人 8 末 举 出 ， 

可 测 函 数 性 质 ”可 测 着 数 有 如 下 常用 性 质 ， 

定理 1 设 记 疡 是 ce,， 8> 上 的 六 可 测 函 数 , 闭 末 

4 xf +BptaB 是 澡 数 ).|F| .max(P bh) mintf, RF. 
让 .fh 者 是 g- 可 测 函 数 , 


(2》 如 果 了 (关于 分 儿 乎 处 处 未 等于零, 那 束 是 yg- 可 浏 说 


数 ( 当 半 (2) 一 0 时 ,可 规定 Fs 为 任意 有 限 值 )， 


由 富 测 请 数 与 串 测 集 的 性 计 1 

(8) 当 ( 关 于 力 C6) ef (w) 时 ,hb(w) 是 g- 可 测 隐 数 ， 

(4) 设 Ke) 是 4w 5》 上 有 限 画 数 ,《a, 65》 一 Less 8 是 互 不 
相交 的 分 解 ， 那 末 怀 在 Ca, 8> 上 9- 可 测 的 充 要 条 件 是 在 每 个 
<m 50> 上 为 所 可 测 函数， 

(5) La, 5 上 g- 可 积 函 数 必 是 扩 可 测 函 数 . 

(6) 了 关于 g 可 积 的 充 区 条 件 是 存在 《w 5> 上 g 可 积 函 数 
了 ,使 得 ( 关 填 9) 


| 


(fF. 
(7) 如果 ga, 8>) <co, 并且 存 在 常数 放 , 使 得 (关于 名 | 了 | 
帮 时 ,于 末 了 必 是 cw, 3> 上 gg- 可 积 孜 数 ， 
(8) 设 {fn} 是 <4, 5 上 一 列 由 可 测 函 数 ， 并 且 ( 关 于 力 几 平 
处 处 收 化 于 天 那 末 天 是 <a， 区 上 g- 可 测 画 数 . 
证 明 《为 了 简便 , 下 首 证 明 中 斯 有 “关于 多 均 震 略 ? 按 假设 ， 
瑚 在 她 己 Co， {ws} Oo, 使 得 
lim pf, Lim 
(1) 由 于 
lm (ep + Bs) waef + Bh, 
lm |g, | 7, 
limmina (Pn, be) min Cf, b), 
lim maxfrp 0O) maxtf, OD —f+, 
lim ma 一 pn，0) = max(—f, D=—f", 
lim gn =fh, 
所 以 定理 中 导 ) 成 立 ， 
但 ) 作 O06 中 函数 列 
zy 当 gn wm) aby 时 ， 


wl) -| 0 ， 当 pO 一 0 时 ,人 


i34 车 二 这 可 浏 畏 束 、 可 兽 计 与 不 定 可 分 

振 船 癌 右 站 Co, 5 上 的 由 当代 有， MEG 让 一 畏 轩 ,2 二 
二 jia gpl) A) 。 六 以 对 母 个 5E cu, 这 一 至 各 mn 完 分 大 时 ， 
Po 号 天 0, 以 而 Os 中 序列 {twj 在 La, 一 加 上 收 伐 于 Fe Ry ; 轿 此 
1 
二 是 可 测 节 
F 是 六 可 测 的 . 

{3) 夫 训 . 即 可 得 ., 


(和 当 亡 症 《a 让 上 5 可 济 早 ， 丰 在 {fC 在 《a, 下 上 
Hr 上 lm 而 下 在 
< 5 上 六 -机 测 ， 

及 之 ,对 每 个 和信 =1 了 9 下, 看 在 {5 人 C60, 在 ow 上 
Hm zt 放量 然 ,ma 一 ri 在 < 5》 上 浦 足 


lim rm. 


即 此 是 cg, 8> 上 yg- 可 测 汕 数 ， 
(5) 的. 


《6) 如 时 洪 闻 订 积 ， 取 了 二 | 了 | 即 可 。 相反 的 于 实 已 在 第 二 之 
$3 和 定理 五 的 系 2 de 了 

中 是 (的 前 特 呈 人 党， 

(8) 不 妨 设 Cg，D> 一 《一 co， co)， 作 < 6》 上 一 列 函 数 ， 


A ... 
nen) TH | 1， 2, 


田 本 定理 的 (了 、{ 多 知 启 是 Ca, 5》> 上 gg 可 测 聊 数 , 而 卫 对 侮 个 zc 
Ca, 82，|2nto)i<I 由 假设 易 若 

， fv) 

im 4 (2) 二 1+ 


第 二 可 六 名 _ fm) 二 
所 以 由 第 8 守 理 5 的 并 33,7(w) IETF 在 任何 有 限 区 
间 <x，B> (CCKe, 5 站 上 是 g- 可 积 轴 儿 ， 从 而 由 本 4 定理 的 与) 知道 ， 


hg) 是 《os 8B 上 入 可 浏 高 数 , 山本 定理 的 人、 (2 知道 


时 卫 评 草 国 车 与 好 油 剑 的 许 所 1 


1 一 TAG 


古 <a, 6》 上 可 测 函 数 . 

特别 可 4a，A>= Ga 8 二 1 (rn 一 0， 土 [， 土 3,…》, 由 了 的 可 测 
证 ,存在 {pg 过 Do gp 名 的 非 零 定义 域 包含 在 (3 十 了 中 ,并 且 在 
(Cn, RR 二 如 上 


Lis: ph sf. 
由 此 易 知 , 当 取 
Pp PE 二 名 全 二 二 9 bl, 2, 2 
tpeCCo, 并 且 在 {一 00, eo) 上 上 
lim gp: «7, 
扼 了 是 a, 6》 十 g 可 浏 西数 ， 证 毕 , 
可 测 史 数 还 有 一 些 重 要 的 等 价 定义 形式 ， 介 那些 形式 要 依赖 
另 一 个 重 玛 的 概念 -一 -可 测 集 ， 所 忆 下 而 计 论 可 油 集 ， 而 拒 可 测 
琢 数 的 等 价 定 头 散在 和 3 中 讨论 . 
、2- 可 测 集 
现在 再 利用 积分 来 扩充 9- 长 度 概 念 . 
首先 注音 在 第 一 章 & 了 习题 中 已 经 指出 ， 舍 全 4 和 芭 土 的 特 
征 函 数 x4(w) 是 一 一 对 应 的 , 而 区 间 Ka, 2 的 g 长 度 ge 8 正 
是 xn; 的 (关于 四 的 碍 由 褚 -斯 蒂 兴 积 分 , 
] xe.we9=9 (ke, 1%). .2) 


由 此 引入 如 下 定义 . 
定义 说 娘 是 (一 0， 00) 上 帮 集 , 划 潜 xi 炮 (- ce，oco) 上 上 信 
本 测 郑 数 , 旋 称 如 为 (关于 用 勒 贝 将- 斯 带 价 可 测 业 ,简称 党 g- 可 
浏 人 ,省 称 
mm( 梧 =lm { wrdy (1.8) 


i—nsnt] 
为 如 (关于 几 的 勒 见 将 -斯 著 阶 测度 , 简称 为 召 的 六 测度 ,特别 地 ， 
当 多 二 一 和 时 ,9 可 沿 集 称 为 勒 下 桔 可 测 集 ,简称 为 2- 可 调集 ， 相 


i138 第 三 音 。 可 出 玫 获 可 部 人 娘 与 未 定 划 如 


应 的 召 的 针 测 度 称 为 召 的 勒 贝 椿 测度 , 记 为 癌 ( 杏 )、 

允 可 汕 集 全 体 记 为 达 ， 勒 贝 格 可 测 集 全 体 记 为 也， 

注意 ,部 困 避 是 9g- 可 测 集 ,xn 便 是 5 一品 ， cco) 虐 g 可 测 函 数 ， 
其 而 对 任何 mn xs 也 是 [一 mw mj 上 g 可 测 隔 数 , 因 而 xs 也 是 [一 %, 
中 上 可 积 函 数 ,并且 积分 随 # 增加 而 增加 ,所 以 红 . 引 是 有 意义 
的 (允许 被 限 为 co)， 

9g- 可 测 集 具有 加 下 重要 的 常用 性 质 . 

定理 8 0) 一 切 有 限 区 间 《e,， BER, 并 有 wr(u, 2) 一 
ge, 5 【《 邯 pv 尘 度 是 多 长 度 的 拓 广 )， 

(2) 召 是 六 零 集 的 充 要 条 件 是 (到) =0. 

(8) (—e0, 00), $BED,,FfH i (p=0, 

(4) 《 非 负 性 ) 对 任何 BE py 如 守 0. 

(5) (有限 可 加 性 ) 如 果 轧 ,，…, 互 .EE 上 ,并 且 {B} 互 不 相交 ， 


那 来 Umer, 并 且 


pt BD ~ (Eo). (1.4) 
(6)》 (单调 性 ) 如 果 召 , 卫 EL。，Bcz 卫 , 那 末 
Hel B)S polF). .5) 
(人 9) 《可 减 性 ) 加 果 户 , 了 了 EL， RCP, 且 必 ( 本 天 ce, 那 未 
pF Bp 10) 


(8) 〈 可 通 性 ?如果 加 ,EL,, 逆 末 BNPEL,. 
《9) 《次 有 限 可 如 性 ) 如 果 轧 ，…， 召 ,上 ,, 那 来 U BEL,, 
并 且 


mB) Sp (B). .7) 
(40) (可 列 可 吉 性 ) 如 果 {8,}cCD， ,NN 术 。 一 砂 (nm)， 郑 


来 局 为 ETo， 并 且 


mt BE,) =- 访 ies (i). (1.8; 


计 工 测 蓝 数 与 可 到 华 的 性 质 1 多 
(1D (次 可 列 可 加 性 ) 如 果 {2} 三 二 屠 木 忆 加 CI, 并且 


ml BSE mB). (1.9) 
(12) (单调 极限 ) 设 {Es 二 上 了 ,, 
《1 如 果 以 入 Ci… 记 如:C…) 那 末 lim ,EL 并且 
Halim BE,) ~lim op Ey. (1.10) 


ET wy 


全》 如 果 加 已 思 :二 … 习 训导 玉 lim 如 ELs， 又 当 存 


在 某 个 wo 使 得 py( 召 .,) < co 时 ,有 
ts Tim B,) = lim po(B,). (1.11) 


D3 (上 、 下限) 如 果 :{ 加 二 局 那 末 Inn 如, jim 豆 .E 了 并 


HE 


县 
Kallim Es) Hm ppl Br); (1.12) 


而 当 存 在 某 个 no 使 得 jC 玉 )<oo 时 ,有 
Mellim Br) > 1m p(B,). (1.18) 


n= 出 一 oo 


(14) 《极限 ?如果 { 加 JJC7o lim 吾 , 存在 ， 并 且 存 在 某 个 na 
使 得 ka 人 tj 区 ) <eo 时 ,有 
Po llim Ba) 一 ]imn p(B,). (1.14) 


(15) 如 {BCLo, 并且 总 jo( 竣 ,) <co, 那 末 
Hallim Bs) —0. (1 .15) 


#3 


(16) { 勒 贝 格 测度 的 平移 ,反射 不 变性 ) 设 a 是 任何 实数 ， 如 
时 如 ECE 荆 , 那 末 
E+ia= {+olyE EB}EL, ~ B={—2 EE}EL, 
县 . 
mB) = mH), ml— FH) =m(H). (1.16) 


98 第 三 章 可 撞 淆 数 , 可 沁 集 与 不 定 各 订 
在 证 明定 理 2 之 前 ,我 们 先 对 定理 2 的 轨 容 作 儿 点 说 明 ; 
第 一 , 定理 2 中 的 (, (2) 是 说 明 pr 得 长 庶 的 关系 的 . (1) 
说 明 jy 是 长度 的 拓 广 ,过 去 只 有 区 问 形 式 的 集 相 有 g 长 度 , 现 
在 细 可 以 定义 在 远 比 区 间 复 杂 得 多 的 点 全 上 了 (这 种 复 关 的 集 今 
后 我 们 将 会 看 到 ); 全 说明 等 集 和 测度 向 是 零 ( 又 称 伏 mr 过 
条 ?是 一 致 的 ， 大 而 i po- 零 集 ， 在 测度 理 
第 一， CH6) 是 各 只 格 测 多 和 直 8 手册 它 是 建 让 经 典 调 和 分 
析 的 基础 . 
第 三 ,性 质 (3) ~ (15) 是 L, 和 Lp 人 项 :省 入 认 


(I) g_ 可 测 集 全 体 是 对 可 列 个 互 不 相交 的 集 的 求 和 这 算 
与 减法 运算 封闭 的 集 类 ( 邑 如 果 BFEL,, {B.}cL,, 并 H 也 站 
如 ~ (i 办, 屠 末 必 有 了 -了 ELs, LEI)， 并 目 (--oo， 
co) EL ( 换 盲 之 , 瑟 是 (一 吕 , co0) 上 的 oc- 代 数 ， 参 见 第 一 章 $ 1 
附录 ), 

(IT) 定义 在 集 类 L, 于 的 党 画 数 Hg 《因为 rp 不 着 点 的 函 煞 ， 
而 是 定义 在 五 中 的 每 个 集 上 的 函数 ) 是 非 负 的 、 可 列 可 机 的 
( 即 对 瑟 中 任何 一 列 互 不 相交 的 集 { 妈 J， 总 有 ol 【J 名) 一 
mB )). 

(3) ~ (15) 中 其 它 一 切 性 质 都 是 由 上 述 (DD、(QT) 两 个 性 质 派 
生出 来 的 , 所 以 我 们 在 证 明定 理 的 (3) ~ (15) 性 质 时 ,将 采取 先 证 
明 (了 D、(ID, 然后 由 (DD、(ID) 推演 出 其 它 。 这 样 的 证 期 过程 电 佐 了 
在 -一 般 测度 论 中 推广 ， 

定理 & 的 证 明 

TD 显 热 ,za 是 9 可 测 函 数 ,所 以 La, b>》 全 开赴 仁 .9 盟 
#9 pera, DN) — ga, 5>). 

(2) 必要 性 国 吾 是 扩 杜 集 ， 所 以 ZE eu, 从 而 xaEo(g), 


中 可 江 殴 数 与 可 漠 业 的 址 虎 1% 
到 邮 x 可 济 涌 数 ,着 
| jig ous-0, 
旋 汕 5 一 0 
充分 性 ”因为 ky (CB) 一 0, xs 字 0， 由 积分 的 唯一 往 定理 知 8 
二 0, 风 如 一 {2|xs(z) 关 0} 是 9- 稚 集 . 
下 亩 证 明 性 质 3) ~{15)， 先 证 (D、(D。， 攻 充 证 明 COD 中 
的 Jas 的 非 负 性 ,其 宗 这 就 是 证 明 { 包 . 
(4) 内 为 zz 所 以 对 任何 五 ELo， 由 积分 的 单调 性 可知 对 
伍 何 %, 
| rndy0, 
[一 mm 站] 
从 而 Is(B) lm | ， zsag>0 
再 证 (中 中 的 } Ly 对 可 列 个 互 不 相关 的 集 的 和 运算 圣 闭 以 及 
OD 中 前 py 在 也 上 前 可 列 可 机 性 ,其 实 这 就 是 要 证 明 (10)， 
《oj 因为 {B,C Dy, 且 是 互 不 相交 的 序列 , 因而 %e。 是 多 可 
浏 函数 , 从 而 x ; 。 一 六 xs, 是 半 可 测 范 数 音调 列 [这 zs, | 的 极 


限 西数 ， 所 以 xy 是 六 可 测 极 数 ,从 而 [| 瑟 ,EZo， 邑 瑟 对 可 


浏 个 囊 不 彤 迹 的 集 的 和 运算 圭 闲 . 
再 证 pey 是 可 列 林 其 [ 的 : 对 任何 % 


入 


本 
S| mon dg -| x dg 


#$=1,[C— Ht1 9] 
< 上 | rr n]) eo, C1.17) 
= 二], 2， 


针 洁 :Jim > XB, = 在 上 -2 训 工 上 成立, 根据 Levi 引 理 ， 


和 


| * 局 Be 2g=) a > Xzdg -lm p> | —hp hn m9, 
(1.18) 


”00 第 三 章 ”可 测 随 数 、 可 测 华 与 未定 和 分 
肝 尼 .18) 立即 得 到 对 任何 各 
和 
在 亿 .197 中 青 仿 rco, 立即 得 到 
He | Bo -lm| | 7 日 可 Wy Fs (B02. Ud 20) 


反之 ,对 固定 的 上 ,利用 积分 的 非 负 性 , 由 人马 :I8) 得 到 


md EO >) tm 网 > 六 | eg. (21) 
再 在 (1.2 人 ) 有 边 , 令 %->o0, 访 得 到 
md D> 六). (1.22) 
由 于 (1.29) 对 任何 上 成 谱 , 再 令 h->eo， 立即 得 到 
pel BY) > po BO). (1.23) 


从 民 .28) 和 ( 民 .20) 就 得 到 员 .8), 即 po 基 可 询 可 加 的 . 

因为 (x % 十 1] EL, 出 可 剂 和 运算 封 阅 性 可 知 (一 oo,， 00) 一 
UU @ ntlleL, 

最 后 再 证 上 (TD 中 所 说 的 ) 了 se 对 减法 运算 封闭， 事实 上 , 当局 
FE L, 时 ,xp.xr 是 扩 可 测 国 娄 ， 由 于 xp_r 一 X55 一 WrXg 是 5- 可 测 
国 数 ,所 以 一 了 了 Eby. 

现 艳 从 KD、 《TID 出 发 米 证 明 (3) 全 (区 中 其 它 未 证 明 的 性 质 ， 

(3) 任 取 吾 E8， 因 为 5 对 减法 运算 狸 闭 ， 所 以 贡 = 皇 一 
吾 人 了 so， 再 在 Zr 中 任 取 一 个 测度 wo 是 有 限 慎 的 集 百 (例如 如 是 
有 限 区 间 ), 作 了 中 序列 : 记 一 也 ,如 一 p(n=2,3,-…), 显 然 ,{ 耳 .} 
是 西 中 一 列 互 不 相交 的 集 , 从 而 


和 (本 一 pr( UL] Bo) = pa BD + tp (Bo) + 


等 式 两 边 可 消去 有 限 值 p(B), 并 注意 到 io 一 jy (由)， n>, 
申 此 得 到 


和 一 Ar Ft) 
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因为 wy 中) 是 非 负 的 ,所 以 zf 的) 一 0. 
( 国 设 思 ,EE Dy 补充 取 刀 rw 一 中 ,此 一 1，2，,…， 得 到 
一 列 豆 不 提交 的 集 { 瑟 人 一 工 2, …)， 由 位 0) 及 (3 立即 得 到 
mo 人 五 ) 一 pa ED) 一 如 | -总 Ha (Bo, 
(6) 当 ECFH, FP-BU(P-E), BN(F~H)=$, 由 后 
得 到 
La) 一 此 or 本) 十 pe( 吾 一 吾 )， (1 .24) 
因为 HB — EB)0, 所 以 Mal) > B). 
(7) 因为 (加之 oo， 所 以 在 (1.2 台 式 中 两 边 同 时 消去 
urf 吾 ) 后 就 得 到 红 .67 
(8) 因为 再 站 三 一 盏 一 (加 一 殖 )， 而 二 对 减法 运算 封闭 ， 所 以 
EBNFEL,. 
(9) 先 还 明 m%==2 的 情况 , 圭 为 
EU Es EU (Bs;— Bi), (1.25) 
而 BN (CHO— B11)} 一 由 岂 (5) 可 知 BU By EL,, 并 县 
WC EIU Ha) = HoHBD Ti Ba— BD Su ) + Ba). 
对 于 一 般 的 7 因为 5 中 任何 两 个 集 的 和 仍 在 开 , 中 ,而 工 ， 
对 减法 运算 封闭 , 因此 由 归纳 法 易 知 | B= 由)(B 一 全) 2) EL 
再 利用 ws 的 有 限 可 加 性 及 单调 性 立即 得 到 
(0 一 窜 m( 闷 一 中 荔 天羽 (20. 
CLI 因为 工 , 对 有 限 和 . 减法 以 及 互 不 相 奖 的 可 列 和 送 算 才 
闭 , 醋 以 EA Ui Uy er, 再 利用 mr 的 可 询 可 加 人 性 和 
单调 性 立即 得 到 


记 ( 四 本 -局 ( 加 -里 苏 < 思 (本 


(IT Ci) BB BC BS “时, lim B, ~ D, 所 
以 lim 到 EL,. 
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如 果 lim 和 (可 ) ~ oo, 那 末 由 单调 性 io 人 至 ) 之 wwz( 加 ,从 
面 
| Ei) > lim Po 加 wy 一 co， 
即 pz 人 lim Bn) 一 Po (| 本) 一 oo 一 jiam po( 杷 )， 
如 果 limjd 如 ,<o0, 那 末 由 于 lim 如, 中 BB U (LJ (到 
一 如))， 从 而 由 pu 的 可 列 可 加 性 和 可 着 性 (因为 每 个 jy(B0 < 
co) 得 到 
Ho Tim -可 一 Hop{ Bs) + (a, 一 EB) 
一 we 人 0) + BD — po Bs)) 
—lim [AB) + (po BO) — p(B))1 
"lm Mol BE,). 


(和 ) BOB DIOB DH WB BoC 
Bi— EBC Tm Bi— BCL G=1, 2, … ,所 以 lim (Bi BH,) EC 


本 ， 从 而 琴 一 im( 刷 一 已 ) 一 lim BE IL， 又 因为 从 序列 {8,) 


中 去 掉 前 m 项 不 影响 它 的 极 恨 ， 所 以 不 妨 在 假设 jo (可) 二 eo 前 
前 握 下 来 证 明代 .ID). 
利用 到 :二 lim (一 如,) 和 py 的 可 减 性 以 及 介 ， 


Pe (lim BEB) ~ pa Bi) — po0 CPs 一 Im B,) 

| = po) po {Tim (1 — Bo)) 
— js) — lim p(B B,) 
~ og (HR) 一 lim Ci CB) — to Bn)) 
~— lim pet 8,). 


站 十 测 函数 与 可 测 集 的 性 质 20s 
(18) 当 {0cCby 时 ， 自 本 妃 ~ 站 到 EIs 以 及 (1%) 中 的 


《DD， 门 如 一 lim BsE Ls 即 对 可 列 个 集 的 通 的 运算 幸 闲 ， 从 
而 mm 
lim EU MN En EL,, 
页 (1 凶 的 中 和 jos 的 着 调 竺 ， 
(im 再 ) ~ lp (A Bn) lm inf po Con) 
= Hm pet. 


由 于 假设 存在 mo, 使 得 po( J Bw) <<o0, 扬 以 用 (12) 的 GD 和 ji 
的 单调 性 ， | 
Hollim Ew) 一 lim pot (Bm) > lim sup po( Bm) 
一 Ja po.B,). 
(14) 由 (18) 立 即 可 得 . 
(15) 因为 Ds Bc U Bn, k=1, 9, «.. 
利用 次 可 列 可 如 性 以 及 假设 总 yo(,) < co, 立即 查 到 


pron Bo) Sp Bn) < Bp Bn) > OCB->00). 
(16) 利用 蔓 贝 次 零 集 各 瘟 见 柳 锋 分 对 平移 .反射 的 不 变性 可 
得 ， 例 如 证 明 平移 不 变性 如 下 (反射 不 变性 由 读者 自己 证 明 ). 
设 如 是 m- 可 测 集 , 并 且 存 在 于 >0, 使得 召 C[- 隆 ， 和 ], 这 
时 ,xs 是 -可 积 画 数 ， 允 任何 实数 % 由 于 
XErotm) = xg (一 后 ， 


根据 革 贝 格 和 分 的 平移 不 迹 性 ， 
m( 到) 一]im 『 xz(o)ge= 伍 多) 人 
no 下 一 
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-| x an) rave ds 
~ lim 上 pora( da = m4), 


怒 性 何 有 界 的 wr- 可 测 集 平移 证 仍 是 %- 可 测 集 ， 而 且 -测度 不 
变 . 

对 一 般 的 名 -可 测 集 再 念 囊 一 人 R-II1N Bn=0, 土 1, 
如 = 到 对 任何 @ 瑟 +a 一 UJ (B+); 由 可 列 可 如 性 ， 
五 gatEL, 并且 . 


mB+D -Em Et) = Dm(E) =m(D), 


同样 可 证 反射 不 变性 ， 证 毕 . 

我 们 再 次 指出 定理 中 性 质 (3) ~ (15) 的 证 明 也 可 直接 从 可 测 
集 .可 测 通 数 的 定义 出 发 逐步 证 明 , 个 别 交 证 明 可 能 比 这 里 的 简单 
(例如 证 明 (3))。 但 这 里 的 证 明 方法 可 以 推广 到 一 般 测度 .在 8 6 
中 我 们 将 会 看 到 在 任意 给 定 的 0- 环 如 (对 减法 和 可 列 和 运算 振 闭 
的 集 类 , 参见 第 一 章 8 工 附录 ) 上 给 定 的 非 负 . 空 集 上 屯 信 为 零 、 可 
列 可 加 的 集 末 数 忆 都 必 具有 (3) ~ (15) 这 些 性 质 ， 

下 面 利用 定理 2 给 出 一 些 常用 的 g- 可 测 集 . 

系 1 直线 上 开 集 、 闭 集 是 g- 可 测 集 ， 并 且 开 集 的 测度 等 
于 如 的 构成 区 间 的 测度 和 . 

证 明 《I》 如 果 开 集 人 = (e, ), 当 (a, 友 是 有 限 区 闻 时 ,由 
定理 2 的 (DD 知 GGELs， 如 果 (@, 外 是 无 恨 区 间 , 亚 然 必 存 在 一 列 
间 调 增加 的 有 限 区 间 序 列 Caw， bc (4, 5)，(n 一 1 2,…), 使 得 

lim (ae bo) ~ (a, b). 


由 单调 极限 性 质 知 (a, 5) EL 
QT》 如 果 G 一 LJ(aw, bw) (<co) ,而 {(a 580) 是 G 的 构成 


区 间 ， 从 有 限 可 加 或 可 列 可 加 ( 视 上 cco 或 上 一 co) 性 可 知 ED,， 
并 号 
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Mat) = DH Lae, by)). 

(DJ) 如 昌 吾 是 闭 集 ， 那 来 中 一 (一 co，co) 一 站 是 开 集 但 
自作 )、GT 可 知 开 集 (一 ce，co),， EL, 持 由 定理 2 中 可 减 性 江 
即 得 到 了 = (一 0, 0) 一 GEL,， 证 毕 . 

系 吕 . 卫 是 9- 零 各 (或 ot 及 ) 一 内 的 充 记 条 件 是 对 任何 8> 
0, 存 在 并 集 召 二 名 ,六 入 

HO) La. 0,206) 

证 明 必 变 性 因为 jc) 二 0, 所 以 对 任何 8 记 90, 存在 可 列 

个 开 区 间 {1,.}, 使 得 Li 了 > 尽 , 社 且 
At 一 之 8) 8 

从 而 开 集 G 一 U 瑟 定 吾 , 并 上 卫 由 次 可 列 可 加 性 得 
KD) Hy (CT,) 8. 


充分 性 取 s 一 十 《m1， 2,…), 存 在 开 集 信 .二 如 ,使 得 
x I 
LC) 二 而 ， 


因此 G 站 GE 忆 (因为 亏 , 对 可 列 通 运算 封闭 ， 见 定 观 2 中 
(13) 的 证 明 ), 并 且 习 及 ， 又 旺 然 有 
pa (OG) pt, (月 GJ<pua(GoD) < 工 , 上 一 了 9, 2.. 

令 本 >eco, 就 得 到 jn(G) 一 0， 朵 于 如 是 9- 零 集 G 的 了 了 集 ,所 以 如 
是 9 零 集 ， 证 毕 . 

人 GG、 型 集 设 {9} 是 宜 线 上 一 列 开 集 , 集 如 - 门 G, 称 为 
Gs 型 集 全 ,型 集 全 体 记 为 @@. 设 {小 是 直线 上 一 列 闭 集 , 集 也 一 
山 F, 称 为 型 集 , 了。 型 集 全 体 记 为 PF 

系 3 GCL, FcL,. 

由 定理 2, 对 极限 运算 对 闭 , 易 知 条 8 成 立 ， 
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应 该 注意 ，C) 易 知 全 .下 分 别 对 可 列 通 、 可 列 和 运算 洒 闭 ， 
即 在 名 (CF) 中 任 取 囊 列 个 集 , 作 盘 ( 和 ) 集 , 仍 属 GCF). 
(IT 开 集 . 闭 集 是 6 型 集 ,也 是 到 .型 集 ， 例 如 开 煲 名 可 


走 示 成 G- NG, (GG mn 一 1 和 …)， 闭 集 吾 可 以 天 未 成 下 
-UU (PP 一 也 , n 一 1， 2,.…)， 利 用 第 一 章 $4 习 是 8 易 知 村 


是 也: 汇集 ,也 是 Gf 型 全 . 

(TI) 直线 上 有 理 点 爹 体 4 是 可 列 个 单 点 集 ( 音 点 集 是 闭 焦 ) 
的 和 ,所 以 和 4EF。。 加 的 余 集 (无 理 点 全 体 ) 是 号 型 集 ， 模 据 弟 一 
章 34 习题 23 知道 它 不 是 Bo 型 集 , 因此 和 4 就 不 是 Ge 弄 集 ， 

仿 五, Gs 型 集 的 定 光 ， 还 可 以 引入 吾 。 可 以 才 孙 成 可 列 个 
和 型 集 的 通 的 全 体 ; Ge: 可 以 表示 成 可 列 个 Gs 型 集 的 得 的 全 体 ; 

wo: 于 内 表 示威 可 列 个 了 Fws 型 集 的 和 的 全 体 ; 的 ow; 可 以 表示 成 果 
a Gs 现 集 的 通 的 企 体 ; 

从 工 ， 基 极 限 运 钼 的 车 闭 性 易 甸 

系 生 人。 再， 人 Fos. CE, 

.可 测 集 上 的 可 测 函 数 

前 看 我 们 讨论 的 是 区 间 <a, 了 上 可 测 通 数 ， 有 了 可 测 党 概念 
后 我 们 就 可 以 引入 更 一 郁 的 吓 测 集 上 上 可 油画 数 的 概念 ， 这 对 垩 如 
致 购 讨论 是 右 益 的 . 

定义 设 事 是 直线 上 - 理 测 集 ,了 是 吾 上 上 有 有限 函数 ， 如 时 在 
《- co go) 一 吾 上 补充 规定 图 数 值 是 零 后 所 得 到 的 (7 在 (- co， 
co) 上 延 拓 ) 子 是 (-- oo，co) 上 g 可 测 丽 数 , 那 未 称 了 是 至 上 9 可 
测 画 数 . 

有 从 证 祥 知 道 , 所 谓 yg 可 测 棠 召 上 的 gg 可 测 效 记 不 过 是 垦 
线 上 在 如 外 下 作 是 零 的 g- 呆 测 贾 数 子 在 五 上 的 限制 上 反之 ,对 
任何 -一 个 (一 ce， ce) 上 g- 可 测 函 数 为 因为 ya 是 9g- 可 测 丽 数 
《 忆 很 定 召 -本 测 集 )， 因 而 Bxs 也 是 (oo0， co) 上 gg 可 浏 请 
数 , 本 果 把 zp 钢 为 召 上 函数 时 , 它 谣 是 六， 出 此 可 知 , 罗 上 9- 村 
测 汪 数 实际 上 就 是 一 切 ( 一 9，00) 上 9 可 阐 蜗 数 在 加 上 的 限制 ， 
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因此 我 们 很 容易 得 到 一 切 类 似 于 定理 1《 除 可 积 性 将 在 $2 中 
系统 介绍 外 ) 的 结论 . 
定理 3 设 六 基站 可 测 集 畏 上 的 9g- 可 测 了 区 数 . 
(D of 二 ER 8B 是 常数 )、|f|、 yaax (ff, 六) min (f, ). 
让 .fh 都 是 忆 上 gg- Wi 


(2) 如 果 f 生 0, 那 来 去 子 《 当 了 (2m) 一 0 时 ， 可 规定 一 一 


意 有 限 值 是 如 上 yg- 可 测 函 数 . 

(3) 设 t=f, 闭 末 庆 是 如 上 9- 可 测 国 数 ， 特 别 ， 当 召 是 5 
零 集 时 ,任何 上 邦 是 五 上 gg- 可 测 的 . 

(4) 设 上 是 召 上 有 限 靖 数 ， 姑 果 加 一 上 J 24 (WN 一 多 评 
四 ,并 且 每 个 也 是 9 -可 测 集 ,于 未 天 是 吾 上 扩 可 测 函 数 的 充 要 条 
件 是 在 每 个 吾 上 g -可 测 . 

(5) 设 {P} 是 吾 上 一 列 g -可 测 阔 数 , 并 且 在 如 上 关于 9 几乎 
处 处 收 伍 于 万 那 未 站 是 召 上 g 可 调 函 数 . 

(6) 设 寺 是 如 上 有 有限 丽 数 ,如 虹 -a (Bi Bj, 


从 并 且 每 个 吾 是 g- 可 测 集 ， 财 末 庆 是 加 上 g- 可 测 应 数 的 充 要 条 
件 是 三 在 每 个 加 :上 是 9 可 测 的 ， 

因为 定理 条 的 全) 是 定理 工 中 未 出 现 过 的 , 今 证 明 如 下 ， 

必要 性 ”因为 太 xs, 都 是 (一 eo， oo) 上 g- 可 测 背 数 , 因 而 fr 
基 ( 一 0o,， 00) 上 g- 可 测 库 数 ，Kxs, 在 吾 , 上 限制 就 是 上 在 为, 十 的 
限制 , 所 以 天 是 加工 g- 可 测 函 数 . 

充分 性 天 作为 配 上 丽 数 ,在 (一 co，co) 上 延 抵 得 移 m 由 于 
天 是 召 : 上 三 机 测 函数 ,所 以 fxs, 是 (一 oo，co) 上 扩 可 测 丽 数 . 又 


因为 x 8 总 - 色 Xs 所 以 


一 必 X on -Sfxs, 


是 可 列 个 g- 可 测 函 数 的 和 , 从 而 是 (一 oo，o0) 上 g- 可 测 请 数 . 四 


Fy 为 人 
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此 五 是 寻 十 g- 可 测 阴 数 . 

4. 可 测 集 观念 下 的 可 测 范 数 

前 面 我 们 是 罚 简 单 函 数列 极限 的 方式 来 建立 可 济 函 数 概念， 
并 再 用 可 测 通 数 的 概念 导出 集 的 可 测 性 。 现 在 我 们 站 用 可 测 集 的 
概念 类 了解 可 测 遂 数 ， 为 了 投 述 方便 ， 今 后 用 吾 (2)y 表示 命题 卫 
在 如 上 束 并 的 那些 点 的 集合 . 

定理 和 设 吾 是 乓 可 调集 ,了 他 吾 上 有 有限 实 函 狐 , 那 末 下 面 
儿 忻 事 是 等 价 的 . | 

(1) 了 是 五 上 g- 可 六 也 数 ， 

(2) 对 任何 实数 0c,， BCf 产 0 只 (一 8510) >>o, ac 五 和 是 
可 测 集 ; 

(3) 对 任何 实数 6 BC 这 OC 一 {zf 30, wmEB) 是 六 
可 测 梨 ; 

(4) 对 任何 实数 06, BCf<oO (一 {wlf (wm) <e, zsE BB) 是 J 
可 测 条 ; 

(6) 对 任何 实数 6, 了 (fo) (一 {rij (2) eo, oEB)) 是 多 
可 测 集 ; 

(8) 对 任何 实数 cc 人 ECc<f<d) 一 也 1e< fw) Sd re 
加 站 是 g- 可 测 集 . 

证 明 ”我 们 证 时 前 路 钱 是 什 ) 全 人) 人 人) 富 ( 和 光合)=3 (人 6) 
(1). 

(DD 过 (2) 因为 了 是 (~ co, co) 上 g- 可 油画 数 ， 所 以 大 在 一 
询 简 华 函 束 {pw}, 使 得 


lizn pf (1.27) 


着 (一品 ，00) 上 成 六 .从 而 在 如 上 
lim gp =f. (1..28) 


n+ 


困 此 存在 一 个 Y- 零 集 如 记 乃 ,使 得 沼 wR 一 -Bi 
ITim pn(2) 一 下 (2 (L .29) 


显然 及 EC， 我们 党 证 明 ; 对 任何 ec， 
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A 


m= 天 一 所 
事实 上 , 令 忆 :一 上 崩 画 (ww> e 一 天 ) 显然 吾 一 Jam 画 (p。 


>e 十 二)( 即 万 ,是 由 本 中 满足 从 基 个 沸 标 n(zo) 以 后 wo(ao) > 


c 十 于 Ce>afeo)) 的 点 m 的 金 体 所 组 成 的 集 ), 从 C1.29) 可 知 ,对 
任何 soE Te J (eo)>6 二 至, 所 以 HC 有 RB,(f>6), 从 而 集 


全 二 U U EE (9.> Ce 七 TB >0). 


反之 , 对 任何 goE 如 (fo)， 总 存在 如 (yo) 之 oe 十 王 , 又 因 
为 im gn(yo) 一 (yo), 所 以 必 存 在 %(yo), 当 nn(go) 时， 


Pn go) > 6 十 部 (1.81Y 
冯 yoS Hi, 也 就 是 说 yoE@， 从 而 加 (了 >>0)CQ， 因 此 ( 坟 .8 成 


人 
Bo (p> e 十 主 ) = 也 ,站 {sle.>° + 由 于 gn 是 简单 曾 


数 , 号 知 | zlg.> 6 二 二} 是 g- 可 济 集 ,从 而 恕 ( p> e 二 于) 是 
可 测 集 ， 但 ,对 可 列 和 ， 可 列 道 运算 封闭 , 所 以 @ 是 六 可 测 
集 , 即 对 任何 6，Bs(f>>6o) 是 9- 可 测 集 ， 

但 加 (f>0) 一 如:(f>0) UBi(f>e)，B: 是 g 零 集 ， 因 而 
它 的 一 切 子 集 (特别 , 子 集 如 (f>0)) 也 是 9g- 可 测 集 ， 因 此 , 吾 ( 太 
>0) 是 9g 可 人 

(2) 坊 (3) 因为 

BE(f>0) -a(f>0-i), 

所 以 召 (f>o) 是 六 -可 测 集 . 

人) 全 (多 因为 

/ Bl(f<0) EB- B(f>e), 


全 让 第 三 章 可 测 淫 王 、 可 浏 师 与 水 炉 科 分 
所 以 盏 f< 的 是 可 浏 集 . 
(4)=> 05) 因为 
BCf < = NE( feo+i), 
n=1 如 
所 以 避 ( 了 所 0) 是 g- 可 测 集 . 
(5 一 人 6) 因为 
Ele<fED-E FEDN- BfEOD, 
所 以 卫 foe< 办 是 欠 可 测 集 . 
介 ) 呈 和) 对 全 他 n= 2 0 集 
人 
一 二 2 0 十 1 士 2 …， 土 ja， 
都 是 可 油 集 ， 从 而 庙 数 
$1 


着 


站 人 一 p> KC DY, n=1i, 2, 凡 提 | (1 .32) 


是 (一 woo) 上 g- 可 测 阔 数 ， 因 为 cB, 雇 以 所 有 前 由 (2 站 
-可 上 上 为 和 . 另 一 方面 ,对 任何 zoE 如, 总 存在 ?io, 使 得 一 m0< Fao) 
mg。， 从 而 当 % 之 wo 时, 易 知 
[alan) —f (wo) | < (738) 
这 就 是 说 在 召 上 
lim 加 (o) =f (%). (1.84) 
但 在 下 上 Him 由 (人 一 0 即 在 (一 co, eco) 上 lim 加 一 J 根 锯 定 
理 二 的 (8), 了 是 (一 oo oc0) 上 手 可 测 商 数 ,头面 直下 吾 了 上 的 良 竺 
了 是 马 下 扩 可 测 质数 ， 证 毕 . 

由 定理 生 六 好 得 到 如 下 的 一 个 系 . 

系 设 了 是- 可 测 亿 加 上 有 限 实 数 ， 半 未 了 是 可 测 人 的 
充 要 杀 件 是 在 在 矿 可 浏 集 尾 征 疝 数 的 线性 组 会 的 序列 人, 在 所 
上 处 处 旷 敏 习 了 而 当 了 是 有 有 界 的 大: 可 测 灿 靳 时， 中 以 梳 到 {中 ,》 
在 吾 小 一 贷 政 伍 于 了 


人 


的 礼 这 i1 

证 明 必要 性 朵 为 站 了 在 总 革 久 可 测 时 , 它 等 价 开 定夺 1 
中 (号 成 妆 。 有 从 定理 4 的 (的 党国 的 证 遇 中 知道 , 再 寻 32) 式 江 证 
的 地 在 吾 上 处 处 收 侣 于 了 (到 (1.84)). 

当 于 诊 界 时, 最 诡 ,内 要 取 ww， 六 尽 mwo 宇 人 8, 开 一 so [Feey 上 
易 知 当 % 字 no 时 ,对 一 切 goE 召 ， 民 .88) 不 立 ， 时 他 习 在 及 上 一 让 
收 化 斑 耻 . 

充分 性 ”如 时 存在 


+ 
pr (0) = op (om 二 2 


在 如 上 处 处 收 合 村 育 填 未 置 ,C0 一 由,(2)xa(w) 仍 是 针 可 测 焦 特 
社 洲 数 线 性 组 合 抒 列 ;并且 在 召 上 

f (0) lim bh (2) ~lim go)， 
显然 ， 针 ,在 可 上 取 俩 为 办 ， 央 此 麻 (一 co，co) 上 lim ,(e) ~ 
Fe) ,从 而 六子 在 吾 上 限制 ) 是 召 上 g- 可 测 函 数 ， 证 毕 . 

于 高 维 空 间 上 可 测 集 与 可 测 函 数 

对 于 多 元 情况 ， 完 全 平行 于 前 面 第 工 ~… 生 小 节 药 方法 进行 讨 
论 ， 如 点 一 元 为 例 , 即 引 入 关于 由 Com， 殷 的 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 可 测 函 
数 , 业 -可 调集 及 测度 ， 并 且 能 得 到 定理 48 的 所 有 结果 ， 只 不 过 
“区 间 《a，5 六 换 为 “矩形 ”，“ 一 元 函数 ” 换 为 “二 元 函数 ”” “9- 可 测 
集 换 为 下 测 集 ”， 唐 要 注意 的 是 , 对 于 葬 积 测度 的 捕 况 (好 业 二 
狗头 98) ,有 有 如 下 结果 . 

定理 5 (了 DD 如 果 轨 是 凡 Xg 可 测 集 , 邳 末 对 (关于 gm) 几乎 
所 有 的 mm 和 鹤 口 机 是 -可 测 集 , 对 (关于 ga) 几乎 所 有 的 y， 堆 中 
2 是 出- 可 测 集 . 

(2) 如 果子 (%, 殷 是 护 Xg 可 测 集 百 上 由 Xi- 可 测 申 数 , 于 
来 对 5 溢 于 的 几乎 所 有 的 世 截 日 产 ( 风 是 的 -可 测 集 五 。 二 的 的 - 
叮 济 出 数 ; 允 ( 关 于 99) 几乎 所 有 的 y， 截 口 六 (2) 是 的 - 调 测 能 梧 
了 上 9 一 可 测 函 数 ， 

证 明 对) 召 定 gx gs- 可 再 集 , 所 久 xs(w, 四 是 爹 平面 上 的 
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玫 X9 可 油 函 数 ,根据 第 二 章 $4 定 理 7, 存在 出 -志和 集权, 当 0E5 
【一 co， co) 一 五 时 ， 六 如 (vo, 只 蚌 ( 一 co, co) 上 # 一 可 测 阴 数 ， 但 是 
Xa YW) 一 Yafeo， 的 ， (1.85) 

所 以 , 当 zo0E (一 9,00) 一遍 时 , 吾 . 是 9s- 可 测 集 . 

同样 可 证 ,对 (关于 gs) 几乎 所 有 yy, E! 是 9g- 可 测 集 . 

(2) 因为 1 zw 态 是 吾 上 xg 可 测 瑞 数 等 价 于 了 Ca, 办 人 当 
(2, EBN, fls, fe, 的 当 (人 WD EB NN, Flr, 攻 一 站 
基金 灶 面 上 和 X97 二 测 浮 数 . 积 提 第 二 但 4 定 史 7, 存在 yr 零 
焦 后 ， 妆 oaoE 一 co，oo) 一 百 。 时 ， Fa 锥 是 (一 名 ，co 上 的- 可 
测 茵 数 ， 根 据 本 定理 的 (了 ), 叉 存在 画 - 零 集 可 , 当 a 和 El 一, 00) 
一 二] 时， J 症 875- 可 济 集 ， 因此 ， 当 徊 后 【一 人 5， oo 一 (Es LU 加 中 
时 ,也 (oo, 几 是 (一 co，eo) 上 的 -可 测 通 教 ， 但 了 wo, 9) 限制 在 履 。 
上 就 是 (mo, 凡 ， 所 以 产 .GD) 一 了 ao, 纺 是 如 上 gj- 可 测 函数 . 

间 样 可 证 , 对 {关于 go) 几乎 所 有 的 y, 产 人 ) 是 可 上 gy 可 测 
函数 , 


本 题 

1. 设 {f 中 是 《4 上 一 列 实 的 g- 可 测 函 数 ， 如 果 ( 美 于 9) 几乎 上 所 有 的 

,下 于 的 汲 数 
Mr gp fr), mir} =inf f(x), 
Tim fC%), lm Cm) 

是 有 限 什 , 那 未 这些 函 数 几 和 和 (ke 下 十 的 某 个 g- 可 油 函 数 ( 关 于 的 几乎 处 处 
相等 ， 

2. 设 了 是 mB 上 -可 测 函 数 , 证 明 产 是 4a, 人 上 9 一 可 测 咀 数 ， 

3 证 了 是 4 共生 可 测 画 数 , 产 旦 [一 ce。co7 上 连续 函数 ,证 明正 ( 六 
是 w 全 上 gg 可 测 通 数 . 

4 设 了 的 实 部 户 、 庚 部 广 是 48 四 上 8- 可 积 函 数 ， 证 遇 jf| 是 to, 下 
上 5 可 积 函 数 . 

5. 设 了 是 tm PY》 上 g- 可 积 函 数 , 加 是 a, 玉 上 有 界 可 测 函 茹 ， 证 明 头 
是 t9, bY 上 g- 可 积 函 数 ， 

8 设 了 ,# 是 to 9 上 gg- 可 测 应 数 , 而 且 | jl 是 六 可 积 函 数 。 证 


人 


| 
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四 六 是 se 好 上 g~- 可 积 函 数 ， 
7, 证 明了 是 a, bY》 上 9" 可 测 函 数 的 充 要 条 什 是 存在 ta， 岂 上 连续 函 青 
列 { Fwj, 使 得 


lim 思 (z) =f (7) 
在 ka, 砂 上 (关于 9) 几乎 处 处 成 立 ， 当 (9, 落 是 无 限 区 何 时 ， 还 可 以 繁 到 对 
每 个 马 ,一 ff 人 地 中 是 有 界 集 . 
8， 当 tw 办 是 有 限 区 间 有 时， 证 明了 是 tg, 四 上 8- 可 测 函 数 前 充 或 条 件 
是 存在 (a, 5) 上 多 项 式 序列 {Pw}, 使 得 
lim Psa) ~f C2) 
在 《qs by 上 (关于 9) 几乎 外 处 咸 立 . 
9， 当 (go, 四 是 无 限 区 闻 , 但 gka, 好) < 5 时 , 习题 8 仍 正确 ， 
10. 证 弹子 是 [4, 厅 上 9- 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 下 面 两 个 条 件 中 任何 一 
修成 立 : 
Cl》 存在 一 列 在 有 限 个 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 《q, By 一 了 3 > 屿 上 
取信 是 有 再 数 的 简单 话 数 , 在 [e 妇 上 (关于 用 几乎 处 处 收 敏 于 所 
(2) 存在 [e 菇 上 上 一列 有 进 东 熬 多 顺 式 {Psjh, 在 [a 妇 上 (关于 分 几乎 处 
处 收 伍 于 大 
入 没 了 是 (a, 下 上 勒 由 梧 可 测 函 数 、 证明: 对 任何 实数 a, 了 (z+ 是 《a 
-wb 一 a) 上 勒 贝 格 可 测 画 数 ; (一) 是 (一 一 6) 上 误 贝 格 可 测 症 数 . 
12. 设 f 是 《4,5) 土 勒 风格 可 测 通 数 ， 证 明 对 任何 a>0 (或 << 引 )， 
了 (三 ) 是 (aa ob》( 址 (eb, aa)7 上 勒 贝 格 可 测 函数 ， 


13. 设 4 是 鞠 贝 格 零 集 ， 证 明 4?= foa| =E 4 也 是 萌 贝 格 零 集 . 

14， 设 了 是 [0, 打上 者 贝 略 可 济 函 数 ， 证 明 /(z5) 是 9, Vs] 上 鞠 风 烙 
可 测 通 数 . 

15， 举 由 一 列 9 可 测 集 {Bs}， 使 得 lim we(Bs) 存在 并 且 有 限 , 但 


lim Es,) Fo im Es) » 
48， 习 题 1~9 由， 砂 换 成 一 般 的 纪 可 注 集 吾 后 ， 吕 上 竖 绑 论 仍 成 立 ? 
为 什么 ? 
和 好， 讼 {z} 在 如 主人 英 放 分 几 平 处 处 收 仇 于 疡 则 


Eafet, lmfnf. 
18， 证 明 Pr、Ge 分 别 灶 可 列 和 , 可 列 通 运算 封闭 ， 
19， 证 明 Fe 型 集 的 余 集 必 是 G。 型 集 , 6。 型 集 的 余 集 必 是 Fo 型 集 。 
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.$2 可 测 集 上 积分 和 积分 的 等 价 定 义 


在 本 节 中 , 我 们 将 以 直线 上 情况 为 例 (高 维 类 似 ), 把 书 前 区 间 
上 积分 的 概念 推广 成 更 一 般 的 可 测 集 上 的 积分 ， 并 介绍 勒 欠 客 - 斯 
带 阶 积分 的 另 一 种 常用 的 等 价 定义 方式 。 

” “1. 宙 测 集 上 积分 设 9 是 直线 上 给 定 的 单调 增加 右 连续 冰 
数 , 由 它 产 生 一 个 勒 忠 格 -斯 落 阶 浏 度 ww, 设 吾 是 g- 可 测 集 ,f 是 
五 上 可 测 函 数 , 令 
fz)， . 当 wE 加 时 ， 
了 了- -tn ， 当 wEE 加 时 . 
加 果子 是 (一 ceo，co) 上 9 可 积 函 数 ， 屠 末 称 了 在 如 上 9- 可 积 (二 
五 上 pe- 可 积 ), 并 规定 了 在 至 上 的 积分 


| dm ~— [fig. 
从 定义 立即 得 到 
foam- freg lm | zay- (B,D 
此 外 ,在 定义 中 特别 取 至 一 < 5 时 ,就 有 
ffem= /fag=) fag (2.2) 


因此 ， A 这 样 就 可 将 前 面 区 
辐 积 分 符 导 里 的 gg 换 成 dp, 或 者 说 可 以 不 区 分 89 与 om。 

又 从 定义 可 知 ,了 在 召 上 积分 , 实质 上 就 是 了 在 (一 oo0, oo) 上 
积分 ， 由 了 了 和子 的 关系 ， 不 难得 到 如 上 积分 的 如 下 性 质 “鉴于 可 
测 集 上 的 积分 是 我 们 要 建立 的 新 积分 的 最 一 般 形 式 , ; 这 里 将 系统 
地 列 出 积分 的 性 质 ). 

定理 I 设 六 是 吾 上 g- 可 积 沙 数 . 

(1) (单调 人性》 当 J 芝 有 时， 


[ 注 ] 这 里 不 管 种 ( 召 ) 是 有 限 或 无 限 值 都 是 对 的 , 当 py (可 一 oo 时 ,要 用 测 公 许 
， 取 无 限 值 的 积分 要 念 ， 可 见 第 二 章 $3 附录 中 第 蕊 小 节 。 


hE 
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| fa > 天 Bus 
(2) (线性 ) ae. 为 任意 数 ， 
人 faf + Bh) aoora | feargt B | ,haus. 
(3》 如果 记 wf, 屠 末 上 站 如 上 yg- 可 积 , 并且 
| ba ps— | jar 
(4) 《绝对 可 积 性 ) |f| 必 在 召 上 g- 可 积 ,并 且 
z [fy fap) <{ if le. 
(5) 如 果 了 芝 0, 并且 
fam 


那 末了 -0. 
(6) 设 天 是 吾 上 手 可 测 两 数 ， 如 果 [1 六 六 那 末 下 是 吾 上 
9 可 积 函 数 ， 


(7) (可 列 可 加 以 ) 各 果 恕 ~ 己 如 Fs (i 一 1 2，…) 都 是 


4- 可 测 集 , 并 且 部门 也 一 由 全 包办 ， 那 末 有 限 国 数 帮 在 吾 上 9 可 
积 的 充 要 条 件 是 - 
(i) 天 在 每 个 上 六 可 积 : 


G1) /ltldm<0. 
并 且 当下 在 吾 上 9 可 积 时 ， 
四 oa 
特别 , 当 召 一 人 再 。 承 站 再 一 外 GG 从 时 ( 即 %>%n 时 如 一 
由 ,积分 有 有 限 可 加 性 : 
(8) Lovi' 引 理 .Ratou 引 理 .Lebesgne 控制 收敛 定理 成 立 (只 


1 第 三 章 可 钢 消 数 , 可 测 舍 与 未 定 积分 
此 将 第 二 章 $3 中 法 理 3 5 中 区 间 ke， 办 换 为 召 即 可 )》. 
(9) (有 有 界 捧 和 制 可 积 性 ) 设 关 是 吾 工 寻 可 测 函 数 ， 并且 有 
界 , 如 果 上 (五 ) 拓 co, 那 来 五 在 吾 上 上 必 是 9 可 积 的 ， 
(10) 【积分 逼近) 对 任何 s>0 必 存 在 简单 函数 gp《 一 9， 
0) 上 连续 栈 数 灶 ( 还 可 以 做 到 目的 支 集 有 界 ), 使 得 


| yelauo<s 

| -wam<s 
癌 泊 如 是 有 界 集 时 ,在 在 宪 项 式 %, 使 得 

jtf plam<s. 


(11) 《全 连续 性 )】 对 任何 se>0, 必 存在 8S>0， 当 可 滑 集 加， 
CC, 状 且 joo( 语 ) <8 时 ， 


| lflam<e. 
(12) 《〈 蔓 员 格 积分 的 平移 .反射 不 变性 ) 
ff Wa- ,fm, 


| 1)ac-| fadz 

其 中 上 是 任何 实数 ， 

这 些 性 质 的 基本 证 法 是 直接 把 了 化 为 多 利用 拖 在 (co， oo) 
小 积分 药性 质 挫 出 来 . 下面 我 们 只 证 人 和 人). 
”证 明 (如果 *+ 在 如 上 g- 可 积 ， 那 来 不 在 (一 oo, co} 上 g- 
再 积 ， 从 而 | 让 在 (一, oo) 上 g- 可 积 ， 对 每 个 i 最 然 fxs, 是 
(一 o0, co) 上 9g 可 测 函 数 ， 并 且 |#xs | 所 |#|, 所 以 襄 s, 在 (一 co， 
co) 上 9g- 可 积 . 但 fxs, 限制 在 吾 上 就 是 及 所 以 在 忆 上 上 9- 可 
积 , 其 中 成 立 . 

及 由 于 
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但 下 是 (~ co，co) 上 9- 可 积 画 数 , 所 以 总 xw| 是 (…oo, co) 上 
可 积 西 数 , 积分 不 超过 有 1dpo, 并 且 limm 六 [fxa |~ | 看、 
《一 co，oo) 上 Levi 引 理 知 

nl | 
lm | Ihcnden, -总 | slauw 

即 (成 立 。 - 
而 当 志 在 吾 上 9 -可 积 时 , | 下 便 是 序列 他 bxn,} 在 (一品 ， 


中) 上 的 控制 g- 可 积 画 数 ， 又 由 于 lim 2 hx 一， 根据 (一 oo， 
co) 上 积分 的 控制 收 熏 定理 ,有 
人 hd po = | Edjos— Hm bxs,dp, 
hm] bap = [tape, 
这 就 是 说 (2.3) 成 立 。 


反之 ,出 在 加 上 g- 可 积 性 ， fxs 便 是 (一 so，oo) 上 人 可 测 
函数 ， 显 然 
f~lim 六 和 as (3.4) 
因此 ,下 是 (一 oo， co) 上 本 测 函 数 ， 由 条 件 GG， 可 积 画 数 单调 
列 [ 训 EIxs| 在 (一 oo， ce) 上 的 g- 积 分 记得 到 的 积分 数 六 是 有 界 
的 ,根据 (一 co，co) 上 的 Levi 引 理 , 详 数 
(l= TF lilxa, 
证 明 (11) 对 任何 a>0, 由 (10) 知 道 存 在 简单 状 数 gp, 使 得 
| ff 一 p| aus<< 吉 - 
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记 max Isl) | 一 开 ,， 联 ~ 5H TD 设 吾 : 一 再 ， 并 且 wy CB 
<3， 由 于 [fi 所 |f 一 pl+iyl, 利用 本 定理 的 \ 外 就 得 到 
人 [fF Iano<| [7 一 9| ar 二 | lp lap 


< 上 | 17 一 ?| drt M| dye 


< + Mp (BE) << 训 十 言 一 8， 


证 毕 . | 
利用 积分 的 可 列 可 加 性 ， 我 们 可 以 给 出 马上 多 可 测 函 数 为 
8- 可 积 的 曙 一 个 判断 方法 . 
系 设 了 是 9 可 测 祭 召 上 9 可 测 函 数 ,并且 woo( 辐 ) <co, 那 
末了 是 加 上 yg- 可 积 函 数 的 充 要 条 件 是 
BiB G1< F<) <o. 
~ (2 .5 
(或 阅 和 一 切 Ne 人 加 人 一 1< FIs 擅 )<oo。) 
证 明 因为 | 站 是 召 上 9 可 测 函 数 , 所 以 盏 一 五 G 一 1< 1 
所 记 是 9- 可 测 集 ， 而 了 在 百 上 yg- 可 积 的 完 要 条 件 是 | 


号 | law<o. 人 .6) 
但 在 上 成 立 6 一 二 < |f| 忆 和 所 以 
G—Drm(Bo<|, loam (By. (27 


由 于 ja( 酌 一 六 po(B0 <co, 因此 
iB) 一 mm < Mdm). 
RR BED BE S| ldm 


< ED BD + B). ) 
这 就 是 说 条 件 他.6) 与 名 .所 等 价 ， 证 毕 ， 
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附 录 
人 积分 的 等 价 定义 
如 时 对 积分 的 可 列 可 加 性 《定理 1 的 (7)》 以 及 定理 : 工 的 系 作 一 仔细 分 
析 , 不 难 给 出 积分 的 另 一 种 等 价 定义 。 为 此 , 先 给 出 如 下 定理 . 
定理 2 设 召 是 实 的 六 可 测 集 , As 可) <<o0, 呈 为 家 线 上 的 分 点 组 (由 可 
列 个 点 构成 {yn}: 


eT 《3.8) 
当 8 ec 时 ,gaa-> 圭 ce, 而 QD) sup (yn Yn-D) <. 对 分 点 组 D, 作 


Sf, DS én <fgr)， (2.9) 
其 中 息 EEw sg]， 那 来 地 在 妃 上 六 可 积 的 完 要 条 件 是 级 数 (2. 风 绝对 收 
玛 。 和 如果 包 中 (De [gp 是 一 列 分 喜 组 , 并 且 民 DO->0 (>o)》, 那 未 , 当 
了 在 百 上 9- 可 积 时 必 有 . 


limS(f, Do) 一 FE (2.10) 
证 明 令 也， By 1<f yn). 显然 ， I 是 9g- 可 区 图 充 要 条 件 是 
,Tid (2.11) 
由 于 
Yn io CEHn) i 上 je op， 9 0, 国 四 
| 的 C2.12) 
[sil BD < | Hf lame yn abr Br), HO, 
因此 , yal 和 
-也 Yat Bn) + 六 [yn to EB,) | EP 
wy + 如 lutetB), C2.13) 


记 他 = Bye Es) 十 > jy Am Cem ye) 十 Ss | yn| 
XpotBs)， 显 然 开关 负 , 并 且 MEmta DCH), 所 以 从 名 .18) 可 知 ,f 了 及 
o- 可 职 的 充 要 条 件 是 阳 为 有 限 数 或 各 为 有 限 数 ， 然 而 
9 到 3 | Es [a 1 ) <M, 
所 以 ,f 是 叶 可 积 的 充 要 条 件 是 级 数 雪 ,9) 绝 对 收 化 ， : 
再 在 ; 对 一 列 分 点 组 {Dj, 作出 相应 的 SC De 训 、 Ba 9 由 
于 慨 定 了 是 g- 可 积 的 , 所 以 下 积 盆 的 可 列 可 加 性 , 对 每 个 名 “ 
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上 Fa 一 如 PR 
从 而 | | .ram 一 SP Po = | fi fape 一 py CED) 


= | én, | dD po, 


国 为 并 DD 一 00h 坟 品 ) ,所 以 但.]0) 成 了 立 。 证 毕 . 
特别 ， 当 f 是 光 嵌 -可 测 隧 数 时 ， 可 以 取 到 常数 吕 使 得 


全 了 二 二 
显然 ,定理 1 中 分 点 组 了 ,分 别 可 以 只 铺 有 限 个 点 ; 
Dy Ld (9.14) 
这 时 , 相应 的 和 式 8( 了 ,DW) 纺 对 收 雍 ,从 而 必 有 
lm SCF, DD) = {fdpo (2.15) 


这 里 和 式 8Cf, Ds) 很 象 黎 曼 如 , 不 同 之 点 是 分 点 组 家 在 # 轴 上; 而 不 是 取 在 
z 办 上 ， 蚂 机 布 中 这 问 长 度 好 换 成 了 这 里 的 me)， 勤 风 
榈 -斯 蒂 阶 积分 的 另 一 种 定义 方式 就 是 接 这 样 进行 有 的， 不 过 要 沪 这 种 方式 引 
入 积分 , 得 完 有 直 缆 上 具有 可 列 可 加 福 的 勒 由 祝 - 期 蒂 阶 测 讼 poo, 然后 对 有 界 
可 测 区 数 f, 作 分 点 组 列 介 .了 们 和 相应 的 礼 (了, Dp), 再 后 假如 呈 六 Dw) 有 概 
限 ( 当 >oo 时 ), 规定 极 咀 为 积分 ， 从 而 得 到 测度 有 限 的 集 妃 上 有 巴 可 当 西 
教 的 各 分， 以 后 再 推广 到 无 界 函 数 和 如 是 无限 测度 情况 的 积分 ， 这 样 建交 
的 积分 和 我 们 这 里 建立 的 积分 是 千 价 的 ， 对 这 样 建立 积分 的 具体 过 程 襄 兴 
趣 的 谈 者 可 局 参 看 林 章 8 6 的 一 般 测度 和 积分， 那里 没有 证 明 ， 全 有 建立 的 
过 程 , 即 依 次 一 个 一 个 的 定理 , 读者 也 可 自己 加 以 逐一 恋 细 。 当 然 也 可 直接 
参 奉 [11, E24, [8] 等， 

3.， 带 罕 号 的 勒 见 格 -斯 蒂 阶 测度 的 积分 ”现在 考 虚 9 是 右 连 绪 卫 在 任 
何 有 限 芝 间 上 昨 有 黑 变 差 锣 数 的 情况 . 企 策 二 章 #3 第 9 小 节 已 弄 出 ; 这 友 
在 在 (-- ee, =) 上 两 个 单调 增加 右 连 线 油 数 pm 、uat7D， 使 每 ( 取 为 9 的 某 
个 连续 成 》 


GT) gD) = POLY Hr); 《3.16》 
Pee) TH) 一 Y (9g) (2.17) 
( 当 #<a 时 ;规定 (办 一 一 5)» 其 中 pCa) 一 (0) 一 0, 忆 p(z》、 rl) 


是 9 的 Jordan 分 解 。 
对 于 这 种 8 也 可 平行 于 第 -和 章 以 及 本 章 前 二 节 内 容 建 立 9 -各 分 名 
测 函 数 .9- 可 测 集 等 理论 ， 供 如 规定 4q, 她 的 5 长 度 


#2 可 测 集 上 各 分 和 积分 的 等 价 定 必 X21 


ga 0 = PCG bYY — Hdd, bY), (2.18) 
这 样 名 4 荔 ) 可 能 是 负 值 ，Co 类 画 奖 8 的 y 积 分 规定 海 
jeav =j ap-jw dn, {2.19) 


应 特别 注意 ， 对 于 这 种 所 调 百 是 9 等 集 , 实际 上 是 规定 也 为 Y (9)- 夫 
集 ， 容 易 证 明 , 它 等 价 于 吕 妓 是 p _ 零 集 ， 又 是 当 符 集 ， 因 而 关于 这 种 9 的 
所 亩 “几乎 处 外 成立” 其 实 都 是 指 关于 了 (9) 几乎 处 处 成 立 , 等 价 地 是 同时 


关于 p.8 几乎 处 外 成 立 . 
对 于 这 种 g, 了 E01t9), 是 指 有 有 在 单调 序列 {pn} 己 Co, 使 得 


lim Pn Cy =F(X), 
Yin 


(2.20) 
sup | fn Y tg) 把 om 


《后 一 式 又 等 价 于 sup| Padp<o0 和 aup fe, dn 5) BN Ort) -C1Y 《9?， 
并 规定 
| Tag 一 [rep- [fan. {2.21) 


同样, 可 引入 关于 9 的 可 积 西 数 ( 就 是 关于 《9g) 的 可 积 竹 歼 )f, 它 的 积分 仍 
用 (2.21) 的 形式 来 规定 . 
对 于 这 种 9 也 可 引入 9- 可 测 函数 ; 如 果 存 在 好几 性 Co 使 得 
Lim Wn 十， 
3 to 
就 称 了 是 9- 可 测 症 数 ， 它 等 价 于 用 是 2 可 测 范 数 ， 又 是 入 可 测 函 数 ， 同 
样 可 以 引入 g- 可 测 梨 ， 它 等 价 于 既是 ?可 测 梨 ， 又 建 儿 可 调集 。 规 定 一 个 
9- 可 测 集 互 的 9- 测 度 
Ha BD = ppCB) — tnk BE), (2.22) 
称 这 种 测度 us 为 带 符号 的 勒 页 拓 - 斯 鞍 阶 测度 。 还 可 引入 可 浏 集 加 上 
9- 可 测 函 数 的 积分 . 
必须 将 出 出 于 ur(B》 可 能 是 负 信 , 因而 , 关于 这 种 9 的 积分 , 失去 了 过 
去 积分 (包括 测度 ) 的 单调 性 . 除 此 以 外 , 积分 (包括 测度) 的 让 丰 都 仍然 保持 
着 . 今 将 积分 的 基本 性 质 列举 如 下 . 
定理 8 设 互 是 9- 可 测 集 . 
GD (线性 》 设 f.h 是 电 上 9g- 可 积 应 数 ， 那 末 对 任何 常数 4.8, of 十 


2 第 三 窜 ” 可 测 函 数 , 可 测 集 与 不 定 科 分 
在 百 上 89- 可 积 , 并 且 
for ted a ffapo+ 8 {as. 


狐 果 了 在 互 上 既是 9- 可 积 , 又 是 9 本 积 ， 那 水 对 任何 各 数 a 在 至 
上 关于 agy+ Bg9s 可 积 , 并 且 


if dponten =o | Ff apo +B fF dps,” 


(3) 如果 % 二 记 那 末 庆 在 吝 上 g- 可 积 的 充 并 条 件 是 了 在 吾 上 g- 可 积 ， 
并 且 , 当 可 积 时 ， 


| haya= {Ff pos, 
《3) 《绝对 可 积 性 ) 如 妆 了 在 召 上 g- 可 积 那 末 || 必 在 加 上 关于 
Y 9) 可 积 , 并且 , 当 了 可 积 时 ， 


<J lllap,l, 


这 里 dm 表示 dV (9). 


的 设 7 在 至 上 9- 可 测 , 并 且 存 在 瑟 上 g- 可 积 函 数 ,使 得 
fo) PC), 
那 宁 了 在 加 上 g- 可 积 . 
65) 《可 列 可 加 性 》 如 果 刀 = 上 Bs Bu 是 9- 可 济 , 并 且 下 一 pCi 祈 


9 那 末了 在 囊 上 9- 可 积 的 充 要 条 件 是 
《i1) 了 在 每 个 名, 上 g~ 可 积 ， 


(GD Bf lel <, 
并 且 , 当 了 是 9g- 可 积 时 ， 
[7em=B |, f an. 


{6) Levi 引 理 、Faton 引 理 ,Lebesgue 控制 收 合 定理 成 立 . .+ | 
《7) 《全 连续 性 ) 如 果 了 在 加 上 yg- 可 积 , 那 末 , 对 任何 > 0 必 存 在 6 
>0, 党 EC E, Py {EB <6 时, 


sw 


当然 , 对 这 种 gg 的 g- 可 积 .g- 订 测 和 测度 pr 的 理论 ， 等 价 地 可 直接 有 从 下 
到 方式 得 到 ; 规定 这 种 了 的 0- 可 测 全 全 体 十 一 上 yp 们 In, 当 各 EL 了 在 了 上 


be - 


#8 可 测 集 上 名 从 和 积分 的 等 价 定 光 业 3 


既是 玉 可 测 , 又 是 纪 可 调 时 , 才 规 定 了 在 如 .上 9- 可 测 , 同样 , 规定 了 在 召 上 
蜂 是 六 可 积 ; 又 是 1 可 积 时 ; 才 称 了 在 吾 上 g- 可 积 ,并 规定 


ff a or,— {fare (2.23) 


在 通常 的 应 用 中 , 对 这 种 9 的 积分 , 了 一般 总 是 取 为 Boral 可 漠 函 数 《 详 
见 下 面 $ 3. 
在 花 画 分 析 中 , 需要 下 面 的 一 个 定理 和 系 . 
令 CFm 加 表 示 [a, 6] 上 连续 函数 全 体 , ro[a 可 表示 fa 到 上 满足 下 列 
条 件 的 有 界 变 差 函 煞 全 体 : 人 9(g 一 b 《和 g 在 (a,b》 上 布 连续 (9 在 4 点 
可 以 不 右 巡 续 ). 
对 gEVoa, 条, 引信 《一 oe， =) 频数 
和 ， 类 x 时 , 
ga+0)， 当 2=g 时 ， ”| 
PDT gs) ， 当 ze (a 可 时 人 
一 28》 ， 站 rs>b 时 . 
及 是 右 连 续 的 有 界 变 差 洱 数 .， 对 任何 站 E CD, 5], 规定 了 关于 gC € VoLa, 
到 ?的 积分 


fs fag=|, 了 pg. . {23.25) 
定理 4 设 geYola, 如, 如果 对 Ta, 6] 上 一 切 非 负 连 污 实 浮 数 了 ,有 
| 可 7d49> 山 


那 末 9 在 [a 万 上 必 有 是 单调 增加 函数 . 

证 明 ”从 网 的 定义 可 么 , 要 证 明 9 是 [e， 柯 上 单调 增加 函数 ， 羽 需 证 明 
和 是 任何 也 含 Ez, 可 的 开 区 闻 (o，z2) 上 单 谓 增 加 函数 . 

设 了 是 [ae， 的 上 非 负 连 续 函 数 , 显然， 

fi Ff dg = 人， Ff dp 0, (3.26) 

因此 , 我 们 不 妨 假设 对 多 在 [w，b] 上 满足 定 还 4 的 条 件 下 来 证 明 匈 在 Ca 
5 上 单调 增 术 就 可 以 了 ， 

设 m Be lg, 80，a<B 并且 有 都 是 四 的 连续 点 ， 如 果 gx)> 
0B),; 那 末 必 存 在 8>0, 使 得 


六 FY (天王 Ci 4(B)). 
电 紫 作 人 a 一 吉 : 和 中 玖 业 非 负 违 续 函 数 如 下 | 


2 第 三 章 可 测 阔 总 可 恶 集 与 地 定 积 分 
| 1 ， 当 wE [a 让 ] 刊 ， 
E20 ; 当 zeE ta-5, od] 时 , 
自 于 了 >0, 所 以 
o<f f dg - 

< 7 ong + fos 7 langn] + ,lapg 

S98) 9+ Y C0) + VY gD 

< 池 (g168) — 91C0)) <0, 
这 就 发 生 开 盾 。 因 上 叶 gi(@) 所 91(B)， 根 据 汪 连续 性 ， 吻 知 g 在 C9'， 上 单 
调 增 如， 证 毕 . 


显 热 ,由 定理 生 立 即 可 凡 得 到 下 而 的 系 . 
系 ”假设 9 如 定 还 出 如 果 对 一 切 [% 妇 上 连 线 牙 数 臣 


人 Yi 
那 末 8 在 ta, 可 工 必 为 常数 . 


习 题 


1. 证 明定 理 革 中 除 (7) 与 CD) 以 外 的 一 切 性 质 . 
-名 设 显 是 信 可 测 集 ,并 后 (Bo 奖 设 了 在 召 上 是 信 可 测 函 数 ， 
{Da} 是 有 限 分 点 组 所 成 的 序列 
Ds yO < <yn), 区 一 二 2, 机 
满足 (DOD ==0, > 一 oy 加 oo。， 作 和 式 
ECDs, 月 = 避 Ep Bs FE ). 
证 明了 为 g- 可 积 的 这 要 条 件 是 存在 数 4, 对 任何 和 DD.}， 
lim SCD,, f) = 4. 
3. 将 定理 4 中 “对 [a, 缮 上 一 切 非 负 连 续 实 函数 . 产 有 
| sf A920 
换 成 “对 [mg 到 上 一 切 正 连续 函 散 妨 成 立 , 证 明定 理 4 结论 乃 成 立 ， 


芭 访 落 杀 集 与 握 区 窜 - 斯 带 阶 可 油 集 的 美 夫 225 

.证 明定 理 4 的 系 . “ 

5， 令 Tos 是 三 角 多 项 式 全 洒 , Faz 是 Yo[0，2m] 中 满足 gt9 二 0) =gt0) 
的 疝 娄 全体， 证 明 : 如 时 gE Fo[9,，2w]， 并 对 一 茹 了 zs 中 满足 站 >0ci€ 


LO, 2m]) 都 有 | 了 09 吾 末 9 必 是 [0,2w] 上 单调 增加 函数 . 


[Loan] 


§ 3 波 雷 尔 集 与 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 可 测 集 的 关系 


在 这 一 节 的 附录 中 ,将 要 举 出 一 个 勒 贝 格 不 可 测 集 的 例子 这 
说 明 对 其 些 g (不 只 是 9(z) 一 sw 的 情况 ) 存在 不 (关于 g) 可 满 的 
集 ， 轩 而 这 种 集 上 的 特征 函数 也 不 是 g- 可 测 的 ， 从 $2 看 出 ,我 
们 要 讨论 美 J 9 的 积分 ， 西数 这 须要 求 是 g- 可 测 的 ， 又 从 $1 站 
出 , 画 数 的 可 测 性 是 依赖 于 9 的 , 这 很 不 方便 ， 例 如 , 在 讨论 问 是 
中 , 假如 同时 出 现 两 个 以 上 的 函数 g, 就 可 能 发 化 一 个 函数 关于 某 
些 g 是 可 测 的 , 河 关 于 另 一 些 多 不 可 油 的 情况 。 例如 在 第 二 章 8 8 
第 9 小 节 中 就 出 现 这 种 情况 , 于 如 通常 黎 曼 积分 中 有 

CB f opst CD apt t+ CB) fap 
~(B) | fa do, 
其 中 在 [o, 9] 上 连续 ，gr 在 [a, 5] 上 连续 可 微 ， 要 想 推广 黎明 
积分 中 上 法 结果 到 一 般 的 勒 只 格 - 斯 带 阶 积分 , 自然 会 想到 下 面 的 
等 式 


year A 7 全 o， 


by 
这 里 也 会 同时 出 现 许多 的 9 更 复 染 的 情况 下 ， 可 测 性 条 件 说 起 
来 非常 烦 开 , 其 至 说 不 铺 楚 ， 很 自然 地 ,希望 能 出 现 这 样 一 个 函数 
类 , 一 方面 它 包含 了 足够 多 的 丽 数 , 例如 把 简单 画 数 、 连 续 函 数 、 以 
及 通常 见 到 的 复杂 函数 ( 象 Diriohlet 丽 数 等 ) 都 包括 在 内 ; 另 一 
方面 , 这 个 类 中 的 每 个 酒 数 对 一 切 g 都 是 可 测 的 , 并 且 这 个 娄 还 满 
足 分 析 数 学 景 通常 的 要 求 ， 即 这 个 函数 类 对 线性 运算 、 代 数 运算 、 
极 息 运算 是 封闭 的 、 如 果 能 敬 到 如 此 , 一 般 说 来 对 于 分 村 数学 也 


2 芝 三 革 可 调 汤 数 , 可 省 集 与 六 定 积 征 
相当 好 可 以 够 用 了 ， 波 雷 尔 可 测 函 数 就 能 做 到 这 一 点 . 
1， 波 雷 尔 (Borel) 集 | 
”我 们 以 直线 的 情况 为 例 (高 维 空间 类 似 ) 引 入 Borel 集 ， 

定义 用 五 表示 直线 上 有 限 的 堪 开 右 闭 区 间 fo, 站 全 体 所 成 
的 集 类 ， 用 BR。 表示 有 限 个 互 不 相交 的 有 限 的 左 开 右 闭 区 疝 (au 
59 Gl 2 …, 区 的 和 集 吾 一 (ww 可 全 体 记 成 的 集 类 ， 用 
召 (有 时 也 用 绍 ) 表示 包含 Ro， 但 对 减法 和 可 列 和 运算 笠 闭 的 最 
小 集 类 , 称 召 是 直线 上 Borel 集 类 , 而 召 中 每 个 集 称 为 直线 上 的 
Borel 集 ( 也 称 为 Borel 可 测 集 }. 而 BBN<a, b>={BN<e, By] 再 
EB} 称 为 《w, 8> 上 Borol 集 类 ， 这 里 基站 ka, 5)》 中 每 个 集 称 为 
《G， 了 > 上 Rorel 集 ， 

如 果 用 第 一 章 $ 工 有 关 集 类 的 代数 语言 , 显然 PRo. 吕 有 如 
下 性 质 ; 

(1 BE。 是 包 会 了 的 最 小 环 , 一 RRCP) ( 即 包 会 已, 并 对 和 、 
差 运 算 封 闭 的 事 小 集 类 ). 

(2) 旦 是 包 合 Bo 的 最 小 o- 环 ,一 SCBR0o) ( 即 上 B 是 满足 (DD 
BB 二 Ro，(ii) BB 不 仪 对 和 和、 差 运 算 封 闭 ,而且 对 可 痢 和 运算 封闭 这 
两 个 条 件 的 最 小 集美 ， 有 从 而 召 是 对 集 的 极限 运算 封闭 的 集 类 , 其 
实 ， 吾 还 是 ac- 代数 ，《 一 op，oo) E 力 ， 所 以 囊 对 求 余 运算 也 寺 
闭 ). 

如 还 具有 下 面 的 性 质 ， 

(3) 单 点 集 和 可 列 集 是 Borel 傈 ， 

(4 区 间 , 开 集 、 闭 集 都 是 Borel 集 . 

(B 一 功 万 。G、 Ge、 了 oa、… 等 等 类 型 的 集 是 Horel 售 ， 

(6) 好 五 分 别 表示 开 、 闭 集 类 , 那 末 BB 一 SG) 一 SCF). 

以 二 四 ~ (6) 是 读者 可 以 和 己 还 明 的 ， 用 超 限 归纳 法 的 理论 

还 可 以 证 明 ， 
(TD 加 的 势 是 9 
由 (3) ~《6) 可 见 , 如 是 包含 了 相当 复杂 的 集 的 一 个 丰富 的 集 


和 波 雷 泵 举 与 其 于 格 -斯 蘑 阶 可 测 祭 的 关系 站 

类 ， 然 而 ，Borel 集 的 模 念 是 不 依赖 于 事先 是 可 站 在 g 的 一 种 集 
类 , 从 这 个 意义 上 讲 , 如 是 集合 论 范 畴 的 ， 而 不 是 滑 度 论 范畴 的. 
如 果 从 测度 论 角度 来 者 它 , 显然 有 如 下 人 性质: 

(8) 对 任何 单调 增加 右 连 续 函 数 9, 9- 可 测 集 全 体 轧 汪 如 . 换 
言 之 ,至 中 每 个 集 都 是 纪 -可 测 的 . 

(9) BN b> = SCRoN a, 8) ( 即 Cu, 8> 上 上 Borel 和 集 类 可 
以 视 为 由 包含 存 Cx, 8> 上 左 开 右 闭 区 向 以 及 可 能 还 有 单 点 {9} ( 当 
<“w， 7 是 左 阅 区 间 时 才 第 要 它 ) 记 张 成 的 o- 环 ). - . 

(8) 的 证 明 因为 QD) 互 二 Be，G1) 由 $1 定理 3, 是 o- 
环 ,而 召 是 包含 Bo 的 最 小 c- 环 ,所 以 瑟 一 有 证 毕 。 

其 实 , 和 Ly 有 着 更 深入 的 联系 . 

2. 勒 贝 格 - 斯 茜 阶 可 测 集 与 波 走 尔 集 : 

这 一 小 节 要 讨论 天 和 5 的 更 深入 的 关系 ， 为 此 ， 我 们 先 证 
最 一 个 很 有 用 的 引 理 . 

引 理 设 吾 是 g 可 测 集 , {gn}、 {yo} 是 至 上 两 列 矿 可 测 函 
数 , 并 且 {gr} 在 加 上 (关于 四 几乎 处 娃 收 襄 于 了 ， 下 列 命 题 成 立 . 


人 令 杏 一 {opr(2) 一 机 人 加] 如果 习 加 (BB) < 


( 即 六 Bp ) < 0), 那 末 {yr 在 恕 上 (关于 四 几乎 处 
处 收敛 于 大 
(2) 令 {mj 是 改 策 于 零 的 一 列 正 数 ， 玛 ={z| pt) ~ 
澡 () |<， 加 果 宫 1( 玉 一 BD) 之 co ( 即 局 po (B 《pw 一 | 
> 加 )) <eo), 那 来 {bo} 在 如 上 (关于 四) 几乎 处 处 收 化 于 六 
证 明 首先 指出 命 姬 (从 可 由 命 下 (2) 扒 出， 事实 上 ,因为 
也 CB 


从 而 召 一 情 :入 吾 一 避 ,, 如果 Bim By eo, 于 未 更 有 号 mm 
(如 一 霹 ) <<co， 假 定 命题 (办 成 立 ， 因 而 lim 由 过 即 (0 成立， 
- 念 证 人 .因为 ( 芳 的 多 论 是 只 要 得 到 中 去 吾 中 -个 旨 零 集 
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外 , {6} 收 化 于 了 ,所 以 , 可 以 事先 将 {po} 不 收 但 于 了 的 那个 9- 等 
集 召 。 去 掉 ， 即 不 妨 假设 {p 中 在 百 上 处 处 收敛 于 了 (否则 用 可 ,一 
召 ~ 局 , 代 壹 原来 的 如 就 可 以 了 ). 
作 { 召 人 的 下 限 集 
Petim FE- NE, BBp bl<m). (3.D) 


对 任何 woE 六 ,存在 w(to), 当主 mw) 时 
[Pracen (ao —Pncew C80) 天 meter 人 oo — C0) | < rn. 
(3.2) 
由 于 lim gokzo) 一 fco) ,由 (3.2) 易 知 


lm ,ro) (wo) » 
这 就 是 说 , { 训 在 了 上 处 处 收 襄 于 f， 简 下 具 要 证 明 五 ~ 是 g- 
零 集 即 可 . 
事实 上 , 酒 为 加 一 了 一 (如 -如 ) 一 li ( 召 一 本), 由 本 
章 § 1 定理 2 的 性 质 (1 由 ,jwo(B 一 了 ) 一 0 证 毕 . 
系 设 吾 是 9- 可 测 集 , {} 是 至 上 一 列 g- 可 测 函 数 ,f 是 加 
上 毅 数 ，{o} 是 一 列 收 化 于 零 的 正 数 ， 如 果 本 一 {zw| | 加 (一 
fo) |<mm}(n 一 1 2 …) 是 9 可 测 集 ,并 且 司 io( 杏 - 玛 )<oo 
( 即 入 io 人 (如 (| 加- 了 > 人 r)) <co)， 那 未 fpo} 在 至 上 几乎 处 处 
收 般 于 户 从 而 上 必 是 吾 上 六 可 测 菌 数 ， 、 
证 明 取 加 一 六 nl 2,…, 因而 {es 在 辟 上 处 处 收 化 于 
， 尽 管 暂时 还 不 知道 p。《 即 角 是 9g- 可 测 的 ， 但 由 假设 且 是 g- 
可 测 移 ,所以 引 理 的 证 明 中 从 (3. 力 式 开 始 仍 成 羔 , 从 而 {n} 除去 
一 个 g- 零 集 后 收 合 了 于 了 了 作为 六 再 测 函 数列 抽 汪 的 {关于 的 用 ， 
乎 处 处 的 极限 , 它 是 9- 可 测 的 .证 毕 ， 
今后 , 引 理 和 系 中 的 {0 常 到 成 秆 } 或 人 二] 的 形式 . 
定理 1 设 丸 是 g- 可 测 集 , 那 末 
( 坟 . 对 任何 s>0, 必 存 在 开 集 9 盖 盏 ,使 得 几 (0 -本 < 


和 3 让 诈 和 尔 集 与 各 遇 央 拱 蒂 阶 订 测 华 的 关 率 2 

C20 对 任何 a>0, 必 在 在 也 和 集 闻 和 ,和 语 得 和 (本 一 友和 8. 到 
进一步 ， 有 

(3) 存在 呈 中 9 型 集 人 9 二 如 ,后 得 po(G 一 也) 一 0; 

(4) 存 症 昌 中 到 ,更 集 玉 CB, 售 得 jy 一 了 F) 一 0, 

证 明仁) 分 两 步 , 先 设 加 三 (Ca, 站 ,上 弛 地 (gm, 加 是 有 限 开 还 
闻 ， 接 (了 D) 的 结论 要 求 ， 就 是 要 证 有明 存在 并 集 QC 不 妨 取 OE (a 
5 ,使 得 

mm (OE) | Co—x5) dg <, 

事实 上 ,因为 xs 是 gy~ 可 测 前 ， 从 而 下 在 4, 四 上 一 列 Co 类 
函数 {to ， {fxn} 《关于 办 几乎 处 处 收 和 化 于 xps， 修 政 每 个 而 成 gr 
站 下 


1， 当 m(w) > 去 时 ， 
go{2) 一 | 1 
0, 当 Tot) 可 时。 


由 于 lim vs 中 Yp 易 知 lim mr 二 Xp- 但 gr 是 (sg, 8) 中 有 限 个 互 


"py 向 | 
不 相交 的 区 间 7 GG 一 1，2,…, 和 者) 的 和 集 UU 了 Im 的 畦 征 函数 , 对 
每 个 To 显然 ,存在 fo, 切中 开 区 间 了 mp T 使 得 记 CTm 一 7 
< 面向 ~， 这 样 ， (a, 芒 中 开 集 Gu 中 To TI 显然 


tn 如 
{olxo, (0 #9. 0} 一 To 一 器 了 pc Wm ho). 
pe tml 


Pe 
种 是 
由 于 jw 加 09 一) < 入 up- 区)< 寺 -所 以 时 
(zjxa 过 gj<ce， 由 引 理 的 ( ,立即 有 


Hm wo, se Xs, 


Eh Hg 
以 而 . 
lim ye, su Za. (3.8) 
Te pg . 


令 OO. 一 9 和 然 , 六 是 19, 相 中 并 集 ,xo, = lm max (xg,， 
Hm 
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ze … ye) 由 (3.3) 立 即 得 到 
lim xo. ~ lim Xo 由 
由 有 界 控制 收 敏 定理 可 知 ， 存在 请 , 当 NN 时 ， 
| | (Xo, 一 Xa)adg | < 号 ， (3.4) 
注意 ，{OJ 是 单调 下 降序 列 ， 因 此 ， 思 中 一 切 使 得 lim xo.(9) 
xa(g) 一 工交 点 乡 必 在 每 个 Ou 中， 但是, 使 得 im zxo, (y) xa (Cv) 


的 Y 全 体 已 s 是 9 专集， 从 而 存在 (a, 8) 中 开 集 0 一 Be， 并且 
jo《O) 之 4/2. 今 取 OOrUO ,显然 0 二 至 由 (3.4 立即 得 到 


| (xo— x dg |f cxow= xa)dg| + Jxodg<s. 


第 二 步 , 对 一 般 的 再, 显然 如 ~ [| 吾 n (n,n 二 要， 记 思 ,= 


吾 作 (wt 十 习 , 如 ,是 有 界 得 ,因而 存在 有 限 开 区 间 (&, 中 二 妃 ,. 由 
上 面 已 证 明 章 事实 , 立即 得 到 对 伍 何 s 沁 0, 存 在 开 集 0, 一 万,, 生 . 


i (Ou Be) < sn—0, +44, …). 
记 o- U0. 显然 , 开 集 0 如 ， 并 且 0 一 Bc 迪 (0, -- 国 )， 
从 而 
pCO~ DD DB mm 可)<e 


(2) 对 邢 ， 直 (D ,存在 开 集 D=> Be， 使 得 和 (人 O 一 型 ) <s， 
F=0,, 因而 是 闭 集 , 县 
PCE, B—- Fa — HO0— FE 
由 此 得 到 Eo BFP) ~ OB) cs. 
3) 当 玉 EI 时 ， 取 s 一 并 ， 由 CD， 存在 开 集 O。 盖 再 ， 上 月 几 
(0 一 司 ) < 工 . 令 邓 一 全 0 显然 ,G 是 型 集 ， 且 人 二 加 ， 居 
此 ， 出 测度 单 匀 性 得 到 


革 3 涉 书 尔 梨 与 勤 巩 档 - 斯 蒂 阶 可 调集 的 关系 如 1 
mG—B) pO ~ B)<L, 
宵 令 4->o0, 从 而 
por(G 一 吾 ) =0. 

( 光 当 有 ED 时 rEL,， 由 (8) 存在 G6 型 集 他 >， 使 
Pa(G- Bo) 一 0 记 玉 =0", 最 然 卫 是 下 ,型 嫂 ， 而 且 了 也 如 由 
于 及 -天 一 在 一 如 ,所 以 训 ( 一 了 了 ) 一 jy 人 一 如 一 0， 证 毕 . 

定理 1 是 在 测度 论 疯 念 下 ， 用 Borel 集 刻 划 二 中 集 的 定理 . 
下 面 是 用 Borel 集 关 断 一 个 集训 是 洛 局 于 工 , 的 定理 。 . 

定理 & 吾 EL, 的 充 要 条 件 是 对 任何 s>0， 存 在 开 集 委 . 闭 
集 了 ,使 得 

FECECG,H wa—F)<s, 

证 明 ”必要 性 ”从 定 震 1 的 (DD, (2) 闻 即 可 得 , 

充分 任职 一 过, 存在 闭 集 ,并 集 G., 使 得 


PCBCG, EH (GP,)<T. (3.5) 


记 P 一 UF, G~ 站 G， 显 然 , 媚 ， GE BC JL 并且 
BFcG,—F n=l, 2 
因而 如 ~ 也 C 门 (Gi, 一 了 )。 然 而 


pal (6 PF)) Sp — PY 
puG, PY < 二 (nl 2, .0). 


令 n>0o, 便 知 集 向 (Gi, 一 也 ) 是 9- 夫 集 , 但 1 是 完全 测度 , 记 以 


它 的 子 集 吾 一 耳 也 是 六 零 集 , 即 Ar( 杏 一 五 ) 一 0. 从 而 如 PU 
(加 一 外 是 yg 后 测 集 ， 证 毕 . 

838. Borel 可 测 函 数 

利用 Borel 和 集 可 以 引入 Boral 可 测 函 数 . 全 和 测度 和 积分 
中 常用 的 可 测 空 间 概 念 
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”定义 设 互 是 一 个 集合 ,下 是 田 羡 苞 呈 一 些 子 集 所 成 的 er 
环 , 称 ( 互 , 如 ) 是 可 测 空间 ， 称 尼 中 每 个 集 加 为 (XY 关 ) 上 可 测 
集 ， 特 别 , 当 互 一 本 ,县 一 吾 时 , 称 ( 盏 !， 吾 ) 为 Borel 可 测 空间 , 称 
如 中 每 个 Borel 集 为 (下 ， 召 ) 上 Borel 可 测 集 ， 

如 果 豆 互 = 瑟 ,可 分 别 卫 为 也 二 时 ,分 别 称 (2, ,BY 
工 ) 为 (甘于 四 勒 贝 烙 - 斯 带 阶 可 测 空 间 、 基 县 村 再 油 至 间 ， 

如 果 用 可 测 空 间 上 可 测 集 的 术语 ， 我 们 前 面 刘 诈 的 g- 可 测 
集 、 勒 员 格 可 测 集 就 分 别 是 惑 贝 格 - 斯 落 防 放 调 空间 (五 和 和 勒 
只 格 可 测 空 间 ( 吾 1 荆 ) 上 的 可 测 集 ， 

应 该 注意 ，( 菩 从 定 六 可 知 ， 操 得 的 "可 测 空间 ” -概念 本 身 并 不 
依赖 于 o- 环 如 上 面 的 测度 顾 念 , 所 以 ,“ 可 测 空 间 ” 府 于 集合 论 的 
范畴 . 

《II) 在 一 般 的 忆 和 文章 中 , 也 有 常 把 可 测 空 间 (了 ,可 ) 中 吾 
规定 取 为 ec- 人 代数 《 即 还 设 冯 所 下 ), 但 不 明确 交待 这 一 点 , 这 是 读 
者 要 自己 留心 的 . 

在 可 济 空 间 ( 邓 ， RR) 上 如 何 引 入 可 测 丽 数 ， 当然 ， 一 般 情 况 
下 不 能 用 条 直线 上 隔 “ 简 单 函数 " 列 的 几乎 处 处 狼 限 的 办 法 .因为 
“几乎 处 处 "是 对 测度 而 言 的 . 这 里 没有 测度 , 应 该 用 单纯 集合 论 
前 诸 言 , 或 处 姓 妆 化 的 刁 言 、 下 面 用 集合 论 的 诺言 来 定义 ， 

定义 设 ( 卫 , 及) 是 可 测 空 间 ， 了 是 定义 在 召 上 的 有 限 实 函 
数 ， 如 果 对 任何 实数 56, 亡 (f> 中 是 可 测 集 ( 即 B(f>>0)€ RBR)， 
称 了 是 吾 上 可 测 函 数 。 

特别 , 当 于 一 本 , 屁 一 屋 时 , Borel 可 测 空间 (加 瑟 ) 上 可 测 集 
召 土 可 测 耳 数 , 称 为 Borel 可 曾 函数 ， 

显然 , 当 了 是 吾 上 放 测 函数 时 ， 马 一 Uy 五 (了 > 一 nn) 是 可 测 


集 , 即 可 测 函 数 的 定义 域 包 是 可 测 全 。 
有利 杀 工 的 六 可 调集 工 抽 可 测 函 数 一 样 ， 可 以 证 明 有 妇 下 和 毕 


时 : 
趾 理 和 设 瑟 是 可 测 空 间 ( 王 ， 吾 ) 上 可 测 集 ， 那 末 下 面 几 件 
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事 是 等 价 的 ， 

(1) ff 是 避 上 可 测 砂 数 . 

他) 对 任何 实数 0, 如 (了 6) 是 可 测 集 . 

《8) 对 任何 实数 c, 召 (f < 中 是 可 测 集 .- 

(由 对 任何 实数 6, HC(f 忆 0 是 可 测 集 . 

(5) 对 任何 实数 6.d， 如 (ec<f 拟 0) 是 可 测 集 . : 

(6) 存在 可 测 集 (可 以 取 为 包含 在 召 中 ) 的 特征 函数 线性 组 
合 的 序列 和子 ,}, 在 吾 上 处 处 收效 于 搬 

(7) 对 任何 Borel 集 B, "1CB) (B 的 原名) 是 可 测 集 . 

证 明 (了 全 (及 二 人 一 (二 05) 全 从) 一 上) 的 过 程 和 $1 的 
定理 年 中 证 明 全 之 (全 一 (由 信人 司 全 全) 人 目 一 (2) 的 过 程 一 样 ， 
唯一 要 改变 的 是 要 把 SI 的 定理 4 中 证 明 ( 人 1) 全 人 仿 的 过 程 ( 相 当 
于 这 星 的 (6) 坊 (DDD) 中 亡 用 的 习 .80) 式 中 盏 。 换 为 这 里 的 吾 , 把 秽 
单 函 数 om 换 为 这 里 的 由. 

(2 是 新 的 ， 订 以 现在 证 明 (7) 和 其 它 的 等 价 ， 册 于 人 o，co) 是 
特殊 的 Borel 集 ， 当 ( 们 中 避 取 为 (e eco) 时 ， 广 1(e ceo) 一 盏 (7 
>0), 因此 人 和) 全 (是 显然 的 ， 佘 下 只 要 证 明 吾 上 可 测 函 数 卫 必 
具有 性 质 {7) 就 可 以 了 。 为 此 , 我 们 记 

有 一 [六 IC ER, MEB)}, (8.6) 
如 对 是 B 中 使 得 7(Y) 为 可 测 的 Borsl 可 测 集 并 全体 所 成 的 
集 类 ， 显 然 ， 

4) C0, dE€ MM 

(六) 如 果 训 !、 有 HE 型 ， 那 末 ， 由 ( 易 知 的 ) 等 式 广 tCM1 一 
及 ] 一 广 芳和 尊 一方 并 下 以 及 Fi GE 可 ,立即 有 
Mi— WMERM 

GH) 部 果 {MM 直 忆 了 那 末 由 《 易 知 的 ) 等 式 广 !(LJMNw) 一 
WA2CM0), 以 及 拓 1( 有 Mn) ER(n~1 2，…), 立 即 有 (fC,) 


ER, 所 以 UM.EM. 
这 就 是 说 ，M 是 包含 左 开 有 财 区 间 ， 并 对 减法 和 可 列 和 送 算 
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封闭 的 集 类 ， 从 而 形 是 包 食 瑟 的 e 环 ， 而 吾 是 包 舍 瑟 的 最 小 
人 - 环 ,所 以 开 一 召 ， 但 根据 六 的 定义 ,显然 又 有 划一 瑟 所 以 妈 
一 至， 证 串 ， 

轧 上 可 测 函 数 也 具有 章 1 定 理 8 中 所 有 的 性 质 ， 

定理 和 设 吾 是 可 测 空间 ( 字 ,， 硬 ) 上 可 测 集 ， 疡 天 是 吾 上 可 
测 函 数 , 那 未 

他 of 二 Bh (eB 是 常数 )、|f], max (Jf, 万、min (f, 肋 、 
让、 广 、 fh 部 是 加 上 可 济 函 数 . 


(2) 如 果 对 一 切 2 扎 妨 ,了 2) 下 0, 那 末 地 一 6 Fy 是 旦 上 可 测评 


数 . 
(8) 设 丰 是 妞 上 有 限 函 数 ， 吾 一 [| (BN 如, 一， 中 办 ,并 
且 每 个 及 是 可 测 集 ， 那 末 上 是 万 上 柯 测 函 数 的 充 要 条 件 是 在 
每 个 也 上 是 可 测 画 数 . 

(4 设 生 十 蚌 加 上 一 列 可 测 函 数 ， 并 和 且 在 瑟 上 处 处 收 伍 于 
4， 那 末 下 是 吾 上 可 测 函数 (利用 这 个 结论 还 可 将 (3) 的 结论 推广 
成 {下 是 一 列 集 的 情况 ). 

定理 4 颇 可 从 可 济 空 间 上 可 测 光 数 的 定义 出 发 加 以 直接 证 
明 , 例如 参见 Halmos 的 < 测度 论 > 或 夏 道 行 等 编 < 实 变 甫 数论 与 泛 
函 分 析 >, 也 可 伪 本 章 §1 定理 1 的 方法 证 明 ( 站 过 公交 $1 定理 1 
中 入 单 函 数 g, 改 为 这 里 定理 8k6) 中 出 现 的 轴 )。 

特别 , 当 (下 ，E) 是 Borel 可 测 空间 (本 加) 时 ,定理 8 4 对 
Borel 可 测 函 数 成 立 ， 

常用 的 Borel 可 浏 画 数 有 

例 1 直线 上 连续 函数 了 是 Borel 可 测 函 数 ， 这 是 因为 对 任 
何 0，{2|f(%) 之 0} 一 /1((o，co)) 是 开 集 , 而 开 集 是 Borel 可 测 集 
的 绿 故 . 

例 Borel 集 的 特征 函数 是 Borcl 可 油 丽 数 ， 特 别 地 ,不 
区 间 《 果 以 是 无 限 的 ) 的 特征 画 数 以 及 这 种 丘 数 的 线性 组 全 (包括 
On 类 函数 ) 是 Borel 可 测 函 数 ， 
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例 3 <a, 5> 上 单调 本 数 是 Borel 可 测 正 数 ( 因 为 三 :0o， 
co) 是 区 间 ), 

让 于 吾 志 关 , 所 以 任何 Borel 可 测 函 数 必 是 g- 可 油画 数 - 

对 于 Borel 可 测 函 数 , 还 有 如 下 的 等 价 定义 ， 

定义 设 嫉 是 (一 co，co) 上 某 些 实 有 限 五 数 构 成 的 一 个 集 ， 
如 果 满 足 ; 

(了 《一 co，co) 上 所 有 连续 函数 均 在 肢 中 ; 

(2) 听 对 函数 列 的 点 点 收 敏 极限 运算 硅 闭 : 即 {F 守 对 ， 且 
{fn 在 (一 0，50) 下 处 好 收 促 于 于 时 ,了 二 观 . : 

这 种 集 时 中 最 小 的 ( 即 -- 切 满足 (起 ， 允 的 晤 的 通 集 ) 记 为 
Mo， 称 对 6 为 《一 co，co) 上 Borel 因数 类 ， 其 中 每 相 林 数 称 为 
Borel 可 测 函 数 ， 特别， 蚜 。 在 Borel 集 如 上 的 限制 馈 o( 百 ) 称 当 
鼠 上 Borel 函数 类 ， 而 驶 o( 吾 ) 中 每 个 范 数 称 为 盏 上 Borel 下 可 测 
一 数 . 

这 种 定义 方式 最 初 荐 由 Baire 引入 的 即 膨 成 从 连续 函数 出 
发 , 按 钼 处 收 敦 极限 封闭 逐步 扩大 的 方式 产生 的 函数 类 )， 所 以 ， 
Borel 可 测 函 数 ( 涩 ) 又 称 为 Baire 函数 (类 )， 当然 , 这 两 个 名 称 在 
一 般 拓 扑 罕 间 中 是 有 区 别 的 ， 而 在 * 维 欧 几 里 德 空间 中 它们 是 一 
致 的 . 

4 和. 贰 贝 格 -斯 苦 阶 可 测 函 数 与 Borel 可 测 备 数 

如 果 考 虑 到 测度 ww。， 由 定理 1 就 能 得 芭 用 Boral 可 测 函 数 刻 
划 g- 可 测 函 数 的 定理 ， 

定理 5 设 加 是 Borel 可 测 集 ,了 是 殖 上 久 可 测 函 数 ， 那 末 
必 存 在 加 上 Borel 可 测 函 数 户 使 得 了 > 一 所 


证 明 ”由 定理 3 的 (6), 存 在 在 也 上 处 处 收 全 于 了 的 函数 列 
曙 一 六 og nr 2 


而 Bj? 是 包含 在 加 中 的 9g- 可 测 集 . 根据 定理 工 的 (四 ,存在 Borel 
集 ?cir 使 得 
Lr CB — EI) 0 nel, 2, ~ dl, 2 
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虽然 fy 之 Xm 记 各 一 侣 nye ,如 是 Borel 入 测 函 数 ， 并 
且 

hh bi (3.7) 

由 于 地 小 处 处 收 伍 于 户 所 以 芭 在 1 (Co 一 9 之 外 收 化， 注 

意 到 Bo 一 (Br 一 了 名) 是 六 零 集 , 再 对 盏 利用 定理 工 的 (3)， 

存在 Borel 集 Bo， Bo (8? 一 FP?)， 且 poo(Bo) 一 0， 由 此 可 知 

lm ho, (2) xas (2) =f (2), EE Bi (3.8) 


疡 以 当 规 定 
h(ny -人 当 vwEBN 召 时 ， 
0 , 当 wE (00, 00) -- (BEN BD 时 ， 
易 知 Borel 可 测 柳 数列 {ox } 在 (一 ce，oo) 处 处 收 敏 于 六 因为 
本 Borel 可 测 函 数 , 又 密 人 .8) 可 知 , 在 吾 上 二 六 证 毕 . 
Fe 

下 面 将 更 进一步 用 连 娃 函数 来 刻 划 g- 可 测 函 数 . 

定理 8 《Eropop) 设 {7. 是 吾 上 一 列 呈 可 测 冰 数 ,Ho( 百 ) < 
ce， 和 如果 lim 记 吕 了 那 末 ， 对 任何 冲 >0， 必 存在 六 可 测 集 吾 sC 
加 ,使 得 pro( 召 一 加 <5, 并且 { 在 到 上 一 致 收 伍 于 


证 明 按 假 设 , 存在 g- 零 集 Bo, 当 当 zE 如 :一 吾 一 百 o 时 ， 
Timp, (2) =f (7). (8.9) 


右 然 有 等 式 ，B: 一 站 品 门 (11m-fi < 二 )， 


器 正二 1 = 


由 于 PP 一 (lf 和 并 且 
UU 可 一 加 ,再 注 意 到 和 (到 ) <co0, 所 以 对 任何 1, 必 存 在 W， 馈 


得 
pCBi— Fa) pert FR) - CR, > 全 n=-1, 2, 2 


, (3.10) 
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令 加 ,一 (NPs.. 显然 


Ho By = LB Es) 


= -了 sw)< 襄 训 -6 (3.1D 
再 还 {fw} 在 8, 一 致 收 全 于 .事实 上 , 对 任何 s。>0， 取 自 
然 数 放 使 圭一 8， 而 当 加 > Ne 时 ,在 2w。 (从 而 在 了 Bs) 上 


[fm— Ff| < <s, (3.13) 


导 { 中 在 避 上 一致 收 吉 ， 证 毕 ， 
定理 了 (Cana) 设 了 是 吾 上 红 可 测 盘 数 , 那 来 ， 对 任何 3 
之 0, 必 存在 (一 00, 0) 上 连续 省 数 有 使 得 
oAm| fr) hn) ad. (8.18) 
证 明 《了 I) 沈 假设 症 = {a, 门 ,并 且 不 妨 设 4a.5 是 9 的 连续 
点 由 了 的 可 测 性 知道 , 存在 (ae 可 上 上 一列 Do 类 函数 {yp,}， 使 得 
lim pF、 利用 本 字 引 理 中 的 (了)， 可 将 po 修改 成 (一 ce，c) 上 


连 红 哺 阁 出 ,并 使 得 lim 中， = 插 由 EropoB 定理 ， 存 在 # 可 测 


亿 记 导 Ca, 并， pte 下 一 下 天 2 并 且 {四} 在 召 : 上 一 致 收 全 
于 了 因为 RA 一 80p Lhe 所 | 了 FCB, 了 是 闭 集 ， 记 以 不 妨 
认为 所 取 前 是 闭 集 ,由 于 4.2 是 9 的 连续 点 ,不 妨 还 认为 加: 之 
“a, b). 
由 于 甩 上 连续 少数 列 节 ,一致 收 化 于 了 国 此 了 人 作为 闭 集 
3 上 加 数 时 ， 蚌 上 连续 函数 .根据 第 一 章 $ 4 定理 18， 存 在 
(一 eo，00) 上 连续 画 数 使 得 对 任何 2 局 
了 (四 —h(ls), 《3.14) 


即 (3.187 成 立 。 | 

QT) 对 于 一 般 的 避 上 可 泣 商 数 了 ， 先 在 Br 上 罕 充 定义 取 
值 是 零 , 记 这 个 延 扣 为 了 A， 如 龙 对 了 找到 (-- oco) 上 连续 函数 
/使 得 oC{w| 了 Cw) 呈 htm)}) 二 8， 那 来 作为 吾 上 函数 时 ， 自 然 就 


238 第 三 章 “可 测 函 数 、 可 测 集 与 不 定 积分 
得 到 (3.13). ，. 
因此 ， 下 面 不 护 设 吾 -(- oo, co)、 作 分 解 召 ~ UU (a 


e+ 可 ,其 中 每 个 (ao err 可 是 有 限 远 间 , 每 个 呈 是 9 的 连续 点 ， 由 
于 了 是 (aew mc 雪 上 可 测 函 数 , 根据 (TD ,存在 闭 集 B,C tan, gr)， 
以 及 《一 c2，oo) 上 连续 函数 有 ,使 得 


CC (8.15) 
(n=0,， 土 1, …) 
fo) = hs), TER,., (3.186) 


注意 到 轧 , 是 闭 集 , 且 妃 忆 (qn, Grrr)， 从 第 一 章 §4 定 理 18 的 证 
明 过 程 ( 略 作 修 改 ), 易 知 可 以 做 到 各 在 (一 ce, a@s] U [es oo) 上 
的 信 是 零 ， 今 作 ( 一 co，ce) 上 函数 
how) ~ Dalw), (3.17) 
显然 8 在 (gw tj 上 就 是 所， 从 而 加 是 (一 00, ee) 上 连续 函数 . 
又 由 于 
{olf (oD) ho 


=U {olf (0) Fh (e), so€ Cen, mr 


cU Fe inp] 一 EE,), (3 。 了 3) 
由 (3.15) 便 得 到 | 


pl {of (0) Ph ED [an, Guts ~ BE,) <8. 
证 毕 . 


附 录 
器、 勒 贝 格 不 可 测 集 
环节 中 上 扫 给 出 勒 贝 格 不 可 测 集 的 例子 . 


设 志 们 是 00 菇 中 任何 黄 点 , 如果 二 -让 是 有 悍 数 ,我 们 规定 
~ 
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男 知 "~"” 是 等 价 关系 , 用 这 个 等 价 尖 矢 产 生 [0, 贡 中 的 等 价 关 , 记 数 EL0， 
的 等 价 类 为 显然 | 

1》 对 在 钙 两 个 等 价 业 So 村 友 下 二 20 要 人 列 几 25 一 下 

(2 对 任何 *e [0, 条 ， 必 存在 一 个 等 价 类 名 使 得 x*& 3. 我 们 将 从 每 
个 等 价 业 选 出 一 个 代表 元 《用 选择 会 理 ), 组 成 一 个 集 有 2， 显然 ， 

《ay Zc {0, 1; 

Cb 对 任何 各 #9€ 五 , 当 眶 严 和 时 ) 21 门 划一 多 

Ce)》 任何 2E [0 世 , 必 唯 一 地 存在 s€ 2Z, 滞 得 mE 区 

记 一 J 赴 中 有 理 数 全 体 为 {yY 赴 n=1, 2, -"), 二 避 十 学 ，. 显然 

《 工 ) .一双 十 ?rm By = Ly tn Ym 《 邑 {Zr.} 彼此 是 经 过 有 更 数 移 
动 得 到 的 3》 

《II Ey, nN Zr 一 让 Cn 大 Tm)， 事 实 上 , 如 果 有 万 & 2 站 Cy 必 有 二 
下 十 和 一角 十 ?am 的 ;29 性 从 而 肛 一 条 一 Ym 一 Yn， 由于 2 的 性 质 tp)， 只 有 
下 一 pz Yn 一 了 my 这 与 假设 Yn 六 Ym 子 罩 ; 

《III) WJ [0 ， 切 ， 这 可 由 区 的 性 质 (8) 和 2), 的 定义 得 到 ; 


(ITY) LUZrS[-T 3 这 可 外 台 的 性质 sa 和 如, 的 定义 得 到 . 


从 {2 的 性 质 CI)~ tIY)， 就 可 以 知道 2 以 及 一 切 2Zy, 部 不 是 勒 风格 
可 调集 ， 
素 实 上 , 如果 台 是 勒 内 档 可 测 集 , 那 末 QT 一 2 二? 《是 2 的 移动 也 是 
副 风 格 可 测 集 , 开 且 wm(22) 二 wD(2%y， 由 于 CLT、 CLIITs ATY 以 用 涡 的 可 
列 可 加 性 , 立即 得 到 
1 一 To， 11) my By mS) Dm DEmL -1 2 =—3, 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 从 无 限 个 wC2) 之 和 要 不 超过 3 来 看 ; 只 有 (2) 一 由 
但 这 样 无 限 个 mC2) 之 和 为 霉 ,而 不 可 能 不 小 于 车 所 以 台 是 不 可 测 集 ， 

从 上 商 证 明 可 以 看 出 ， 上 述 冰 可 测 集 的 例子 只 用 到 惑 风格 浏 度 是 左 角 、 
可 列 训 加 ,平移 不 变 、[0, 村 测度 有 限 并 且 嘎 非 堆 的 性 质 ， 固 此， 上 面 例 子 不 
羽 对 勒 贝 桔 测 度 不 可 测 , 而 且 对 直线 上 任何 非 负 . 可 列 吉 加 、 平 移 不 变 .[9, 匡 
测 许 有 限 的 非 零 测度 都 是 未 可 测 的 ， 即 使 平移 不 弃 条 件 减弱 为 ， 存 在 正 数 
ss 有, 对 任何 可 测 集 吾 以 及 数 Gan 所 pCB 二 只 所 Bk 如)， 也 是 适用 的 . 


习 题 


1, 设 f 是 (一 中 ,史上 Borel nf 测 沪 数 ， 轿 是 忆 上 可 测 消 数 ， 证 明 
fh 有 Fh(2))) 是 名 9- 可 测 阔 数 ( 注 意 , 如果 了 不是 Beral 可 测 通 涩 而 
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是 9g- 可 浏 函数 ,一 般 说 结论 不 成 立 ). 
2. 没 丰 是 召 上 有 限 函 数 , 如果 |f| 在 召 上 99- 可 测 , 问 了 是 否 在 上 
可 测 ? 
3. 证 明志 线 上 任 各 非 负 、 梧 列 可 加 ,平移 不 变 、[0, 匡 测 谊 有 限 的 非 堆 
测度 w， 如 果 它 对 一 切 Borel 集 有 定义 ， 那 末 必 存在 非 零 正常 数 6， 使 得 
WE) 一 om( 到 对 一 切 Borel 党 思 成 立 . 


&4， 度量 收敛 和 再 沦 逐 项 积分 


在 这 一 节 中 ， 将 扼要 介绍 与 可 测 函 数列 儿 乎 处 处 收 剑 不 同 的 
另 一 种 政策- 一 庆 量 收敛 概 念 。 它 是 概率 论 中 最 基本 的 收 全 概念 
一 ， 另 外 还 附带 介绍 一 下 外 测度 概念 . 

1. 度量 收效 序列 

定义 设 EL,s, {f,} 是 如 上 一 列 9g- 可 测 函 数 ， 如 果 有 加 
上 yg- 可 测 函 数 了 ,使 得 对 任何 正 数 0 

Hm p(B (ff |>0)) -0, (4.D) 

称 {fj 在 恕 上 (关于 四 度量 收效 于 

把 (4. 人 用 。 语言 叙述 ， 就 得 到 度量 收敛 的 另 一 个 等 价 定 


禄 : 
定义 设 加 EL { 记 是 吾 了 上 一 列 拓 可 测 函 数 ， 如 洒 有 已 
上 g- 可 测 隙 数 六 ,使 得 对 任何 正 数 o、s, 总 存在 各; 当 n> 计时 ， 
Hel Bf fo)) <a, . (4.2) 
称 区 fs 在 如 上 (关于 幼 度 量 站 歼 于 二 
庶 量 收敛 与 几乎 处 处 收敛 关系 如 何 ?首先 看 下 面 两 个 例子 . 
例 1 作 辐 一 [0, 上 一 列 函 数 ， 


1, 当 5 Dm 区] 时 ， 四 
-| | | bl 0h bl. 
0, 当 zE[2 ,二 
这 样 的 评 数 是 可 列 个 , 
a, 1y 中 2， 1 a, a ” ,thn, 4， ;Whe, py (4. 3) 


最 蕉 ，{wx. 是 [0， 站 上 简章 函数 列 ， 我 们 对 [90, 如 上 勤 册 格 济 度 
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mn 来 考察 , {yi 二 是 一 列 勒 员 阁 可 测 商 烤 ， 对 任何 I>o>0, 由 闻 
HClbel 0) = [5 区 | 


因而 mB (Cy, [>o) 一 到 所 以 当 & >oo 时 , 序列 (4. 中 《关于 


mmm) 度量 收 伏 于 了 一 0. 

然而 序列 4.) 在 [0, 芋 上 任何 一 点 都 不 政和 伍 于 0( 这 是 显 而 
易 抑 的 )， 这 说 明度 是 卜 伍 现 数列 可 以 一 点 也 不 收 敏 . 

例 2 作 如 =(co, co) 上 一 列 函 数 

1, 当 w ET~%, 到 村 ， 
?=- 避 汉 En 

显然 -9o 在 (一 色 e，m)? 上 处 外 收效 于 了 一 二 但 是 , {pw} 按 m 并 不 
度量 收 误 于 忆 

例 I, 3 说 明度 量 驳 繁 与 几 平 处 处 政 尼 有 本 质 的 区 别 但 它 
们 之 闻 还 是 有 浒 如 下 的 重要 联系 . 

定理 1 (1 (Lebesgue{ 勒 风格)) 设 {jf 是 召 上 一 列 g- 可 测 
通 数 , 并 且 (关于 四 几乎 处 处 由 衣 于 了 ， 如果 jy( 囊 ) 之 oo, 如 {5} 
必 ( 关 于 明度 量 收 人 敦 于 闻 . 

(2) (Riesz ( 黎 斯 )) 设 { 思 } 是 召 上 一 列 久 可 测 责 数 , 并 日 ( 关 
于 力 典 量 收 伍 于 了, 那 末 必 存在 子 序列 {fj} 在 吾 上 (关于 几乎 
处 处 收 敦 于 了. 

证 明 (DD 任 取 o>0, 今 竺 计 jt 如 Uf 一 Ff| 守 0))， 为 此 ， 
考察 g- 可 测 集 列 


Bn EO-fl<0), {mm 1, 2，…) 


显然 , 好 二 局 … 记 Bm 忆 … 吐 妊 , 并 且 , 凡是 { fj 收 敏 主子 的 点 必 
属于 某 些 吾 。 由 守 {j。} (关于 驴 几 乎 处 处 收 合 于 了 因此， 加 中 
最 多 除去 一 个 jv- 零 集 如 外 , 应 该 有 


lim Bn ~ Bn BW,, (4.3) 
再 注意 到 jC 所 ot 加 ) 之 co 以 及 测度 的 有 关 草 调 报 限 的 性 质 ， 


M2 襄 二 共生 油 舱 此 ,可 如 入 二 不 定 全 学 
广 即 由 人 (4.3) 得 到 
lim p(B— Bn) 一 0. (4 
注意 到 吾 - ma 一 上 到 (If 一 站 之 0), 因 此 
lm po BC ff| >0) < lim BE =—0, 

即 {J 中 在 召 上 (关于 四 度量 收 伊 了 了 

(2) 由 于 {f} (关于 四 度量 收 化 于 了 到 0 一 二 ，e 一 训 -, 屠 
末 必 存在 %, 当 9% 关 和 时 ， 


pCf 一 > 请 ))< 亩 : (4.5) 
不 妨 访 击 过 Re 之 一 必 入 之 … ,由 {4. 辐 六 即 得 到 
pa Bf fi)) < ,4.6) 


由 $3 中 下 理 的 系 ( 取 系 中 的 由 一 六 。 % 一 让 )， 从 《4.6) 式 易 知 


{fj 在 加 上 (关于 四) 几乎 处 处 收 合 于 J， 证 弟 ， 

定理 1 的 (了 D (这 是 蔓 贝 格 本 人 在 惑 贝 格 测 度 情况 下 证 明 的 》 
”说 明 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 , 出 序列 了 7] 的 几乎 姓 处 收 伍 可 以 推 
省 度量 收 辑 ， 即 度量 收 伍 的 要 求 弱 于 儿 有 乎 处 处 收 伍 的 要 求 ， 概率 
论 中 所 出 现 的 概率 测度 是 全 空间 测度 等 于 工 的 爹 有 限 测度 ， 所 以 
在 概率 论 中 度量 收敛 (在 概率 论 中 常 称 它 为 依 概率 收 敏 ) 弱 于 几乎 
处 处 收 和 全， 

黎 斯 根据 定理 工 又 给 出 一 个 用 括 平 处 处 收 化 列 断 度量 改 伍 的 
充 要 条 件 . 

定理 2 设 各 (再 )<eo，{F} 是 召 上 一 列 久 可 测 函 数 ， 那 末 
{fn} 《关于 四 度量 收 敦 子 9g 可 测 函 数 王 的 充 要 条 件 是 在 fl 的 
- 任 柯 子 序 列 { 了 } 中 必 可 再 找到 一 个 (关于 罗 的 几乎 处 处 收 合 于 于 
的 于 序列 . 

证 明 必要 性 ”由 于 {jf%} 度量 收 教 于 户 从 定义 易 知 这 时 
前 任何 子 序列 {7J 必 也 度量 收 伍 于 了 利用 定理 工 的 (人 , 立 


和 4 度量 收 令 和 再 论 逐 项 积分 2 
即 知道 , {了} 中 必 存 在 几乎 处 时政 化 卫 了 的 子 序列 . 
充分 性 ”如 果 { 向 } 不 度量 收 施 于 了 即 存 在 一 个 o>0, 使 得 


HCH —f| 0)) 0. (4.7) 
因此 必 有 子 序列 {f,}, 使 得 
lim ps Bf ~f |>0)) =>0. (4.8) 


这 样 一 来 , { 访 就 不 下 能 再 有 子 序列 用 平 处 处 收 敏 于 子 了 ,和 否则 ， 
庙 征 理工 的 种 ) ,将 有 { 六 度量 收 伍 于 廊 即 
Nm po Bf —f | 20)) =0. (4.9) 
这 将 与 (4 8) 了 矛盾 证 毕 . 
2. 度量 基本 序列 
类 似 Cauehy 基本 序列 概念 ， 也 可 引入 . 
定义 设 {js} 是 召 上 一 列 g- 可 测 阔 数 , 如果 对 任何 正 数 a. 
Him po Bfo fn| 0)) =—0, (4d.10) 
就 区 {fn} 是 如 上 (关于 明度 量 基 本 序列 . 
等 价 的 定义 是 
定义 ” 设 {jpfj 是 召 上 一 殉 及 可 测 函 数 , 如 果 对 任何 正 数 e 和 
8, 存在 到 , 当 兄 ， mW 时 ,、 
WaltBEfs— fn| 0)) a, 
称 {f,} 是 在 吾 上 ( 关 寸 四 度 辣 基 本 上 库 列 , 
对 于 度量 基本 序列 也 有 类 似 Qauchy 收 敲 原理 的 定理 . 
定理 3 设 1f 中 是 百 上 一 痢 y 可 浏 函数 , 那 末 {fo 在 上 
(关于 峭 度 量 基 本 前 充 要 条 件 是 存在 下 上 9 可 测 孙 数 六 使 得 
{7( 关 于 邹 度 量 收 伍 于 矿 
证 明 充分 性 设 {f,} 度 基 收 襄 半 A， 显然 ， 对 任何 o 放 0, 


有 z : 
Bfol > CH) UB ff1>), 


(4.11) 
调 此 
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Wl Bf fnl>0)) Sp BI fi>F)) 


tu B( Mo-7 >)). (4.19) 


由 于 { 度量 收 敏 于 六 当 各 mr>co 时 54.TI2 布 过 趋 于 堆 ， 从 而 
{fo} 是 度量 基本 的 . 

必要 性 ” 设 人 7 是 度 匡 基本 的 , 国 而 对 任何 月 热 数 ”， 存在 各 
(不 入 和 设 家 过 咖 过 过 < ) ,使 得 


， 1 1 
ps B (| fa— fs)) < hb. (4.18) 
记 P= BO fom — fal), 因而 
ps BEF)~p( Bf fr)) < 区) 


又 记 也 -站 Bo 显然 , 人 (4.4 和 可 以 得 到 


= 工 
it 


| 二 
叶 


jar( 再 一 再) ~ (| (BF 
并 且 , 当 =E 辟 时 ,对 任何 wx>z 都 有 
IF 全 呈 - 和 OI< 写 5 < 记 


(4,16) 
(和 4.16) 才 示 序 列 {fl 在 集 HB, 上 一 致 收敛 ， 从 而 {在 集 -0 一 


凯 如 ,上 处 处 收 化 于 一 个 9- 可 测 函数 ， 记 它 的 极 腿 两 数 为 fo， 作 
-人 当 me 酝 o 时 ， 


(4.15) 


~ 
: 
Rs 
贱 
四 


7 ， 当 =E 吾 一 百 o 过， 地 .17) 
注意 
Pi 再 一 条 中) 一 此 ef (a! (B— EH,) < 


Slr 3 
(p= 1, B+) 
即 得 jw 如 一 好) 一 0， 所 以 了 是 吾 上 关机 测 本 元 ， 
今 证 {fo} 在 吾 上 谨 景 收 敏 于 事实 上 , 对 任何 >0，8> 帆 


—" Ep 


Fr 


A 人 
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1 <min (og, 8， 由 .16) 订 知 (在 (和 .I 中 邻 


取 v 合 得 - 亏 


co) 


可 


局 C8) — fr, (2) | < 总 ， wE HF,, (4.18) 


因为 B(| fa 一 fi> 训 3 Bt{! fa— fl> UB( | fx, — 
了 | > 二 和)， 注意 到 他 .1I3)、 (4.1T9 和 他 .15) , 当 opm 时 


(如 人 [fm— Fi> 二 )) 
Re ) 
0 
<w,(B( [fm — fn, =) 

+ os (BBse) 

< (4.19) 


亡 人 .1 立即 得 到 , 当 各 一 各 时 


Ho Bfa— fl 0)) pe s(n- -和 > 冯 力 < 


A 


肥 记 } 度 景 收 谣 于 于 证 毕 ， 
3. at a 
定理 4 a 格 ) 设 { 有 是 如 上 一 列 g- 可 测 卫 数 ， 并 且 
(关于 从 度 量 收 化 于 了, 如果 存 存 召 上 gg 本 积 表 数 耳 ,使 得 
[Fn 一 1, 2, (4.21) 


则 了 是 上 可 积 部 数 , 而 刁 
lin | 六 guor | Fo (4.22) 
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证 明 显然 , 由 定理 1 的 (3) 可知， 必 有 | 放 记 五。 再 由 可 测 函 
数 的 控制 可 积 性 , 了 必 为 吾 上 可 积 汞 数 。 现 在 内 要 证 明 (4.22) 
即 可 . 

和 任 取 正 数 器 和 自然 数 型 ， 记 吾 oz 一 吾 人 六 [< mn TIE 一 下 
:], 显然 | 


jElam< | fl | 2a 


EN YN] EN[—M, My 
= | fla | Ta 
Evga Stoy 
十 | 2F Uy 
EN ,Me 


<og(I—M, HD)+ | 2F ops 


EF—Ery 


+ | 2F do. (4.28) 


En ~ MI? 
由 于 己 是 多 冲积 的 ， 所 以 对 任何 8s>0， 可 选 出 充分 大 的 至 ， 
使 


2F dp 
ENI—¥.Y] 


选 定 于 后 , 可 选 正 数 0, 使 得 og《[ 一 用 ，2]) < 筷 、 对 选 定 的 这 个 
0 由 于 lim py《 加 (|f 一 大 | 之 0)) 一 0 以 及 函数 也 的 积分 的 全 连续 
性 , 知道 必 存 在 入, 当 n> 本 时 


2 本 OUus << 司 . 
A 


由 此 可 知 对 任何 8>0, 必 存在 妨 ， 当 n3 育 时 ， 由 (4.23) 得 
到 

| | 了 一 方 |Be< 本 (4.24) 
时 (4.22) 成 半 ， 证 些 . 


下 
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险 录 


4， 逐 项 积分 的 充 要 条 件 
关于 证 顶 积分 定理 还 可 以 把 控制 急促 放宽 ,得 到 荣 种 充 要 条 件 ， 为 此 引 
人 
定 尺 设 训 是 折 万 测 集 ， 饮 是 五 上 一 族 7 可 积 画 数 . 克 困 对 人 枉 何 8 
>0, 看 在 仅 依 赖 于 # 的 >0, 舍 得 五 上 任何 一 个 可 测 子 集 8， 斥 可 phote) 
<6, 于 一 切 了 EE 天 ,总 有 
.ram 


站 焉 在 互 -的 We 《关于 的 等 度 全 连续 (或 等 度 地 对 连续 ). 


lfl 才 . 
Hp 


曼 然 , 小 中 在 如 上 上 的 积分 K 藉 于 四 等 度 宝 过 续 ; 

如 果 九 1， 鞭 > 是 两 个 在 吾 上 积分 等 庶 全 连续 的 函 邹 族 , 显然 , 赂 一 入 1U 
融 : 在 召 工 也 是 机 分 等 度 全 连续 的 . 

定理 5 《Yitali( 维 太 利 力 ” 设 号 是 久 可 测 集 ,Pok 本 和 se， 人 中 是 天 
上 一 列 非 负 的 9~ 可 积 浅 数 , 六 有 目 度 景 收 人 第 于 9- 可 测 函 数 了 那 未 ， 可 以 深 项 
守 分 的 充 要 条 件 是 {fn} 往 吾 上 的 积分 ( 活 于 9) 等 度 全 连续 . 

证 明 ”充分 性 ” 先 证 了 在 如 上 9- 可 积 ， 事实 上 ; 对 任何 #0， 由 假设 
宥 在 8>0, 沼 ecCB, pte) < 时 , 


| fn Ro 8, 


由 于 {fs 度量 收敛 于 所 因而 必 有 地 序列 (不 妨 设 为 好 直 本 身 ] 基 于 9 几乎 处 
姓 收 侣 于 方 由 了 aton 引 再 立即 得 到 


{ fa tlim [ 了 Ba (4.359 


这 谎 明 非 负 9 可 测 函 数 了 在 。 上 政和 ,并 且 积 分 值 不 超过 中、 记 否 二 二 [me 
《> i 一 瑟 一 Boy 由 于 pp) 局; 所 忆 如 是 有 限 集 ， 而 筷 对 每 个 
€ Bo fn fo 从 而 了 在 By 上 9g- 可 名， 由 于 jp《BD < 所 以 总 可 
雇 把 加 分割 成 有 限 个 9 测度 不 超过 的 部 分 ， 在 每 个 部 分 上 了 是 9g- 可 积 
的 , 从 而 了 在 如 上 9g- 可 积 ， 妆 此 了 在 如 =B1U Bo 上 9 可 各. 汤 见 {fn: 站 
在 如 上 的 积分 是 等 度 全 连 桂 的 

困 为 对 任何 se> 吕 总 有 


< 所 8 


了 全 第 三 章 ”可 各 民 笋 .了 尖 全 与 不 定 各 分 


0 fe) deo, | F 一 Feiart irom, (Ey), C4 .20) 
Ea :er 


估 送 必 存 站 全 二 0 当 e 世 加 (人潮 ， 


此 . 
[ Ta tg 本 | 了 可 内 可 


对 于 二 而 的 包 可 取信 .3 全 由 的 5=- ， 对 才 定 EA 
对 于 于 而 的 外 可取 居 -2 全 下 的 天 By 对 世 定 的 c, 利 腿 {7 这 
嫩 拉 部 开户 可 各 存 在 剖 ， 当 风 节 站 了 er 瑟 人 一 玫 有 Ts， 出 汪 ， 从 
《4.267 簿 公 ; 当 #2 入 时 


| fap) dvs | 8, 
有 于} 可 以 诬 项 积分 . 
必要 性 ( 必 反 评 靶 ) 和 如果 不对 , 就 存在 某 个 e> 0 和 {fw} 的 一 个 子 序 列 


《 汐 众 fj 季 起 甩 ， 就 设 1]™ 六 二 rn} 本 身 », 治本 旦 E 次 一 列 9- 可 视 ij 子 集 1en}, Hoken) 一 
站 人 一 os {1 


1 《二 227) 
公所 泪 埋 41 她 的 汪 明 过 程 可 知 , 对 洛 计 驻 黎 于 了 的 享 列 17 区 在 在 了 他 序 


济 {7 吉 和 性 的 了 可 测 子 焦 序列 4 便 短 (参见 CD、(4.9)) 
BCE, pth,) < DT 2, (4.7) 
当 zEB-B 时 ,对 任何 + 完 v 
[Fa -f(D)1< 二 4.8) 


导 , 全 式 保证 了 在 全 何如 一 B, 序列 {f6 -下 以 区 ， 俐 性 .站 保证 了 Ho( 吾 ) 
— 000). 

是 村 了 是 扩 可 积 的 ,所 以 夺 在 B>0, 当 je 天 二 于 

| Qjro< 三 (4.98) 
到 定 B 由 于 了 是 有 限 函 数 ，jeokB) < 吕 ， 所 以 必 存 让 充 分 六 的 蕊 使 得 
《加 (之 下)) < 二、 我 们 取 wo 使 符 二 全 避 ， 亚 然 
=—[E- RN ER)]U LBB, NBC EY EB, 

在 [4.28) 中 ,了 屯 e 二 [CB 一 情人 性 他 守 共 )] 于 ,， 由 于 (4. 人 和 下 的 到 法 ， 
归 知 potey) <8， 而 在 集 二 一 = (一 六， JN bf EY L, 梢 据 尼 .8 ，{P 
一 致 收 仑 于 了 从 而 


lm | Psaur= 人 faps. (4.29) 


下 -ea 
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得 假 设 上 ras 一 | yao 匠 以 从 全 -2 的 得到 人 加 ass fhho， 吾 从 
(4.28) 知 省, 必 存在 加， 当 岂 = 驴 时 


~ 3 ”i 
| Fny po < 名 《3 

从 而 有 由 仁 .2 交 得 到 对 任何 24 (二 1 册 …)， 
一 一 er 全 .号 1 


然而 由 4.38) 知道 , 当 > 如 时 ，{f) 在 如 -上 满足 Pa 人 Go) | 所 丰 二 
从 _ 
{faps (Et oe). (4.332 
根据 反省 法 假设 , 当 六 = 时 polens)-70， 前 ( 玉 二 -) 是 第 数 ，(4.2) 将 
与 以 .31) 闲 盾 ， 证 卓 . 

我 们 注意 淹 有 下 苘 况 然 的 引 理 . 

引 理 设 嘻 是 所 .上 -- 旅 多 可 积 巩 数 ， 则 中 的 和 分 为 (关于 等 放 人 

连 综 和 的 充 要 条 件 是 ( 踊 | 一 人 | LhG 各} 二 是 召 上 (关于 分 等 广 全 和 连续 

出 室 三 邱 空 如 可 以 给 出 一 个 逐 项 织 分 购 充分 注 条 件 。 

定理 6 (Vitali》 证 {17o 是 瑟 . 上 一 列 扩 可 积 国 数 ，po(BJ 过 eo, ff 
庶 昨 收 伍 本 六 和 若 果 语 列 {fs} 的 积分 在 瑟 上 (关于 办 等 诺 全 连续 ， 球 末了 在 
互 于 必 是 多 可 积 的 , 并 县 可 以 逐 项 积分 ， 

5， 外 测度 

外 浏 朗 是 测度 和 积分 中 常见 的 一 个 撤 念 ， 

定义 温 吾 是 是 \~%， co) 上 任何 一 个 点 人 {1} 是 一 询 有 限 区 间 ， 如 时 
刀 于 >B, 部 { 和 9 为 如 的 一 个 可 州 履 六， 设 g 是 (一 吕 ,oe) 上 音 沪 增 和 右 连 
续 隔 数 , 瑟 汐 《一 co， oo) 上 了 集 , 称 


pH) =i 了 j yn LL = 可 (4.33) 
5 13} 


{或 记 沪 Wp CB 二 inf pTe 为 加 的 C 人 流光 勒 贝 烙 - 其 和 荡 界 外 测度 , 疙 : 称 
i= 
为 5 外 测度 , 竺 到 , 当 gr) 区 时， 箱 [ K2CBY 为 号 的 勒 员 后 千 测度 ， 它 沦 记 
为 (BE),) 
芋 先 提请 法 沁 注 音 两 点 ， = 
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(1) 因为 直 然 上 任何 集 吾 , 总 能 被 长 一 四 1} (8 二 1 3，…) 杜 闭 ， 虹 
对 双打 也 至 少 存 并 一 个 覆盖 {Tj} ， 因 而 上 荐 对 直线 上 一 切 集 吾 有 完 关 后。 
当然, M5( 吾 ) 陪 值 可 能 是 无 限 头 ， 
{3) 从 定义 知 ， 只 殴 直 线 下 给 定 了 单调 增加 右 连 续 抑 数 8 并 对 每 个 区 
同 工 规定 了 80 隐 意 尽 之 后 ,就 能 对 直 战 上 一 切 节 集 区 引入 9- 外 测度 . 拘 
言 之 , 从 原则 上 讲 . 并 到 入 要 先 白 9 建 立 好 完整 的 上 测 崇 理 注 之 后 ， 才 下 引 
和 .5 一 半 测 变 , 即 的 外 测度 想念 的 引入 可 局 不 依 知 于 涯 席 ， 强 反 地 ， 可 汪 
由 9- 外 测度 建 亲 9- 测 庶 的 理论 《当然 是 和 我 们 的 9- 测 度 理 沦 是 等 价 的 ). 

下 看 起 g- 外 油 度 的 基本 性 有 质 ， 

定理 ?了 CI》《 非 灸 性) 对 任何 五 wsCEY 这 

(2) prep = D0, 

《3)( 单 词性} 当 坟 By 了, M(B Ha); 

《4) 《 深 可 列 可 加 性 ) 尘 任 -- 列 集 { 吾 中 


po Ed <D Cat) 
+ 一 1 iT 


(5) 对 任何 区 辣 ys 了 一 9《4D[ 注 J; 对 任何 一 列 互 不 相交 的 区 间 {I}， 
及 CD 1)= 9(); 


(6) 于 任 休 乌 ， 
(CE) inf[ 避 gd | 加 二 > 每 个 瑟 是 有 限 开 区 忆 (4.34) 
WCE) inf fu)1DD3 了 再 口 是 开 集 }。 《4.35) 


(7) 点 外 测度 是 零 芍 当 怠 必 是 9g- 可 测 集 , 并 且 ppCB) =0, 

证 (~(3) 是 显然 的 ,下 而 证 (4) 一 (7). 

(4) 如 果 (BY GT 2，… 中 有 一 个 为 无 限 大 ， 那 未 ( 录 遇 然 成 亲 ，。 
因此 站 护 设 每 个 成 (BD 二 oo, 医 而 戏 企 何 5>>0, 必 有 和 信使 使 得 Bic、 区， 
县 


加 gy <e3CED+ 志 ;$1 


亚 绪 局 于 > 二 ,因此 位 人 一 1 2 是 集 UJ Bi; 的 履 兽 ,所 以 
BE) EID DD DE ts. (4.38) 


t 注 ] 当 工 晤 无 根 区 家 时 , 尾 取 一 现 单 调 增加 的 有 限 区 癌 {In}， 使 得 lim To ~ 了， 
规定 gD) 一 lim gtIn),* 
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要 令 e->0, 由 北 得 到 地 的 次 可 列 可 加 性 . 
(5) 先生 明达 (CD sy(D， 当 工 是 有 限 区 间 时 ， 取 五 = 六 T= 《i 一 
3，'…)、 亚 然 ; {10 是 了 的 覆盖 , 因此 
SD < 0D. (4.37) 
如 果 工 是 无限 区 间 ， 而 g《) 一 on 时， 显然 性-37) 已 成 立 ， 所 以 叉 妨 设 9GD 
YY 到 果 I= ta, ceo), 那 末 取 Io= a 六 2] 王 一 《 台 十 起 页 十 十 1] 3 二 J 
4 时 就 是 工 的 要 盖 , 并 且 
MD ED) =lim ga, e481)=90D, 
那 《4.87) 也 成 立 ， 
现在 再 证 明 


sD emtD. (4.38) 
涯 pp 一 co 时 ， 上 式 显然 成 立 ， 固 此， 不妨 在 ttDD 二 se 的 情况 下 证 明 
地.38) 成 立 . 
设 { 寺 是 工 的 任 一 可 列 覆盖 ， 任 给 8>0， 对 每 个 Ia 显然 存在 开 区 间 
1 三 I 恒 得 


I <9(1D) + i. (4.39) 

又 设 卫 是 工 内 的 任何 一 个 闭 区 同 , 因此 局 五 Si > 了 了， 由 Borel 覆盖 定 
避 知 道 存在 有 限 个 五、…、 忆 使 得 中卫 了 ， 容 易 直 按 算出 

sg < da), (4.40) 


特别 取 {z, 使得 加 9G0 < 成 (DD 十 殷 ， 由 此 得 到 


sg) < Pg) Dg) 


< 它 guAID + 喜 MIT 
邻 6 一 0 得 到 对 任何 闭 区 间 Ic1 
GEL). 
再 令 LJ 由 gCD 一 gup 9C1") 得 到 
UEDA， 
汐 了 证 明 557 中 一 列 站 不 相 恋 区 间 1 村 情况 下 的 等 式 ,首先 指出 ， 容 易 仿 
上 村 的 方法 证 明 : 对 任何 有 限 个 互 站 相交 的 攻 间 五 下 式 碟 站 


Et 第 一 剖 可 温 辐 获 。 订 泥 集 与 不 


n 
T=, (4.41) 
设 有 虹 一 列 臣 准 想 交 的 区 同 ， 由 由 的 次 可 列 可 加 售 记 及 5) 一 
Piel 让 国 
HM DTD Bg. .432) 


显然 ， 镜 下 仅 需 证 明成 (J 区 >> 训 900.， 由 于 岂 I2U I 对 任 休 自然 娄 
成 立 , 由 瞩 的 单 油 作 和 (4.42) 又 立即 得 到 
Cl I 了 2 i 


再 全 7 一 =， 将 区 得 各 | D> gtIe), 


《6 几 于 开 售 人 有 有 分 解 0= TE [ 注 ], 其 中 是 0 的 列 成 区 加 , 并 上 且 


Hk0) = 加 ol1， 固 此, 一切 能 弄 落 用 的 开 集 所 成 的 集 , 就 是 能 爱 半 五 的 
一 列 互 不 相交 开放 测 的 全 体 ， 它 显然 足 能 覆盖 用 的 一 好 ;7 区 间 的 全 全 的 子 


: 而 能 覆盖 吾 的 一 列 开 洋 间 的 全 使， 又 是 能 到 六 二 鸭 一 列 区 . 亲 的 全 体 芍 子 


上 ti(B) ~inf[ 名 gd 


中 T=> 杏 每 个 五 是 又 间 上 
一 

四 | = 
<im 天 总 gCDJ 吕 二 B, 全 个 五 是 并 区 间 上 


地 in 了 fAO)|0 百 , 0 是 并 条} (4.43) 
上 庄 六 让 知 , 丝 证 是 性 ,34)，(4.35), 仅 需 再 证 明 
Hinf fi(ol10DB， oO 是 开 汪 1， (4.447 


当成 (BE) = eo 时 《4.44) 显 然 成 立 ， 因 此 不 妨 设 23CE) co。 对 年 全 8>0 
按 虞 (HD 的 定义 必 存 在 一 列 克 间 切 d 使 得 > 并 且 gD CE) 


+ 5 如 { 克 由 所 证 明 , 戏 每 个 ze 存在 开 区 则 五 > 使得 OJ ISB, 并 
且 ( 仁 ,39) 成 立 , 内 而 


Re 的 Do) <2lg0D+ 瑟 人) 十 8 (和 .和 9 


出 (4.45) 立 即 得 到 (4.44). 
(7 当 1(B) =0 时 ， 册 定义 可 知 五 必 是 过 集 ， 从 而 山 (B)==0， 


[ 注 ] 和 这里, {0 可 能 是 有 有 限 集 , 四 存在 说 , 当 人 :0 一直 
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Ei 
| 


一 个 集 是 否 是 可 济 岂 可 以 岂 外 测度 来 判 曾 ; 常见 的 判断 方法 如 下 : 
定理 8 五 工 ,的 充 渴 条 件 是 下 出 (~ (4) 中 的 任何 一 个 成 立 ; 
Cy 对 证 但 > 由 有 在 开 集 0 忆 台 记得 17(O 一 局 ) 之， 
0, 栓 术 诗集 六 CB 全 和 汪 A 一 人 了 导 #8， 


C3》 对 正人 0, 存在 开 集 0, 刻 集 坟 ,使得 人 cEcCO, 而 且 所 (0- #7) 
Hed) | 


C4) Caratheodory( 飞 拉 提 区 独 测 ) 条 个) 对 直线 上 任何 集 互 , 成立 洲 
HCH) HN HE). (41.40) 


证 绷 总 0) 训 旦 太 窜 $3 的 定 汶 2， 利用 (C33 以 及 外 测度 的 单 语 入 
和 容 芭 证 砚 避 的 医 蕉 性 。 


rr I 1 一 
这 汪 (DD 是 充分 的 次 实 上 上, 取 6= 二 ; 存 大 0s2 配 岂 (0s 一 BB) < 二 .1 


是 集 6G=—[ 1 和 = 吾 多 由 外 测度 的 单 这 注 ， 易 条 L9G 一 下 所 pCDn 一 匠 ) 忆 
二 ， 洪 令 2 了 之 oo) 便当 到 全 一 吾 是 1 零 集 ( 即 知 为 六 可 测 集 )， 从 而 基 一 4 
一 人 G 一 瑟 是 9- 可 漠 集 ， 

类 似 治 可 以 让 肥 ( 如 也 是 充分 的 . 

‘4) 充分 生 到 两 列 歉 {dan} 16， 


有 


Hm ep 一 一 后 DB 一 十 ca， 


ms hs . 
并 且 1、 都 是 8 的 连 汇 矶 ， 握 五- 五 (as Bs) 可 二 1 2 太 熔 
对 短 个 和 HB) < ceo， . 
基 江 三 :是 可 调 的 ， 
< -公测 讼 定义 ,对 任何 8>0， 上 必 存 在 开 集 0。 万， 并 且 术 芒 没 0。 


pf CBE) Te | 《本 .二 
尘 别 取信.46) 中 五 为 0。 时, (4.46) 变 成 


RNG OD = EtOs ETH, — HE) 
= Es) TO, — Eny, (4.49) 
测 久 46) 入 时 .和 4 站立 蝇 秤 天 | 
HetOs O— Ea) = 0 — HO N EY) 
一 ApKDaD) ~— HCEn) 6, 
根据 (1), 上 式 谨 朋 Bs 是 扩 可 淹 集 . 
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本 此， 至- Bi 也 是 9- 可 测 集 . 


必要 性 ”因为 五 =( 玉 人 败 U (副本) 只 外 测 深 的 次 可 加 住 ,知道 
ME SNENB) tM -BE) 
对 信人 杀 划 ,总 是 成 立 ， 因 此, 只 要 证 明 在 加 是 9 可 测 的 尾 涡 下 , 对 任何 7， 
. MHA HENLE) (4.43) 
感 立 姬 可 ， 而 当 CHD = oo 时 ， 昌 然 作 - 旬 ) 成 立 ， 所 演 不 入 布设 风 CH) 必 
oo 竺 情况 下 证 明 妈 .49) 成 立 ， 由 于 加 E Lo， 从 而 FE Lp， 根 据 避 ), 对 任何 
g> 0. 存 在 开 集 身 杞 Os 从 天 01U 0s2 (一品 ，w), 使 得 


patO4— BD) < Os Be) < (4.50) 
由 于 ON Os C04 一 本 U (04 一 F), 所 以 
Ho ON On 一己 _。 C4.51y: 
对 给 定 的 豆 , 由 于 由 ( 瑟 ) < o%, 折 以 对 任何 e> 由 存在 开 集 0 可, 使 导 
pO) < pH) + (4.52% 


从 历 由 性 .51)， 


当 


ME) > 0) -三 一 utOnkorU0D 一 二 
一 pet0noo 二 monoa 一 上 (Orotnos 一 二 
EEND+HA ENE') 一 各 一 写 
-HN TH -Es, 
再 令 a 一 0, 立即 得 到 性. 得?)， 证 毕 ， 

从 原则 上 讲 , 定理 8 中 条 件 (D ~ (外 的 位 向 一 个 都 可 代为 六 可 测 集 的 
定义 ; 其中 (内 称 为 卡 泣 提 旦 独 利 条 件 , 在 一 般 测 度 论 中 常 斥 它 作 为 可 测 集 的 
定义 。 向 对 于 直线 上 的 勒 内 格调 度 ， 通 常 书 中 是 采用 由 (8) 谈 形 得 来 的 条 件 
作为 可 测 集 的 定义 , 即 除 了 引入 集 的 外 测度 四 ,再 引入 集 吾 的 内 测度 { 它 是 
含 宇和 舍 吾 中 一 切 有 界 闭 集 的 “测度 ”的 上 确 界 ), 然后 ， 当 集 记 的 内 外 测度 相 
等 了 时, 规定 吾 汶 可 测 集 ， 这 可 参看 纳 唐 松 的 《 实 变 函数 论 2 一 书 . 


习题 


1 设 译 殉 {f 活 既 床 量 收 伍 于 户 又 度量 收 敏 于 机 那 束 扩大 几 岂 平 处 处 - 
相等 . 
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2. 设 {f 是 98- 豆 测 集 召 上 一 列 9g- 可 测 函 数 , 了 是 吾 上 移 有 限 函 数 . 邵 
弓 对 任 全 a>0, (所 一 站 字 中 是 可 测 集 ,并且 

lim LeCE CFs —F| > 0) =0D, 

证 用 了 必 巧 避 上 9- 可 测 前 数 , | 

3 运 {7 由 是 加 上 9 可 测 画 数列 , 并 且 是 麻 量 基本 的 , 证 明 必 存在 召 上 
9- 可 测 贡 总 全 得 {fo} 度量 收 襄 于 子 . 

4 ， 设 由 (本 二 ce， {fo)、fhn} 都 总 加 上 g 一 可 测 轩 数列， 而 且 分 别 度量 
让 合 于 天 证明 | 

{I 对 任何 数 cB 序列 {4 十 Bha} 度 量 收 敲 于 of 十 忆 ; 

(Il) Pa 放量 收复 于 及. 

到 共计 说 明 对 地 pr(B) 一 co 的 的 可 汕 集 卫 ， 上 述 CI) 不成立, 
， 设 {中 是 着 上 一 列 g- 可 测 函 数 ， 并 县 度量 收 钱 于 f， 证 明 ， 对 任何 

p20. 必 窑 

CI) 了 引 疡 | 对 度量 收 雍 于 :了 [全 

《ID 证 站 是 召 上 和 任 合 g- 可 油库 数 , 那 林 1| 了 一 [全 必 度 最 收 化 于 1 一 
nl, 

6， 没 Wz, Wi 是 玉 上 两 族 g- 可 积 函 数 , 证 明 呐 zU 叶 ,在 耳 上 的 积分 等 
爱 条 件 是 器 1、3s 在 马上 者 着 积 分 等 度 金 壮 泪 的 ， 

7. 刘 早 是 如 上 一 涛 多 可 积 盖 数 , 令 | 由 ]={]FI]fE 吏 }. 证明 由 在 
. 瑟 上 积分 等 度 企 连续 的 完 忆 条 件 是 | 团 | 在 瑟 上 积分 等 度 全 连续 ， 

流 兴 -一列 [a 困 上 9 可 测 函 数 {fr},; 满足 下 到 条 件 : 

《E》 {5} 在 [a 61] 上 度量 收 闽 子 共 个 函数 广 
(iy 对 任何 YE [mm bl) 


lm Fn Cag= [1F00 dg, 
惕 术 吕 在 如 人 上 积 分 并 不 是 等 度 全 连续 的 . 
9， 证 诅 定理 台 . 
10. 没 I9 是 (woo) 上 单 溪 增 加 右 连 续 函 数 ， 对 于 开 集 O= 上 (4,， 
了 ,其 中 Ce 到) 是 口 的 构成 区 则 , 直 办 规定 9(0) 一 邓 9(Ccn bo)3 而 对 有 


异 闷 集 下 C{ 一 下 | 让)， 规 定 9 一 2 一 9 必 一 并: 让 ) 一 也， 对 一 般 辣 集 
工 , 规定 


ea 
条 时 
. 洁 ， 
ss 


ge) =lim g(F NCL—#, #1)., 
:然后 , 对 直线 上 任何 子 集 吾 分 别 引 入 外 测度 ph 内 测度 mw; 


2 - 第 三 齐 ” 吉 到 各 数 。 可 测 集 与 不 空 积分 
inf (190)10 D0 是 村 集 }， 
Je 一 SI gE | FE, 百 完 是 [可 虚 。 
证 加 :的 有 玖 的 值 不 依 束 寺 外 省 网 区 间 《 一 得 ， 开 ) 的 证 二 和 开 
人 = 


nn (5D) 
上 

开 中 五 是 了 的 一 个 康 甬 数 ， 在 那里 ,和 甫 党 盘 定 了 是 连 纹 的 ， 并 号 . 
0 区 们 将 胃 航 风采 基站 的 家 轨 闪 全 于 


论 类 似 的 问题 ， 凤 在 怎样 前 条 件 下 , 在 划 贝 将 -斯 带 阶 外 分 市 成 
著 似 的 公式 ,并 且 给 岩 沙 们 歼 曙 和 分 中 的 分 部 筑 分 前 定理 ,这些 在 . 
其 体 应 用 中 都 基 径 常 带 要 的 . 
1. 全 连续 西数 
先 从 得 凡凡 积 分 谈 起 ， 已 
风 保 吝 分 ,现在 问 人 行 么 样 的 驯 


P(e) Fi fj se te 3.2 
本 


没 了 了 芋 基 下 病员 各 是 数 ， 和 分 年 加 
机 
1 


成 立 ? 铭 起 十 的 [oa 机 上 讽 数 卫 能 饮 写 成 [8, 三 一 个 抽风 桥 可 
型 式 数 广 的 不 自 积 分 形式 . 

如 果 卫 仅仅 是 fa, 纪 下 连续 站 小 ( 直 二 类 连 织 的 有 加 变 差 区 
数 ) 也 不 能 惰 到 (5. 驴 成 立 ， 误 六 E 工 , 由 于 手中 格林 积 


. 


Gin) = fd (5.3) 


和 的 [e, 5] 上 函数 下 比 一 般 的 连 线 画 数 有 着 更 强 的 迷 续 性 ， 为 
二 说 明 这 点, 我们 引入 

定义 设 了 是 [g, 5] 上 有 限 实 函 数 ， 如 果 对 任何 8 六 0， 必 存 
在 8>0, 只 要 任何 有 限 个 豆 不 相 痰 的 区 人 冶 {8,, bp 一 I， 2， 


85 有 分 避税 分 Ey 
m 
他 满足 立 (2 一 oo) 8 时, 必 右 


SFG) Fa)|<s, (5.4) 
就 称 下 是 人 5b] 上 全 连续 澡 数 . 
和 用 积分 前 全 亚 续 和 件 ， 易 知 L, 门 上 任何 薄 员 柑 可 积 函 数 了 了 
按 (6.: 8) 产生 的 于 必 是 [gg， 约 上 全 连续 站 数 ， 事实 小 , 对 任 休 2 六 
0, 由 如 ! 分 葛 全 和 连续 人 忻 , 必 存 在 3>0, 只 慨 间 风格 可 测 集 eC [e, 2 ， 
并 且 mfe) <8 时 , 必 有 


| Oe. (5. 国 


特别 ， 至 e 一 《Gy by 于 ， 由 六， 5B} Ma 地 得 时 讲 


也 忆 1 - 
Soy ae) i 


十 一 下 


RDHE<e 


pnd 
注 开 , 闻 是 [4, 人 上 连续 函数 ， 


El 


了 全 证 全国 儿 世 是 Fe, 83 上 连续 泪 数 ， [Le 阅 小 满足 
Lipschitz 条 任 > 昌 存在 常数 眶 ,使 得 
Pao — Firy SMIr ws |, 本 [e b, (5B.6) 
咸 立 的 表 数 了 情 必 是 念 连 绕 王 数 ， 

关于 全 厢 站 瑞 到 , 认 如 下 上 绽 本 性 质 ， 

定理 1 (人 DD [a, 四 上 全 连 统 轴 数 性 是 [4, 站 上 连续 泡 数 . 

(2) [gs, 8] 上 金 连 维 强 数 的 经 性 组 合 仍 是 铬 连 绪 画 数 . 

(3 [es a] 人 焉 责 煞 必 是 有 失 变 深 所 数 ， 并 且 全 变 差 函 

电 时 全 连续 叉 旨 ; 如果 一 一 个 有 界 变 兴 画 数 的 全 变 差 函 数 

i 及 及 正 杰 差 囊 数 . 仙 变 效 基数 必 都 是 全 连续 


下 下 是 [4 妇 上 全 可 锯 毅 数 的 充 要 条 件 是 对 任何 e>0， 必 
在 在 全 全 癌 ， 当 和 尾 何 一 至 下 不 址 变 的 区 间 人 ge， ba), v=], 2, …]} 注 
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足 六 的 一 ov)<8 时 , 必 有 
SFE) ~ PF)|<s. 
(5) 也 是 [a, 如 上 全 连续 函数 的 充 要 条 件 是 出 (P) 产 生 的 
Ea, 而 上 勒 贝 格 - 斯 落 阶 测度 具有 如 下 性 质 , 任何 om- 零 集 瑟 必 是 
立 CZ)- 零 集 ， 


(6) 了 是 fg, 5] 上 侠 连 续 函 数 的 这 要 条 件 是 存在 [&, 门 上 勤 
贝 格 囊 积 函 数 卫 使 得 


P(E) (0) -| FC dt. (5.7) 
当 了 是 全 连续 时 . 
> (5.8) 


0) 设 五 .时 基 fe, 看 上 两 个 全 连续 函数 , 那 末 
人 FO A FOG 一 下 (四 他 (四 -) GF’'dt, (5.9) 


证 明 出 定义 知道 , (了 D、 (是 显然 的 ， 
(3) 对 任何 8>0, 由 也 的 金 连续 性 ， 丰 在 80, 当 任 何 有 有限 


个 互 不 相交 的 区 闻 (z。 5.) Gv 一 1 2，…, 及 满足 避 (bo 一 oo) < 
时 ， 
PG) -BDI< (6.10) 
再 在 每 个 (cu 刀 ) 中 插入 分 点 ww 一 内) 一 <y 名 一 b,, 由 全 连续 性 ， 
使 有 
为 如 [FP (vy ) 一 将 全 ) < 去 (5.11) 


当 5 于 六 时 , 《4B) 中 分 点 {99) 与 (a by 中 分 点 {gf 站 是 互相 
独立 选取 的 ， 因而 对 上 起 取 上 和 确 界 等 于 在 每 个 (eu bo) 上 分 别 取 上 
确 界 , 从 而 
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瑟瑟 > 本 
SY DD sp DP) -P| 


-soap 之， > [Fy — FyE) | 


yt v= 


这 说 明了 在 任何 长度 不 超过 5 的 区 间 上 为 有 界 变 基 (从 而 也 在 
[6, 杂 上 有 有 界 变 差 ) 并 且 了 的 余 变 差 画 数 《7) 也 是 [a, 可 上 多 
连续 西数 ， 反 之 , 由 不 等 式 

p62) -pla)1< BY CF) -YE)), 


En 一 号 (go < 3 ty (F)— Vv (FP)], (5.12) 


这 


2 | 王公) 一 Pa) |< HY (PF) Y (8)], 


立即 知道 , 当 金 变 差 函数 全 连续 时 , 正 变 差 函数 、 负 变 莹 函数 和 范 
数 本 身 部 是 全 连续 的 . 
(4) 充分 性 是 显然 的 ， 因 为 只 要 6 .人 中 取 (&,， Bb) 一 中 tr 
= 下 十 1 无 十 2,，…-) 叶 癌 ， . 
必 疲 性 由 也 前 全 活 续 性 ,对 任何 s>0, 存在 5>0， 任 何 有 


限 个 也 不 相交 的 区 间 (@w, Br) (> 一 并 2, -… 办 ， 当 满足 总 (5, 一 
4) <5 时 , 下 式 成 立 
Fy) -了 (ew) < 况 . (5.18) 


今 调 { 和 (tw, 如 )} 是 任何 一 列 坟 不 相交 的 区 辐 ， 满足 忆 (Oa) < 


3， 利用 (5.18) 对 有 限 个 (@, 人 人 一 工 3 有 成立 ， 然 后 邻 
(5.18) 中 有 >co, 便 得 铬 | 


FG6) -F(a 
斯 以 (区 是 必要 的 . 
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(5) 必要 途 ” 由 忆 全 连续 性 的 氢 设 以 及 (8), 易 知 Y (PP) 是 
Tc, 左上 全 连续 二 数 ， 国 两 对 任何 s>-0 存在 8>0， 使 得 任何 有 
腿 或 可 列 个 互 不 相交 区 间 fc +， 基 要 说 中 忆 > (有 一 加) < 

时 , 必 有 加 罗 

DYV CD) <e (5.14) 
设 召 症 w- 零 集 , 因而 对 上 述 8 必 存 在 开 集 0 二， 并 且 mm(O) 二 
8， 记 0 UU (eu 5) 是 0 的 构成 区 间 的 分 解 ， 显然 ,总 (5, 一 0) 


一 加 (6s 2) 一 mm(O) <5, 从 庆 由 (6. 多 得 到 
- HO) pk a, Cy) ) “9 (gy, 6.)) 8, (5.15) 
其 中 9(w) 一 VY (8), 换 守之 , 集 如 具有 如 下 性 质 ;对 任何 s> 0 必 
存在 开 集 0 一 如 使得 0) 过 5, 有 却 台 是 g- 零 集 . 
充分 性 ”根据 (3), 我 们 具 变 证 明 #9 人 8) = WY CF) 为 为 全 连 续 好 


可 ， 换言之, 只 要 证 明 : 如 腔 [&, 轨 上 任何 %%- 零 集 必 是 9- 零 集 , 那 
术 9 必 是 [6, 旭 上 全 连续 函数 . 


候 如 不 对 , 就 存在 菜 个 6 之 0, 对 5 一 吉 -(n 一 4， 2,…)， 总 存 
在 有 限 个 互 不 相 灾 的 区 闻 (ep 225) (w=l 2,…, 所 )， 使 得 
Sm OU ) -二 志 。 但 


> (9 6) ~ ge0) ) rt. (5.16) 
记忆 一 忆 《a 名), 由 于 mt 一 局 一 鸣 ) 一 二 ,让 以 
1p (Hm BY 一 个 (5.17) 


也 一 za 


另 一 方面 , 外 (5.16) 易 知 
Holim EB,) > lm pel B,) >s, (5 .18) 
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显然 , 集 百 一 im 司 , 不 能 同时 适合 个. 世 ) 和 (5.18) 的 ， 所 以 


《5 是 充 分 的 . 
小于 《6) , 我 们 站 在 下 :和 节 中 证 明证 -- 悉 的 钙 晶 
(Ty 淹 朋 (很 代 可 以 得 测 (7)， 鹿 实 上 ， 国 为 7G 是 [a 可 
上 全 连续 画 数 ， 对 它 订 月 4 的 的 和 全 .人 、 天 8， 和 也 二 .站 中 于 限 
2 一 这 取得 到 
FONG FON Ge) 一 -| Gost | Gr’ a, 


印 个- 约 成 立 ， 证 毕 . 

2、 测 度 的 全 和 连续 性 

本 小 记 中 , 将 在 更 一 般 的 意义 下 证 明定 理工 的 4) ,为 过 引入 ; 

定 尺 ” 设 久 .更 是 (一 so) 上 黄 个 单调 增加 右 连 继 画 数 ， 
Keaton 分别 是 由 gz.9s 时 出 的 勒 风 格 - 拱 带 险 测度 ， 如 有 果 任 条 gs 
权 集 召 必 是 的 - 零 集 , 称 Ho 关于 jv 全 全 过 二 记 为 Hg < 扫 且 人 

显然 .一 个 测度 关于 冯 一 个 测度 是 企 连 续 的 扫 念 ， em 
中 全 连续 函数 ( 淆 际 上 是 关于 勒 内 格调 度 全 连 旋 ,概念 的 一 般 任 . 

定理 号 《Hadon-N:Eodyrm) 设 ppm 尽 Ho 必 相 在 9- 本 测 商 数 
记 合 得 对 任何 BEE,,, 


pn CB) — | aunti， C5.19) 


并 是 ,适合 性 .4 旬 的 一 项 让 基于 jor 必 是 和 倒 玫 几乎 处 处 相等 . 

证 明 《初学 考 可 和 暂 不 看 这 个 证 明 , 而 看 第 三 小 节 中 定理 6 后 
的 证 明 ) 分 五 步 来 证 阴 上 述 定 理 

(I 因为 ,中 和 任何 焦耳 有 分 角 : 加 一 地 UBo, 其 路 间 雄 ， 
一 入 五 是 玉 。 届 集 (从 而 是 Borel 可 测 集 ), 而 Bo 是 9s- 堂 集 ， 册 
假设 Ho C Bo) 一 0, 由 上 叱 可 短 EE L,,, 即 了 vc 了 


(2)》 出 于 总 可 以 第 到 (一 ,00) 一 【| (ww ms] ,其 中 心 是 


81、92 的 连续 点 ， 且 mm<enr-， 因 而 我 们 只 要 在 召 食 于 有 限 区 问 
[ 注 】 这 里 ,积分 值 是 允许 了 无 眼 头 的 。 参 见 第 二 训 3 附录 中 的 第 七 小 节 ， 
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Cm, 有 (ga、 芭 为 呈 、 gs 的 公共 连续 点 ) 的 情况 下 , 证 明 适 合 
《5.+9) 的 了 存在 即 可 . 
记 政 为 一 切 非 负 药 8e- 可 测 函 数 中 满足 以 下 条 件 的 了 全 体 ， 
对 任何 如 E Ly, nN (0, 8]， 


| fawn pu). 5.20) 
显然 ,多半 隔 并 且 对 了 E 字 ， 
- | fap, < p00, 外)<eo. (6.21) 
{ma] 
在 多 中 任 琅 一 列 { 了 ,使 得 
| frdpn>r snp{ | janalfEB}, (5.29) 
0 | td] 


记 fo=supf,~lim maxt fi, 四 上 三) 今 证 有 全 鱼 . 

记 有 分别 是 广 、…、 所 取 为 最 大 值 的 点 集 , 如 果 在 点 
w; 有 多 个 函数 同时 取 最 大 值 , 将 % 放 入 下 标 最 小 的 集中 , 这 样 , 显 
然 有 4: 门 坊 一 (6 对 办 ,上 且 (0, 月 ] -U4 为 此 ， 对 任何 BE 
N (x, AA, 


f/maxC ps, au 


一 辫 | mn < ENA) E(B), 


Ei 


即 max (fa, 7, Fm) EB. 由 于 fo~Ihn max(fs, …, fo), Lovi 
引 理 , 容易 知道 hE 
‘3) 今 证 思 就 能 使 得 C3.19) 对 一 切 HE Dn 几 fw 局 成 立 : 首 
先 注意 由 (6.22) 立 即 得 到 
| Foden ™—7. ' 《5.23) 


[| 


如 果 训 不 满足 (5.19), 那 末 必 存在 EoE Ln (a,B], 使 得 
Wn Ho) 一 人 odngs> 0. (5 .24) 
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邵 然 ， 由 jo<pvo 的 假设 ， 从 佑 .34) 知道 必 有 nun(Bo) >0， 记 
pr[ 国 一 人 记 guo。 显然 它 是 了 osni(e, 同上 前 测度 、 由 (5.29 可 
知 , 取 某 个 充分 大 的 自然 数 久 能 使 符号 测度 ( 即 在 Lon (eB8] 上 
可 列 可 加 ,但 取 秆 可 正 、 可 负 )jen 一 J 一 耳 joo, 至少 在 集 二 上 到 
正信 ， 下 三 分 两 种 情况 来 讨论 ， 
(1 如果 只 一 pro 一 Au 一 二 mu 在 如。 的 一 切 g- 可 油 子 集 上 


都 是 非 负 的 ， 由 此 易 知 矶 十 二 xm, 必 有 局 十 儿 , 但 


| (fet 二 LR TN > (5.25) 
Kn] 


与 了 是 且 中 国 数 的 积分 人 上 区 界 域 .22) 相 子 盾 . 

《i) 一 般 铺 狗 是 吕 在 Bo 上 为 正和 值 , 但 志 有 如 o 的 go- 可 测 子 
集 为 负 值 .如 果 我 们 必 能 找 出 Bo 的 -可 测 子 人 4， 合 得 天 在 也 
的 一 切 轴 - 可 测 子 集 上 为 非 俩 , 并 且 retd) 盖 0, 那 示 就 用 4 代替 
6 中 的 Bo 又 得 到 汪 慎 ， 从 而 说 明 假 设 (656.24) 不 真 ， 即 方 适合 
(6B.19). 

(4) 找 出 (证 中 所 开 求 的 4, 记 

zs— inf mw(BY. [5.28) 


EE Bn Tgy 
取 一 列 集 {4w}, 使 得 C4,) 一 zs， 对 每 个 mr, 由 41,，…， wm 可 以 作 
出 加 个 互 不 相交 (可 能 有 些 是 空 和 集 ) 的 形 为 后 本 


五 o 一 4 的 集 dnp (RE 一 1 2 39)， 记 Go 为 有 (de 0 
的 所 有 4owz 的 和 集 . 显然 
HCA) (Om). (6.37) 
另 一 方面 , 当 和 > 经 时 ,ww 或 者 包含 在 Om 中 ,或 者 与 Ow 开 不 
相交 , 从 而 又 有 
EO PH OnU Om UU Ona). (5.28) 
由 于 on .ao 可 列 可 加 ， 且 在 加。 上 都 是 有 限 的 .由 (5.28) 易 
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KO 1 nC 00. ‘5 .29) 


记 0O=Jim On 由 (5.27)、G5.29)， 让 及 jog pp pon 的 可 列 咯 


Wc Wit 
阳性 , 立即 竹 开 | 


T= lim ml, lim Ww On) 涉 lim et U O00), 


(5 .80) 
因为 < 是 下 确 界 (网 ‘5 2 所 以 ssl0O)， 取 4 一 Bo 一 
今 证 4 为 所 求 , 事实 上 几 在 妈 一 4 一 0 中 一 其 各 可 削 地 能 
上 取 秆 必 为 非 正 . 吕 为 如 得 有 CC, wt0D)>0， 于 末 (CO ~ 
OD AU 一 z， 这 将 与 是 下 确 界 相 凶 盾 ， 信 而 上 对 中 一 评 
全 -中 济 集 必 是 韭 负 的 . 事实 开 ， 如 果 在 二 和 4， 合 得 HL 一 由 
那 末 OU 4 二 AROD 一 这 又 与 ?了 是 下 确 措 的 算 义 矛 导 ， 又 显 
RB HO EB) 0 
(5 最 后 再 证 明 在 关于 jor, 几乎 处 处 前 意 义 下 ， 适 合生 .19; 
的 了 是 唑 一 的 ; 事实 上 ,如果 有 本 个 的 - 河 测 还 数 方 . 产 ,使 得 


| fui = 上 pr ET 


成 袜 ， 特 吕 由 及 分 条 汶 可 一 人 1 六 王 放 或 吾 - 一 人 时 ， 
证 即 兰 半 五 。 是 =- 尝 名， 从 人 而 态 = 户 ,证 上 


oa 


《 演 章 旭 要 学习 本 小 节 以 下 内 符 ， 最 好 打从 种 和 一 吾 本 
车 ， 及 本 齐 $3 的 第 三 要 天 时 将 将 定型 2 证明 中 药 第 (人 步 
以 一 虞 化 , 我 们 就 得 到 期 下 的 一 吧 册 这 的 Hahn 人 分解 定理 . 

定理 $ (Hahn) 设 点 是 可 说。 空间 ( 束 , 召 ) 二 任何 一 个 带 符 
号 药 浏 度 " 邯 如 节 择 集 家 人 为 八 ， 吉 列 可 萌 ， 世 不 取代 一 co 的 证 
数 ), 必 和 存在 豆 中 全 4[ 注 ], 使 得 对 任何 召 EBR, 业 有 了 站 4ER, 并 


多 西门 本 二 <0, wn A D0. 


[人 六 窟 , 国 为 召 虽 了 友 , 求 六 下 六 找 数 ,下 区 这 下 了 向 革 牛 深 一 定理 村 及 
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利用 Hahn 分 解 定 吾 ， 还 可 以 将 定理 2 推广 项 带 符号 秀 勒 由 
样 -斯 医 阶 涡 庶 的 情况 . 

定名 设 jy po 分 因 是 5 一 00， co) 小 右 乏 续 局 部 有 界 变 莹 
还 数 H、9a( 保 变 盖 有 限 ) 产 生 的 带 符 写 的 莉 贝 格 - 斯 带 准 测 度 ， 
| mn | 分 异 是 gi gi 的 金 变 基 函数 导入 的 测度 ， 如 时 [ol 
安 jwo|; 称 6, 美 于 jos 全 连续 ,个 记 沪 节 妇 As 

显然 , 当 闻 是 fa, 四 王 全 连续 关 数 时 ， 如 果 在 (一 cc， (0 
co 上 分 别 补充 规定 天 的 值 为 百 (e7， 吾 人， 那 末 由 定理 二 的 (8)、 
(5) 可知,; 这样 的 玉 产 生 的 jr 必 关 于 人 全 这 续 ， 

由 Habhn 分 租税 理 , 对 py 存在 As, 古 得 

aE AY ED, pol ENAS SO. 
我 们 把 包 js 折 拓 而 个 测度 ， 即 分 别 限 币 在 4N ,和 4°N 二, 上, 
这 时 ， 一 J 分 因 访 可 视 为 站 二 各 术 站 , 上 的 若 衣 浏 
pn 也 分 别 视 为 本 门 五 ,和 态 作 瑟 ,, 于 的 测度 ,由 上 懂 设 ， 
De A 洒 [ 生 门 下 上 , 簿 音 | po | 安土 2 由 焉 可 岂 , 在 今 
后 讨论 中 不 访 敌 空 pio, 基 普 诞 澡 温 ， 而 po 百 以 是 带 街 革 的 剂 诺 ， 
其 洒 对 于 poo 再 一 次 应 用 了 abn 分 解 ,四 拆 成 耳 个 普通 测 诬 考 堪 ， 
从 每 一 个 都 甘地 jes 全 连续 ， 本 以 和 电 定 地 2 下 画 的 排 广 湛 式 是 
到 而 好 吕 攀 ， 

定理 向 设 j,iy 什 丙 个 上 和 罕 让 六 内 贞操 


| 
仙剑 


这 


= 四 r 人 i 
“| Hogs ， + 只 站 可 漠 攻 


Kn’ 1 ， Fd, 


下 男 , 守恒 雯 这 个 举 志 术 1 说 田 IIahn 分 狂 演 是 Jonian 分 解 的 


并 是 河和 op，cp) 有 连 红 局 必 有 界 变 普 画 狐 Y 产生 的 
带 澡 号 的 犁 刀 拱 - 白 还 阶 注 度 时 (假定 在 (一 00，00) 上 负 变 深 亨 
本 ,好 15 不 上 起 一 oo 证 )， 记 4 为 g 的 金 室 养 甬 数 产生 简 测 度 ， 
星人 千 , 6;| ,并且 对 下 全 于,， [5f 妈 )| 志 [ps| (2B), 因而 存在 中 
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一 的 了 《关于 [ol 志平 处 处 所 切 , 使 得 对 性 何 | ur| -可 测 集 万 ， 
(本 一 | 7eim|、 
这 时 , Habn 分 解 中 集 4 可取 为 {|f(2) <0， 记 六 = 六 oo 广 一 
一 启 p 由 此 引入 《-- co， co) 上 两 个 非 负 值 测度 和 单调 右 连 续 嘱 
局 (本 一 | Pafaol pr C8) =| -elt, 


1 且 (o 四)， 当 zz>0 时 ， 
?0-{_ 0])， 当 z%<0 时 ， (58.31) 
,0 可 )， 当 zw>0 时 ， 
ee 


是 然 ,9(0) 一 9(0) -区 一 ww (2) ,并 且 、 
2 (©) Te) 
| Ff {laid YD), Be>0N, 


re] UU 


{aml | ielsl> YD, dy. 


| sd OT 


3.33) 
汶 一 方 量 , 显 热 又 有 
WADA v0 H+, 
| ‘5.34) 


VO)<— (PD 十 KC0))， 当 2<0 时 . 
了 夫 此 可 知 ，2 2，2 0) 就 是 gC2) 以 0 为 参 渤 点 的 Jordan 分解， 
所 以 Hahn 分 解 是 Jordan 分 解 的 推广 . 
现在 男 到 微分 和 积分 。 由 定理 2 或 人 中 所 确定 的 户 称 为 up 
关于 gp 的 Badon-Nikodym 手数 ， 简 称 为 吾 - 导数 ， 通 党 记 汶 
多 He 一 - 
i 一 上 
是 有 关 BRB- 导数 的 性 质 . 
有 和 
OD 设 popy ppos 屠 来 Kotha<py 六 有 
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a (bg, - gy) Orto 十 Cigs (5, 35} 
Cp | Cg Css “ 


{2)1 证 rzr<Air 下 是 9 可 测 项 煞 ， 那 末 下 关于 pw 可 积 的 充 
要 条 位 是 玫 he. 关于 中 可 积 ， 当 可 积 时 , 有 


[Ep dtp go 
ja 一 上 下 ap (5.30) 
(3) 设 Wn gy inHg, 那 采 Hg gs 并 且 

QH Qn fb, (5.37y 


divg, Ja) Ghos digs” 
证 明 (0 是 显然 的 , 
(2) 不 闹 设 Po py 者 是 普通 测 诬 (如 果 它 们 有 的 是 带 符 号 测 
度 , 可 用 Haha 分 解 分 成 正 、 抽 变革 测度 分 别 哥 以 考虑 即 可 )。， 因 
为 uo, 安 to, 由 定理 2 证 朋 中 的 人 1) ,得 世上. 
当 放 一 2 了 时， 其 中 4EL,, 并 且 ppfd< 天 co 显然 ,此 时 天 


8 全 分 别 关于 Hop 都 可 积 ， 并 且 积分 值 是 po (4), 即 (5.36) 


上 成立 。 因 此, 对 人 年 何 有 限 个 互 不 粗 交 的 六 可 测 集 4 、…、 双 。 如果 
Hr (CAD < (一 工 2, "yy 2, 屠 末 对 任何 数 Oy 半数 
由 (w) > Cex a Ch) 《5.38》 
必 便 中 .86) 等 式 成 立 ， 
当 五 是非 负 的 9- 可 测 甫 数 时 , 易 知 总 存在 一 列 形 尖 (5.89) 所 
确定 的 他 中 ,使 得 办 庆 0, 四 志 业 于 业 …, 并 且 在 (一 0 oo》 
工 


Tim 由 (dy 一 下 (2) ， {5,39} 
从 而 0< 册 学 于 志 太 学 在 00， coy 
dy dg Ces 
上 
。 Tp 1 二 dn rm 
lim #2) di (8) 一 下 0) i 有 (四 ) 、 5.40) 


因为 中 .3 旬 对 省 ,成立 , 即 


人 
| nr dry 一 | 下 1 re poy 


上 成立 , 显然 ， 当 OO 周 ， 上 式 全 入 一 苇 i 各 襄 有 并 这 时 ， 另 J -二 也 
赵 轴 太 野 值 ， 由 Tevi 引 理 ， 就 可 知 刘 让 甘 宁可 租 移 充 王 条件 


i - 于 
是 上 2 关 于 py 可 积 ， 养生 沼 尺 而 各 时 ,45.36) 成 立 . 


起 后 ， 洲 于 -一 般 的 证 一 于 一 大 ， 革 中 区) 一 Dax (8)， 
0) ,一 ax (一 饭 (w) ,0)， 而 上 甘于 j， 可 和 将 完 要 杀 4 从 是 
的 甘于 ow 可 积 , 而 好、 有 是 埋 负 的 多 可 测 活 数 , 对 二 让、 
生命 题 人 成立 ,所以 命题 人) 对 二 大 也 成 训 ， 

(次 似 十 (区 中 强 田 ,我 们 不 妨 假设 必 me fio, 这 量 普 表 泗 
扣 ， 注 意 (5.87) 左 边 是 go- 梧 测 证 数 , 有 这 的 于 是 ge 时 
将， 而 Se 是 go 可 测 函 数 ， 人 在 贞 地 五。C 瑟 。 Cp i ee 
也 是 轴 - 可 测 羡 数 .。 因而 ， 要 证 了 明生 .3 ， 具 登 证 上 骨 对 任 任 它 苹 
二 下 式 成 并 即 可 ， 


人 Ce dp | CLs Las deg C5, 241) 


Cs 则 Ce tr, 
事实 上 , 先 取 如 是 有 界 焦 ,有 
re. i a 
一 并 全 -一 | 和 Hg 一 | ~, 人 ,, 
| dH Ho Hn (CE) Ty ds, Cas FE he 全 Ai， 


_ i 0. ey 
即 画 散在 4zy 一 3 (DB (2 关于 pa, 可 各 ,并且 是 名 -可 湖沼 效 ， 
a 
由 : 邓 可 姑 
, ep cr 一 | ， dy, Gey. 0 -| ds Oly fe 
| A jz Ce Ce a die di 
5.41) 上 成. 
对 于 一 - 盘 的 五 ED, 总 有 瑟 一 UL BH, Bm Ef Cn, nil,n 


着 二 一 co 


土工 士 个 忌 。 上 垣 .4 成 衬 ， 由 Lovi 引 埋 
知道 : 16.41 必 在 如 上 成 立 ， 证 毕 ， 
在 智 贝 柑 测 度 的 情况 下 ， HN 导数 和 兽 遂 的 六 商 导 数 (基数 


分 硬 中 是 学 的 导数 ) 有 和 突 切 的 关系 ， 下 人 谭 来 
3. Rubini 逐 项 求 导 定理 


2 
i 来 讨论 这 一点. 
这 里 要 介绍 的 是 有 关 单 汝 两 获 罗 一 个 深刻 的 求 导 定理 .下面 
这 个 深入 的 定理 我 们 不 去 证 滑 它 了 . 
定理 a 
< 汪 


麻 必 斤 乎 处 处 在 有 跟 民 对 . 


请 了 是 [ee, 门 上 单词 增 疝 男 数 , 那 本 邯 


4 数论 ?或 区 道行 等 编 < 


关于 勒 员 阁 油 
这 全 定理 的 证 明 可 以 伪 看 纹 唐 松 的 < 实 变通 数论 >， 陈 建功 的 
实 变 函 数论 与 泛 殉 分 析 >， 
由 定理 4 以 及 有 界 变 差 茵 数 韵 Jordan 分 解 定理 , 可 以 知 半 任 
何 iw, 站 上 有 界 变 差 函 数 也 必 关 于 勤 贝 格 测度 儿 乎 处 处 有 有 限 导 
数 ， 
括 级 刍 


定理 直 《Fubinj) 设 人 中 是 [a, 可 工 一 列 单 调 增 贡 函数 ,天 
Ha) , DID) 


{5.432) 


收 息 ， 屠 未 函数 项 级 数 如.f2; 必 政 名 村 一 个 单 滴 增加 尚 数 


知 琴 数 项 级 数 


Ei 


S' (0) — ES, (em). 


(5.43) 


证 明 (1) 由 于 S.C) 是 单调 增加 的 , 由 全.32) 的 必 倒 性 ,号 
. YD (5, (8) — 8 (0)) 


Hi 


手 向 数 


全 
在 [%, 妥 上 上 处 处 收 伐 ， 从 而 避 B,(2) 处 处 必然， 最 然 ，8(2) = 
总 ge) 也 是 单调 增加 医 数 , 由 定理 4 知 存在 一 个 到- 党 集 加 , 当 
EF, SY, Sw) (n=1, 2, 
和 


.生生 
于 红 及 月 然 数 画 
Sri yr) 

二 


…) 者 存在， 而且 为 有 限 信 ，% 
< 十 


他 .证 
四 


二 
| 一 SN, (w} 
出 
> 之 
由 一 并 


Swi 一 六 re 
了 万 


时 


0 第 二 
记 以 当世 吾 , h->0 时 
8’(2) > Bs) (5.45) 


对 任何 名 成 立 , 注意 到 避 (%) 是非 负 的 ， 由 5.45) 知 总 局 (wm) 在 
[mw 引 一 至 上 处 处 收敛 , 且 极 限 不 超过 S's) 

总 结 上 述 结果 得 到 : 出 单调 增加 函数 构成 的 级 数 习 &(z) 只 
要 在 [w, 引 的 两 个 端点 收 俩 , 必 存在 一 个 m- 零 集 已 当 wE [a, 可 
一 如 时 ,一 切 Cz) 存在 且 有 限 , 并 且 于 司 (w) 收 合 于 有 限 信 . 

(2) 由 定理 5 的 假设 ,总 (C3,(2) 一 So(o)7 处 处 收 敏 于 8(z) 一 
8 ao) 因而 对 任何 >。 存在 ww 使 得 

[8 (8) —S (0)) — (0%. (5) — ow.(0)) |<H 


rs 


二 


可 测 活 数 、 可 测 集 与 不 定 积分 


其 中 0% 一 闻 8.， 由 此 可 知 ， 单 调 增 加 函数 列 .Cz) 一 (8(2) 一 
入 (0)) 一 (ob) 一 ore( 四 )》 《一 1 2，…) 中 每 个 区 数 满足 D(a) 
一 0 $b) 过 - 吉 -. 
对 于 {名}, 用 已 证 明 的 部 分 (由 中 的 绪论， 立即 得 到 除去 在 一 
个 mms- 零 集 召 外 ， 
EY) <o. 
因而 当 wE [4, 引 一 如 时 , lim (2) 一 0, 即 las -oa) 一 
0、 这 涪 明 
8 一 lm BSC2). (5.46) 
注意 到 交 84(e) 是 正 项 级 数 , (5.46) 就 是 (5.43)， 证 毕 ， 
利用 定理 4.5, 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 6 设 了 是 fw 可 上 -可 积 男 数 , 那 末 
Oe), (5.47) 


Ua 
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这 里 “全” 是 普通 的 差 商 极限 滞 义 下 的 导数 . 
证 明 当 .FE Cu 类 时 , 空 只 有 有 限 个 间断 点 ，( 匡 .47) 了 与 然 成 立 
《这 是 数学 分 析 中 已 经 证 明了 的 )， 当 fEO;i 时, 存在 [&, 5] 上 Oo 
类 序列 {gs}, 使 得 
Pp ps lng ff (5.48) 


且 
在 下 
Tim | ps 4 一 | fat. (5.49) 
由 全 上 师 五 . 


令 Sa) 一 | (op 一 we 二 呈 由 (5.38) 易 知 8,(w) 是 [a, 5 单调 


琅 关 函数 , 并且 5,(q) 0, 而 六 (区 =| (pgnD es, 由 (5.89) 吻 


知 三 S.(?) 收 敛 于 上 ft 一 | pdt 对 于 {8}, 利 用 定理 5, 立 即 知 
道 存在 一 个 mr- 堆 集 已 当 mE [mw 避 一 至 时 
奋 |f (fj) 
_™ bE [ 《Pa — a_i) at 


T 3 Ca — On) , 

由 此 得 到 (5.87) 对 fEO: 成 立 . 

由 于 (5.837) 对 01 类 成 立 , 显然 , 它 对 一 般 的 mm- 可 积 函数 也 成 
立 ， 证 毕 

利用 定理 2% 和 定理 6, 很 符 易 证 明定 理工 中 的 (6). 

定理 工 的 (6) 的 证 明 定理 6 就 是 定理 寺中 《6) 的 充分 性 ， 因 
此 ,只 要 证 必要 性 . 设 卫 是 [4, 5] 上 全 连续 甬 数 ,pz 为 由 卫 产 生 
的 带 符号 的 测度 ， 因 为 hrm, 由 定理 2, 看 在 55, 使 得 对 任何 
HEeLN La, 3, 


TY 全 jp 
pr(B) |, Qn . 
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特别 地 , 取 吾 = [a, 四 ,就 有 
Plo) — Pe) prt, 0) — | erat. 


tn 
根据 定理 6， 
OR dp 
OF on ne 
即 凑 丙 导数 - 守 一 与 情 - 导数 时 一 数 ( 自 然 是 指 关于 壤 几乎 


奸 处 玫 等 ), 即 得 
LA AOEI oF gy 


dt 

这 就 是 说 , 定理 工 前 (6 成立， 证 毕 ， 

下 面 表 给 出 定理 1 的 (6) 的 男 一 个 直接 证 明 , 
定理 二 的 (8) 的 另 一 个 汪 明 ”同上 述 理由 ,我 们 只 要 证 浪 它 的 
必要 性 . 

首先 证 明 [e, 人 上 的 任何 单调 责 数 (何如 单调 增 刘 画 数 ) 玉 的 
导 函 数 产 必 是 [4a, 妇 上 朝 册 烙 可 积 函 数 ， 事 实 上 ， 对 任 和 何止 然 数 
2 作 [e， 打 二 画 数 


名 
《 当 w+ lp 时 , 规定 P(t) -Fd) ) 虽然 


lm op 一 下 
下 


由 于 
| Pw 一 a| 区 fs + 二 )- P(r) Jas 


-=a Hr) Om- | 2 wd <F0) ~— ic) 
以 及 mo 根据 Fatou 引 理 ， 


85 积分 和 第 分 2 


[ 下 dz | gpaEP NN — Flo), .3.50) 


因为 全 连续 丙 数 必 是 有 界 变 差 丽 数 ， 从 而 必 是 讽 个 单调 计 加 本 效 
的 济 , 直上 面 可 知 去 必 古 驶 由 宰 癌 积 岗 数 . 
现存 证 (5.7) 成 立 ; 作 
oo) 一 | F's, 


旺 然 , 亚 延 企 连 红 商 数 , 从 而 于 -了 也 是 全 连 红 函数 ,并且 
CPO) BD F's 0. ‘5.51) 


如 能 证 明 思 (0) 一 种 (2) 必 是 党 数 ， 则 有 有 玉 (0) 一 东 (8) 一) 一 
省 (i)， 注 意 到 全 (0) 一 0, 吏 可 得 汉 FC) 一 了 了 (0) 一 罚 (0), 茵 (5.7) 
现在 证 明 ， 一 个 全 连续 函数 于 ko 如果 村 "(0) 二 二 0， 那 末 到 (2 
必 有 是 寓 数 。 
在 La, 纹 中 任 取 -- 点 护 因 党 守 (的 作为 [8, 网 上 的 男 数 是 全 
连 半 的 ,所 以 对 任何 #8 之 0, 必 在 在 5>0,， 当 (a 2)} 基于 不 相交 
的 区 间 , 并 县 之 《太一 es) < 时, 


BILE -CD1<e. (5.52) 


按 很 说 , 存在 [w 纪 中 一 个 加 -零售 五 (不 逮 设 a, yEB)}， 尖 
TE Ls 人 一 如 时 和 (4) 一 0、 因 而 对 任 痊 的 s， 必 穿 在 %“ 的 开 区 
疝 环 境 0(2), 当 2 CEO) 时 ， 
| Ew) Pm | 


[a 


< (5B.58) 


另 一 方面 , 由 于 避 (B) =0, 所 以 斋 在 可 列 个 并 区 间 {I}, 使 得 i 
一 刀 , 并 且 
Dm < (5.54) 


这 样 ， 开 区 间 族 {7 Ce [2 [eg 们 一 加, 6 一 14，2,…} 作 六 La， 
匀 ,， 国 而 可 以 从 它们 中 选 出 有 限 个 , 例如 
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O87) = C0, BD, j=1, 2, ., Eh 
T= (Ca, 60), S$—1,.2, .…,1, 
它们 前 并 能 覆盖 [w 由 。 不 护 设 力 <m<-…<mw， 并且 区 间 集 
{Ozn} 中 没有 一 个 其 包 会 在 其 余 的 和 集中 (否则 可 尖 掉 它 }, 在 这 
个 假设 下 , 易 知 在 fa, 虽 上 可 以 作出 分 点 组 
yon 
导 人 (9 4 小 包含 在 0l87) 中 , 而 搞 一 性 成 Was 一 of 或 者 (iiD) 
Go, yu) 包含 在 工 中 ， 这 样 ,和 用 (5.48),(5.44) 古 有 
A A AC 
一 By) To te" Vn) — Ta | 
“eT ts 
eg— gat+1y, (5.55) 
”其 中 卫 是 对 (nes 属于 中) 的 情况 求 和 ， ZZ" 是 对 (i, sy 直属 
于 (1) 的 情况 求 和 ， 在 (5.56) 中 再 令 se->0， 立即 得 到 
VD) -P(e0), 
而 gy 是 [ge, 到 中 任 取 的 ,所 以 罗 ( 人 0) 在 [到 上 为 常数 ， 证 毕 ， 


习 题 
1 设 卫 (ws,G{0) 是 [0 人 证 明王 Go GD 必 蚌 [% 本 上 
全 连续 函数 当 F(z) 处 处 不 为 笔 时 ，- 4 也 是 全 连续 函数 . 
2. 在 全 连 毕 函 娄 定义 中 ， 如 果 人 允许 {Ca bu)s J 二 4， 2, "yg 3 中 区 辣 
可 以 重复 (包括 相交 不定 ), 那 末 这 种 静 数 必 满 足 Lipscuitz 条 件 ， 
3， 证 明定 理 3 和 定理 2. 
4 设 pp 人 ne pr, 安 Hgy 证 明 对 任 们 数 有， 


a (ato Brg,y 二 人 gr 十 局 ve, 
php Hg dg by” 


5. 证 了 fo 是 [9g, 上 上 天 可 积 函 数 ,roc 《qs By， 如果 对 于 肌 送 0, ha 


0, 


1 feths 
lim 一 一 -一 
D1 十 下 9 J 5, 一 了 


就 称 re 是 了 tm) 的 勒 贝 卑 点， 证 明 ， 


| F027) 一 Fo lar =0, 


. 6 一 般 集 上 的 测 魔 和 和 虱 分 了 75 
(1 当 四 是 六 的 勤 册 格 点 时 
名 [for| =7eoi 


(2 [a 四 上 (关于 tt 几乎 所 有 的 点 都 是 了 的 勤 凡 格 点 . 
6， 设 着 是 [a, 世 中 的 惑 由 格 可 测 集 ， 芍 E 百 ,， (a 8) 是 包含 xo 的 开 区 
词 ， 如 时 下 述 极 限 存 在 ; 
由 。 家， 局) 
dio) — Jin Dy, 
称 6Kao) 为 吾 在 区 点 的 密度 ， 特 别 , 当 dm) 一 I 时 ， 称 zo 是 吾 的 全 密 点 ， 
证 明 ; 《了 如 果 五 是 开 和 修 ， 那 末 台中 除 构成 区 间 的 端点 外 , 都 是 加 的 全 密 点 ; . 
C2) 对 任 铝 动 灵 格 可 测 集 B, 它 的 全 密 点 全 体 记 为 互 ， 那 末 如 ( 百 一 吾 ) =0. 
?7. 《积分 的 变数 变换 ?证 91、gs 是 《一 se，oo) 上 音调 增加 在 连续 函数 ， 
和 是 (K 一 ce，co) 上 Borel 可 测 实 育 数 ;如果 对 任何 区 间 (ae，6], 满足 
go, BD = gp Ca, BD)), 
这 星 g-1C(la, 的 ) 是 人 问 关于 9 的 原 象 ， 证明 《一 =》 上任 和 柯 Borel 可 
湖 函 数 了 关于 ps, 可 积 的 充 要 条 件 是 了 (v0))》 关于 pw 可 积 , 并且 当 可 积 时 ， 
有 


[OLAGE I 7GoGD) ennc， 


-性 是 
7002000) = [flp ls))a9 eC)). 
8. 设 严 G 是 [a, 到 上 全 连续 函数 ， 证 明 : 
POG PG) | GAp+ | Fae， 
其 中 GF.86 分 别 是 dzvdig， 
9. 设 卫 是 [9, 切 上 全 连续 获 数 ， 证 由 
[lr lds=Y CF), 


2 
RS 


附 录 
$6 一 般 集 上 的 测度 和 积分 


症 这 一 节 中 ,将 拒 一 般 集 上 测度 和 积分 的 洲 钨 和 结果 系统 但 不 加 征明 地 
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Ftd!, 上 ! 便 今后 的 查考 ， 挡 然 , 有 兴趣 的 读者 也 可 以 许 谍 好 有 前面 内 容 的 基础 

上 , 户 己 这 一 加 以 证 明 , 其 中 襄 两 三 于 生 证 汪 全 和 全 全 了 
获 涪 读 订 节 人 内容 ， 先 要 认真 陪读 第 一 章 8 1i1 限 录 中 有 关 要 的 集 区 中 谈 

于 的 丸和 用 训 - 环 的 向 容 . 
于. 环 站 上 测度 . 
证 于 是 基 下 第 ,站 是 过 上 上 某 些 子 集 所 成 的 环 ， 太 是 如 上 的 函数 。 如 昧 


国 j 在 尼 上 可 列 可 加 ， 即 如 时 {Bi RR BN B= 和 GD |) Be 
RE, pC) oo 
让 + 是 革 亚 上 上 的 测度 - 


天 虹 出 温 屁 上 的 天 数 , 除 洪 足 名。 念 外 , 还 满足 
全 " 二 在 可 旦 司 硼 ， 即 志 王府 任何 交配 个 互 不 福 奖 的 本 


和 册 是 环 刀 .的 非 负 有 限 可 加 集注 数 ( 或 有 限 可 加 潭 度 ). 
如 黑 志 是 如 上 非 孚 凡 的 测 误 《成 有 限 可 训 测 席 )， 妇 诗 少 开 在 -一 个 五 去 
加 ;LCE 守 吕 ); 于 未 上 庄 辐 (或 神 妆 二 忆 控 出 多， 
注意 , 总 管 将 来 用 的 是 测 容 :人生 很 多 场合 ;有 洪 可 加 舍 角 数 是 未 可 涨 
况 受 江 现 的 ， 价 沼 及 下- 一列 淹 : ， 好 困 沿 每 个 EB， {nO} 攻 
伐 , 引 术 极限 防 数 一 艇 使 中 她 “ “有 限 :可 加 非 负 集 辑 数 ， 东信 是 BR 上调 品 ，, 
下 而 旦 有 有限 可 孝 浇 的 穆 质 (出 到 的 集 os 
定理 和 译 《1 《 单 困 性 变 各 CB 于吉 CE 守 风 C2)， 
C33 《可 诚 苦 ) 设 天 三 也 夺 CRD 忆 0 那 来 ABs— FR1) =nCE) 一 
RL. | 
《3 《该 可 剧 性 ) La Ee < Hb, 


环 其 上 的 调度 演 扩 有 _ 工 侧 定 理工 的 护 质 《一 (3) 而 四， 还 具 态 下 面 的 
定理 2 《9 《有 也 可 半 性) 当下 = 一 
[i 


大 下 
| = 之 Me) 
(5) GE 可 列 可 加 仁 》 当 {6 RR, Ee BR, H Ec EB, eC) < 
ml 


6 一 般 集 上 的 市 度 和 积分 路 ?9 
二 
宫 HE), 
《6) 设 {nj CB 本 CIC CBC 且 LU Bo ~ lit BE 和 部 过 
dlim 再) 一 jim mw(Bw) 
(7) 设 {B55} 理 ， 本 1 二 再 3 二 已 盏 。 局 …-， 站 Br 一 1im 到 ie 瑟 并 间 至 
少 有 某 个 下, 使 得 上 (CBW <=, 那 末 
ntlim EY = AT 五 
8) 当 {Er} cB, H. MN Be Rim= 1, 2, .7), lim EE RH, 


Kl ES 


天 中 到 


I EE,Y, 


(的 当 {Bn RL Be RGm=1, 2，…), ji Be RR, 且 相 在 自然 数 


Wo， 使 得 卢 (CU 五 四 二 ce 了 时， 
op By) > p(B). 
《io 在 (8)、《 的 的 假设 证 ， 如 于 liwm EE 存放, 地 本 
Hlim Ea) = LEn). 


注意 , 如果 如 是 5 - 环 ， 那 末 (6) 户 假设 -1 EE 玉 ，(7) 中 假设 站 到 


6 RR， (8) 中 很 设 由 BE 也 《9 中 假设 中 也 已 lim Bae 屁 等 均 自动 
满足 ， 从 各 (6) 一 10) 的 结论 在 o- 环 让 上 成 空 ， 但是， 不 假设 (ED 二 
一，(9) 中 假设 jC Es) <oo 不 能 消 ， 否 则 ， 有 反例 说 明 枯 应 的 绪论 不 成 
_ 立 . 

8、， 环 或 9- 环 下 上 有 限 可 加 测度 的 可 列 可 加 性 

正如 痢 述 ,有些 场 合 不 5 各 免 会 出 现 有 限 可 加 测度 , 因此 , 需要 判断 一 个 
斌 或 o- 环 如 上 的 有 上限 可 加 调度 是 否 为 可 列 可 加 的 ， 

定义 设 妨 是 禁 本 集 定 上 的 环 直 go- 环 , 4 是 尼 上 有 限 可 加 济 度 或 可 
“ 列 可 辑 测 麻 ，“ 如 果 召 E BR, p(B) < co 称 如 是 (关于 由 有 限 的 ， 如 果 对 一 塌 
区 E€ 慑 , 吾 均 是 有 限 的 , 称 所 为 下 上 有 限 的 有 限 可 加 测度 或 有 限 前 测度 .如 果 
苹 E RR, 且 瑟 是 有 限 的 , 称 疡 是 下 上 全 有 限 的 有 限 可 加 测度 藉 人 有限 的 测度 . 


如 果 互 E 下 ， 并 疹 在 一 列 测 度 有 限 的 集 { 互 +， 使 得 U 奋 , 乙 妨 , 称 再 是 《关于 
pc- 有 上限 的 ， 如 果 对 一 切 召 E 亚 请 是 -有 限 的, 称 记 是 屁 上 og- 有 限 的 有 


名 第 王 则 可 测 函 数 、 可 济 舍 与 不 定 积分 
限 可 加 测度 或 0- 育 限 测 度 . 划 果 下 E 下 互 是 -有 限 的 ， 称 此 是 娠 上 全 
0 有 限 的 有 名 可 加 测度 束 宅 -有 限 的 测度 . 
o- 有 工交 测 度 氏 足够 广 泛 《 当 然 不 是 最 广泛 的 )， 东 一 般 的 分 析 数 学 中 
尽 凡 应 用 ， i 宇 电 是 o- 代 数 < 即 芋 & 她) 的 铺 议 , 在 一 般 分 折 数 学 中 也 足够 
了 了， 
定义 设 显 是 :个 环 误 go- 环 ,4 是 妨 上 有 限 可 加 测度 或 可 列 可 却 测 
绒 , 对 任何 一 列 4B 让 三 是， 吉 二 加 必 刀 刁 … 如 果 本 在 各 可 co 
LE.~ -和 了 时， 总 有 lim An ) 二 0, 称 只 在 下 上 是 史上 连 疆 。 
定理 3 设 呈 是 苹 上 一 个 代数 或 9- 代 数 . 
1) 划 1 现 只 古 R. 上 的 测 许 , 虽 志 在 .上 是 二 - 连 红 的， 
《2 让 平凡 是 如 二 稍 虞 的 有 限 可 加 测 误 ， 则 是 吕 上 测度 的 充 要 条 人 性 
是 上 在 县 上 是 史上 述 阁 的 。 
证 等 《2 中 有 有 活 县 二 有限 本 加 训 席 由 是 有 有 限 的 这 个 假设 不 能 去 掉 ， 另 
四 ;如 昱 从 逐 具 仁 雍 让 -个 五 限 可 划 副 产 具 有 有 可 列 可 加 性 若 ] 克 为 一 个 测度》 


方面 将 , 验 征 !5 王 茶 件 六 赴 此 直 雹 验证 再 列 可 加 性 容 遇 。 从 这 个 章 兴 上 说 ， 
它 关 没有 环 质 十 的 好 和 处 。 然而, 在 许多 -一 般 人 性 讨论 的 场合 , 它 仍 是 很 有 用 的 。 


3、 环 上 测 变 的 扩张 
证 下 证 站 本 集 芒 上 的 - -个 环 ，p 是 吾 上 的 一 个 测度 ， 从 杯 分 方面 沧 
虑 ， 过 要 的 展 至 少 是 o- 环 ， 因此， 就 害 开 党 虑 环 中 上 的 测度 上 4 是 否 能 延 括 
成 茶 个 c- 环 B* 习 是 上 的 测度 ， 证 而 就 是 通常 漆 用 的 扩张 方法 
定义 设 尼 是 蔷 上 的 一 个 环 ，& 是 中 于 测度 。 下 (本 ) 表示 长 小-- 切 
能 用 可 列 个 好 中 集 绪 葬 的 集 包 会 体 , 即 
HOR) = {EIBCUE, Be RG=1, 2, )}. 
对 任何 五 E HCR), 称 瑟 ( 瑟 ) 上 染 米 数 
忆 * (8) =—inf!> MCE) WE,2B, EB,€ BR, i=1, 9, + 
为 可 上 和 而 风 导 出 的 外 测度 
定理 生 于 (了 ) 具有 如 下 性 质 : 
CD CTT 传 性 ) EE HCBRY), 邦 来 吾 的 任何 子 集 本 E (RB); 
C2 HLR}IR; 
”C3) H{B) 是 六 上 的 o- 环 . 
定理 所 于 有) 上 jw* 兵 有 如下 性 质 : | 
《1) 【 非 负 性 ) 池 一 切 避 ECRY, (加 字 人 
(2) 用 全) = 


ce wTr FT 


意 6 ”一般 集 上 的 出 度 和 机 全 PT 
(区 【 普 可 列 可 加 性 》 对 任何 - 列 {Bi 二 (BR) 
ve "Co 1 :op CE 


C4 ER 时 "0D Ch 地 是 最 上 并 有 三 ( 到 二 的 泛 括 ， 
入 * 在 HCB) 上 上 不 县 有 可 列 可 加 性 , 巷 侍 有限 可 加 仁 世 没有 有》. 
£5) 【《 特 环 的 有 限 可 如 性) 如 里 召 E BB, 太 未 过 任 杂 GE HCR)， 
Ep NT Ea ht), 
柱 质 (人 表示 ;用 是 中 记 独 吾 个 空 和 伍 芋 人 成 两 部 他 ; 县 和 六 总 这 时 
焉 (BR) 中 尾 何 沿 个 集 ,如 业 一 -个 让 龙 内 (如 x 让 三 个 在 吾 外 : 即 玫 一 瑟 )， 
册 未 对 这 两 部 分 的 集 , 4” 具有 可 部 福 . 


定 尽 设 鼎 滞 二 可 下 测 和 让，4 是 由 点 导 引 ! 的 外 测 容 , CR 中 满足 下 
面 荣 件 的 盏 : 对 任何 六 < 玫 ( 晤 )， 


wp PNET Cb (0.1) 
称 之 为 ae 可 调集 ， 

He 可 测 保 全 征 记 流 亚 ” 

《6.4 你 罗 【《ayratbtksxusry 条 件 。 

定理 6 (7 BR" 

人 本 是 殉 

(3) pr* 在 吾 * 上 是 测 庶 ， 

钮 定理 开 姑且 R* 和 济 澡 j 是 了 阅 是 新， 潭 ? 凤 


已 下 的 
Caratlieoxilvry 扩张 ， 


定义 设 由 荐 or 处 眉目 的 测 放 ,如果 如 & 叱 ,pCE) 一 0 于 本 如 的 任何 
闻 集 BE 号 ( 自 然 友人 一 由 ,和 浆 严 是 如 下 完全 测度 . 

例如 , 设 亚 是 直线 工 蔡 风格 可 测 集 宝剑 ( 昨 下 一 工 ) 凡是 吾 上 勒 贝 格 测 
刘 几 下 便 是 可 二 的 完全 测度 ， 如 果 把 六 限制 让 直线 上 上 的 Borul 华 小 吾 
-上 , 六 在 奶 上 就 不 是 人 

有 关 RR* 的 结 检 有 如 下 结 

定 旭 了 和 对》 R* SC(R) Ge 是 包含 中 的 最 小 oH); 

(3) 如 际 玫 EC JC) 一 DD 划 户 二 可 《二 外 测度 为 和 的 党 必 是 
上 一 可 测 集 六 

(3) pr* 是 有 BR" 上 完全 测度 ; 

(4) 吾 E BR* 的 充 要 条 什 是 如 可 以 表 东 或 下 列 于 种 形式 中 的 江 何 一 害 ， 

B=FUN, EB=~0—N;, B=(HUN— NM, 

其 路 ,G, 了 ES 而 Wi Was、 Neo、 Nu 等 起 jp'- 等 本 ( 旺 呈 中 的 集 除 去 
一 个 由 -零售 差别 外 本 质 上 是 SLR) 中 全 性 


3 第 三 章 “ 可 测 函 数 、 可 测 集 与 不 定 儿 分 


C5) {扩张 的 村 闭 性 》 将 p* 限制 于 BR* (其 实 是 go- 环 )) 再 导出 (+ 

和 相应 的 CR")*, 现 末 将 有 下 面 的 事实 : 
HCRY) 一 HOR), p**—p*, (RB) ~ Rr". 

( 即 环 叱 上 测度 经 Carathéodory 扩张 方法 扩张 一 次 后 即 封 闭 ，》 

生 ， 可 测 空 间 上 可 测 集 和 可 测 函数 

定义 ” 设 开 是 基本 集 ， 如 是 翌 上 的 玉环 , 称 ( 和 ， 瑟 ) 是 可 测 空间 5 有 的 
书 上 还 多 一 个 假定 : 文 = | 由 B)， 称 吕 中 任何 一 个 集 怪 为 ( 忆 , 屁 ) 上 的 一 个 可 
测 集 . 

定义 ” 设 CX, 吾 ) 是 可 测 空 间 ， 五 五, 是 定义 在 召 上 的 有 限 实 函 数 ， 
如 果 对 任何 实数 6 吾 (f> 全 于, 称 了 是 吾 上 可 测 男 数 . 

有 的 书 站 ,可 调 函 数 采用 如 下 定义 方式 . 

定义 设 ( 芝 ， 民 ) 是 可 测 空 间 , 了 是 定义 在 下 上 的 有 限 实 函 数 , 记 人 访 C7) 
二 性] 六 (2 生 半 ， 如 果 对 任何 实数 c， 有 六 (>> 中 TTNOD) ER， 称 是 (下 
下] 上 上 可 测 若 数 . 

两 种 定义 , 除了 形式 上 有 一 种 定义 域 是 再 [ 己 卫 )， 男 一 种 是 下 之 和 外， 还 
有 就 是 后 者 特别 强调 苹 闻 >》 中 点 除去 了 一 0 的 点 外 是 可 汕 保 , 另 - 一 种 并 不 
强 出 这 . -点 。 这 两 种 定义 自然 有 区 别 ,人世 不 是 根本 原则 性 的 ， 本 书 中 采 几 前 
者 . 1 

另外 , 从 定 必 可 以 看 出 : 可 测 集 、 可 济 画 数 的 振 念 原则 上 不 依 精 于 先 存 在 
测度 。 : 

显然 , 如 捍 子 是 吾 上 可 测 函 数 , 于 未 加 € 有 即 可 测 表 数 的 定义 域 必 是 可 
浏 集 ， 可 测 函 数 有 部 下 等 价 定义 . 

定理 8 设 (及 到 是 可 测 空 间 , 下 面 几 件 事 是 等 价 的 。 

(1) 了 是 吾 上 可 测 函 上 | 

《2) 对 任何 实数 6 Cf 记 0) EE BR; 

《3) 对 任何 实数 6 CY<0) EE BR; 

(4) 寺 任 何 实 数 6, BB(f<o) € 有 R; 

(5) 对 任何 实数 c<%@ 局 (ec< 了 fd) ER; 

《6) 召 是 可 测 集 ， 并 存在 召 的 可 测 子 集 的 特征 函数 线 注 组 合 的 序列 
{pn}, 在 EL 


lim yp, = fF; 
《7) 对 直线 上 任 信 Borel 集 好 .六 1 E BR. 
可 注 浮 数 具 有 下 烈性 质 : 
定理 身 设 ( 评 ， 姨 ) 是 可 测 空 间 ， 博 是 可 测 集 ,六 是 互 上 可 测 区 数 , 开 
是 闷 上 有 限 实 鲨 数 . 


er] 
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CY qf 十 人 h(a 是 实数 ) maz(f, 有 Dmin(F) 下 | 、fh、 《 当 处 
处 了 (x) 三 站 等 都 是 可 沛 肖 娄 . 

(2) g 是 直线 上 Borel 可 测 函 数 , 那 来 多方 是 再 上 可 测 函 数 ， 

G? 设 {pn} 是 五 上 -… 列 可 浏 函 数 ， 如 果 sap {fn} 处 外 存在， 并且 是 有 
限 什 , 那 示 sap {7 中 为 如 上 可 测 请 数 ; 如果 int {7o} 处 处 存在 , 并且 是 有 限 
值 ， 那 订 . int fs 为 百 上 上 可 测 函 数 ; 如 果 fim 交工 lim flim Ff,) 存 在 ,并 
且 是 有 限 函 数 , 那 来 1im PP (或 nfo， 六) 为 加 上 可 测 函 数 . 

(4 设 琴 C 加 BE 吾 则 上 在 吾 上 可 测 的 充 要 条 件 是 % 作为 责 :、 玖 ， 
一 再 -- Et 上 函数 时 都 是 可 测 的 . 

(5) 当 最 是 o- 代 数 时 , 集 吾 的 特征 阔 数 和 类 在 开 上 可 测 的 充 要 条 件 是 
EER. 

.测度 空间 上 可 测 集 和 可 测 酒 数 

证 ( 玉 , 嫩 ) 是 可 测 空间 ，& 是 (天 ， BBR) 上 一 个 测度 , 称 ( 并 ， 瑟 1 是 测度 
空间 ， 设 已 是 与 吾 中 点 奋 关 的 命题 ， 如 果 存 在 一 个 j- 零 集 名， 使 得 呈 不 
成 空 的 了 2 总 包含 往 Bo Hi 称 刁 在 五 上 几 子 处 处 成 评 ， 

定理 0 设 ( 入 RR 后 是 测度 室 间 ,了 .fp 是 五 上 可 测 独 数 ， 

GD 如 果 sup {fs} 几乎 处 处 是 有 限 值 , 那 末 存在 召 上 可 测 函 数 思 使 得 
?= sup {fo}; 如 果 inf {fm} 几乎 处 处 是 有 限 值 ， 那 未 存在 召 上 可 测 函 数 加 
使 得 hinf {jin}; 如 果 limf 或 ms 或 limfs 几 平 处 外 是 有 限 秆 , 那 来 存 
在 卫 荆 可 油 函 数 使 得 

lim f= 《或 tim 访 一 多 或 tim ff, 一 

(3) 如 果 ( 芝 ,有 R,， 由 是 完全 测度 空间 , 并 且 二 了 站 吾 上 上 成立, 那 末 关 必 
为 是 上 可 测 了 基数 (空间 CX, 妨 , 记 ) 不 是 完全 测度 室 间 时 , 结论 不 对 ). 

(C3) (XK, RR*, 4) 是 (X, BR, ry) 按 Carathéodory 扩张 的 完全 测度 空 了 | 本， 
EE SR), 任何 至 上 基于 CE, Rr*, LL") 的 可 汕 酒 数 谍 必 存 在 关于 A, 
SCR), pp 的 五 上 可 测 函 数 及 使 得 在 百 上 ， 

Th. 


”定理 革 (Bropoa) 设 ( 了 ,有 BR, 0) 足 测度 空间 ，J(E)<o0, {fr 中 是 B 上 
一 列 可 测 沙 数 ， 且 几乎 寻 处 改 全 村 旋 那 术 , 对 任何 和 >0， 放 存在 西 二 再 加 
€ -< 使 得 {fn} 在 Be 上 -一双 收 族 十 了 

定理 二 <o 的 条 件 不 可 去 掉 ， 
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6， 度量 收 就 
定义 ” 没 (X, 及, 中 测 度 空 间 ， 天 477 都 是 加 上 可 测 函 数 ， 如 困 对 
性 何 o=0, 


limptECdFs Flo =0, 


或 等 价 地 , 如 果 对 任何 rs0 20, 站 在 自然 歼 太 (0, 昌 , 当 wo>N(a 9 时 
1 flo <, 
称 了 ?和 瑟 上 度 圣 收 竹 省 工 
定义 ” 设 《CR 同年 调度 宝 间 ,17 昨 襄 上 上 -一列 可 测 共 数 ， 如 时 对 
仁 何 症 二 由 


6m Eis Fn| 0) =0, 
Th tp 


或 等 价 地 , 半 任 何 J>0， 80, 坦 站 自然 狼 训 (8)， 当 入 物 训 入 (go 拉 时 ， 
wRt|Fa fn > 8, 
称 {fal 是 世上 的 度量 基本 序列 . 
定理 扑 ( 勒 由 格 ) 设 1} 是 名 和 电 空 间 (四, 及 10) 中 集 妊 上 的 叮 测 测 
朗 序 列 , 六 及 几乎 处 处 路 伊 十 可 油光 数 了 ,如果 CE) < 三“, 那 未 人 wn} 必 度 景 
性 歼 下 
定理 8 设 1475 是 测度 空间 5 又 ， 责 ，) 人 二 全 再 j- 一 列 可 测 函 数 ， 
(如果 Yn 是 此 饼 基 本 的 ， 则 fa 的 任何 子 序 询 也 是 度 景 要 术 的 ， 
2) 如果 ff 是 放量 基本 的 ， 则 必 存 在 子 序列 ffs 上 在 互 上 几乎 处 处 
收 便于 如 上 可 测 函 数 ， 
(3) 4fs) 在 五 上 度量 基本 的 沈 要 条 件 是 存在 名 上 可 测 蚤 数 亡 由 度 
量 收 效 于 斤 | 
{4) 当 Jo 时， 在 吾 直 度量 收 仑 于 某 个 可 调 函数 了 的 充 要 
乐 件 甚 对 {fw 的 任何 -个子 序列 {fb 必 可 从 中 再 找到 一 个 几乎 处 处 收 笋 
于 了 的 子 序 殉 了 fs.}. 
定理 址 设 吾 上 的 可 浏 函数 列 ff 、fpo} 分 别 度 县 收效 子玉 zt 那 末 
(GY 对 任何 常数 避 .8，fap 二 Bp 在 吾 咎 度 拓 站 辣 丁 c1 
(有 省 中 人们 oo 符 ，1fapj 度量 收 合 于 了 8 (条 伴 记 的 ) 万 0 不 可 去 


(8) 当 M 本 二 oo 和 全 一 卫 2 “小 环 几乎 处 处 不 等 于 罕 ， 入 =) 度 六 
收效 于 六 (条件 CB) < 不 可 去 掉 ). 
积分 
定义 设 (X, 下 内 是 测 记 空 间 ,至 E BB &( 可 <oce。 又 设 了 是 加 二 有 
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办 可 测 函 数 , 六 2 0 区 在 人 田 上 任 取 一 -组 分 点 万 :us 四 一 和 一 <- hh 
9, 记 (CD) = Max {i — 4), 作 和 和 式 
过 5S(D)= 总 EB fe Dl 
如 果 存 在 如 , 使 得 : 
| lim [SC -S| =0, 
称 了 在 互 上 可 积分 ， 义 称 仿 为 了 在 石上 的 积分 , 记 为 
SF | foe. 
.定理 二 《 存 丰 定理》 设 ( 玉 ,有 B, 上 是 测度 裤 z 闻 ， EE RR, nCEY = 
采 了 是 .如 上 有 加 可 滑 轧 数 , 那 : 未 扩 几 在 吾 汪 可 积分 . 


， 定 兴 设 (了, 如 器 是 测 庶 空间 ; 至 是 所 有 腿 的 要 济 集 , , 其 时 {By} 是 
一 列 单 调 增加 的 可 测 集 ， [ey ‘CEaC., 这 对 短 个 入 HB) < eo, 


并 县 司 也 = 称 人 证 4 为 至 的 测度 有 限 单 调查 着 (序列 7， 


设 (到 py) 是 测度 空间 ， nen 了 是 马上 的 可 尖 隐 数 ， 下 是 个 正 数 . 
分 别 引 入 记号 


f+ =max (f, 0), f-—max (7, 0), 
LI = max (min'C, M), '— M). 
引 理 4 没 ( 了 ,BB, ) 是 测度 空间 , 了 是 o- 有 限 俩 旦 上 非 氏 可 浏 尔 数 ， 
和 4 是 五 的 任 一 测度 有 阳 单 调 要 盖 , 关 果 ， | 
sm Lu=4<e，， 


屠 玉 对 五 的 任何 另 一 个 测 闪 有 限 单 高 村 关 {BE:}, 以 及 任何 一 列 发 散 于 oe 的 
正 数列 Uh, 几 有 有 


和 | Elim, Es 
定义 设 (X, 互 1) 是 测度 空间 , 广 是 -有限 集 吾 上 的 非 儿 可 铀 范 数 ， 


{ 吾 是 吾 的 某 一 个 测度 有 限 裔 同 要 能 ， iad 汪 是 十 列 发 散 于 so 的 正 数列 ; 如 
果 


ef a ai =4<~, 
床 了 在 加 上 可 积分 ,并 称 4 是 f 在 如 上 的 可 分 , 记 为 
Fe, '. . 和 


如 果 了 是 加 上 一 大风 可 一 画 攻 | 但， 了 和 
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那 末 称 了 站 瑟 上 可 株 分 ,并 称 
fr dp—f Fp 
为 了 在 吾 于 的 积分 , 记 为 
[fan=] far- Fp. 


江 了 一 fs 尽 态 逊 数 ; 记 , 记分 别 为 了 的 实 部 和 感 部 ， 如 果 间 ,fi 在 瑟 
上 部 可 积 时 , 称 .在 上 可 积 , 并 规定 


| an=f Fdtif an 
从 引 理 知道 ,万 上 非 负 可 积 函 数 的 可 积 竹 以 及 积分 的 数 信 是 未 依赖 于 
定义 中 测度 有 限 单调 覆盖 {B 以及 发 散 于 o> 的 正 数列 {Md 的 选取 的 , 妈 积 
分 定义 是 确定 的 ， 而 一 般 语 数 的 分 解 了 =f* 一 六 是 唯一 的 ， 所 以 吾 上 的 一 
角 函 数 税 分 的 定义 也 是 恰当 的 ， 
下 而 是 积分 的 基本 性 质 . 
定理 16 “ 设 (KB 1 是 测度 空间 ,如 是 0- 有 有 限 的 可 济 集 ,f-h 是 吾 上 
可 积 夯 数 , 是 巨 上 有 限 西数 . 
(D (单调 性 ) 当 了 > 时 
[sf do>|。 下 ci， 
(2》 (线性 ) ,8 是 任意 两 个 复数 ， 
| er+reman=zj ra+p {nap. 
《8) 如 果 8< 户 下 是 至 上 可 测 函数 , 那 末 志 也 是 召 上 可 积 函 数 , 并 且 
fren ff ap. 
《如 果 《， ,1) 是 完全 测度 空间 ,由 二 了 的 条 件 必 训 推出 是 如 上 可 测 
函数 ，) 
(4) (绝对 可 积 性 ) ]f| 在 马上 可 积 , 并 且 
17eo| < | a 
C5) (唯一 性 ) 如 果 f 和 0, 并 且 [ 7 iu 一 0, 那 来 =0 


《67 《控制 可 积 性 ) 如 果 训 是 琅 上 可 测 函 数 ， 并 且 存 在 召 上 可 积 状 数 
十 得 | 并 | 长 己 , 则 站 必 是 如 上 可 积 函 数 ， 


人 局 BD, EN Bp CF HE Be wu 
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全 天 在 每 个 吾 上 是 可 积 的 ; 
® 3|, Ita<~. 
当 卜 在 关上 可 积 村 ,有 
[2 
(8) 《全 连续 性 ) 对 任何 8>0， 必 存 宇 5(e)>0,， 当 ecB,ee BR 而 
HE) < H, 


{ fleas. 
(9) (Levi 引 理 ) 设 {fn} 是 gg- 有 限 集 吾 上 -一列 实 可 积 晴 数 ， 并 且 
ES 
lm [fd =A<~, 


那 来 必 存在 马上 可 积 前 数 户 使 得 lim [f= 所 并且 


| an He |; 7 

(10》 (Patou 引 理 》 设 {f 小 是 o- 有 限 集 轧 上 一 列 实 可 积 函数 , 如果 存 
在 如 上 可 积 函 数 f, 使得 

OD fo fn (或 疡 志 f0)， n=1, 2, > 

@ lim fdn=4<m (或 Ei | -A> ) 
那 末 必 有 a tin [dp 

(或 | fp 人 Pa 

(11) 《Telesgue 控制 收 化 定理 ) 设 和 {中 是 o- 有 限 集 轧 上 - 列 可 积 函 
数 , 又 存在 瑟 上 非 负 可 积 函 数 了 使 得 

中 lfaleF,; 


他 {f} 几乎 处 处 收 合 于 或 度量 收 钱 于 如 上 可 测 丁 数 .了 那 末 地 必 是 吾 
上 可 积 范 获 , 并 且 


| falim {fap. 
(C12) 设 {f。} 是 测度 有 限 集 至上 .… 列 非 抽 叮 各 函数 ， 并 且 度量 收敛 证 
户 那 未 , 可 以 逐 项 积分 的 充 要 条 件 是 17oj 的 积分 具有 等 度 全 连续 性 . 
有 关 逐 项 积分 性 质 (9) ~ (1b 中 条 件 臣 少 后 的 反例 ， 可 以 在 本 章 和 第 二 
章 有 美的 节 中 找到 ， 
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如， 悉 积 测度 空间 . 

定 穴 设 C, 人 5)、.CY， TY 是 两 个 可 测 空 间 , 对 任何 4E 5, ET, 称 集 
4X 玉 为 可 测 拒 形 , 二 济 短 形 全 休 记 为 P， 由 形 沁 PP 中 腿 个 在 不 机 交集 合 
前 有 有 从 全 休 爸 或 的 环 为 BCP)， 由 加 (P) (等 价 地 向 忆 张 成 的 0- 环 为 
S(REP)) { 雇 就 是 SLP))Y， 记 为 SxT 称 (xT 了, 5xXT) 为 (XX, S),(Y, 
的 来 扣 可 测 空 间 . 

深 租 叮 测 空间 .下 可 湖 录 和 可 测 到 数 的 截 口 的 吓 油 往 有 如 下 共 本 结果 

定理 起 设 ixXY, 二 了 为 莱 积 可 测 空 i 

CL 刘 电 媳 态 XT 己 求 名 活化 贫 定 讨 zE 六 Be 二 {yx 9) € Bt 
是 证 ， 人 于 可 漠 柴 ; 鲍 对 任何 固定 的 YE BY 和 | 四 EE} 是 5) 
上 上 可 亢 昔 . 
{3) 加 果 杏 E 癌 X 有 了 是 百 下 贡 芋 人 XT 关 大 的 可 测 殉 覆 , 于 末 名 
对 任何 园 定 的 了， 了 ov( 咏 二 了 扩 是 百 r 上 :天 二 《了 的 可 淡 靖 谣 ， 加 
对 任 杂 圈定 的 #EY,， 户 ( 二 f(z 们 是 名 ?上 美术 二 ?时 可 调 函 歼 ， 
为 奸 立 自 积 湖 借 空间, 先 建 立 下 面 的 引 理 . 
引 涅 号 证 (有 TYT， 了) 是 两 个 人 有 有 令 测 滁 空 间 ， 若 是 涵 租 汀 
调 宝 间 L 和 证， 2 上 则 测 生 ， 下 未 zB 四 分 判 且 CN SS， ACE 
五 vz) 上 可 测 落 效 , 祥 且 


| vBodp= | EE NA 
区 F 


定义 设 ( 入 8) 上 《YE 坊 是 两 个 o- 有 及 的 测度 谋 间 , 作 和 对 各 可 测 
室 间 区 XX 了 辐 X 人 了) 上 和 集 罗 数 入 如下， 如果 瑟 CSxT, 并 且 和 A4xBED, 
使 得 刁 王 半 XBB 时, 规定 


ACEY =| 2CBaert =| (me ) 
至 于 
对 于 一 般 的 百 ESX 人 PT， 必 有 一 训 知 并 {BCP, FE,= ,x 9B, (1 =1,， 2, 
生得 加 UU EB, 
这 时 就 规定 


ACE) = in aE NE,), 
这 痒 引入 的 不 仅 且 恰当 的 ,而且 起 SX 虐 o- 有 限 涪 度 ， 称 A 为 和 vv 的 
变相 测度 , 记 海 XY 并 称 (XXY， SXD XD 为 [XZ， 5 上) 和 (了 Ty) 
的 乘积 测度 室 间 . 
定理 18 设 ( 人 5; 风 ).( 了 了， 全， v) 是 两 个 9- 有 限 的 测度 空间 ， 那 末 ， 
Co 的 测度 空间 ， 
C2 对 全 休 匡 € 5XD) 必 分 期 判 伍 芋 , 5 户 )、( 了 ， 人 TV) 上 9- 有 限 的 
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可 测 集 4.83, 使 得 Fc A4xB. 

定理 19CFabpini) 设 《X, 8, HZ， 有 区 是 两 个 c- 在 限 的 测度 空 
间 , 子 是 定 改 页 由 X 吾 【4 有 BE T} 上 的 可 测 画 数 , 那 术 : 

C1) 如 果 了 是 姓 帮 > 如 上 关于 py x5 可 积 的 恒 数 ， 屠 林 对 关于 此 几乎 所 
有 的 3G 4 内 是 互 上 关于 2 可 积 的 四 数 ; 而 对 美 于 用 平 所 有 的 46 如 ， 
产 (3) 是 4 上 甘于 pe 呈 积 的 陪 数 ,并且 


| a Ym | f fF avap =— 1 1 Ce 
(8 如果 | 站 的 二 沁 程 入 | 
ar 人 am 


中 有 一 :个 存在 ; 那 束 了 必 是 44X 晶 上 甘于 兵 xXm 的 可 积 阳 数 (从 而 由 (1)， 覃 
禾 分 可 以 化 为 二 次 积分 )。， 

有 关 定 理 19 的 k2 中 , | 是 二 次 可 积 的 假设 这 个 条 件 是 下 可 去 掉 的 , 友 
倒 可 参看 第 二 章 由 有关 的 节 ， 

， 完 全 乖 积 测度 空间 

设 5 互 SpO， 了 的 是 两 个 六 有限 的 测度 空间 ,一般 说 来 ， 即 使 它 
们 是 完全 人 的 测度 空间 ， 担 [六 x 了 ,与 XT 区 志 束 必 旺 完全 的 测度 宗 间 ， 
只 有 将 (了 Xx 了, Sx TT) 上 测度 xv 再 经 过 Carathéodory 扩张 《或 增 减 雍 x 
:~ 零 集 的 一 切 子 集 ), 才 得 到 完全 的 测度 空间 (XY (Sx TI KX. 
通常 仍 记 (Ex)* 为 xv， 称 ( 玉 X 了 (SX px%x 坟 为 两 个 完全 测度 
空间 ( 斑 , 8, HH)、CY, TT 只 的 完全 表 积 测度 室 间 ， 

相 谋 于 定理 17、18, 让 完 爹 悉 积 测度 袍 禄 中 成 立 下 而 的 定理 . 

定理 中 设 BRetsxTT)*， 

tt 如 杂记 Xx) 一 0， 屠 末 关于 点 儿 乎 所 有 二 也 了 ， 且 viFy) 
=0, 而 关于 ”几乎 所 有 yyGZ Bre Ss, 及 LE =—0. 

，(2) 对 一 般 的 互 E (5X TD)*, 美 于 局 几乎 所 有 的 2E A，BeG 于 而 关于 

> 开平 所 有 的 4E 了 TeS  : 

(9) 如果 了 是 关于 (天 x 主 ，(S x 了 T)*, jx 区 的 二 上 可 测 函 数 ， 那 末 关 
于 名 几 乎 所 和 有 2E ZA， f(D 是 罗 上 甘于 5， 各 的 可 测 函 数 ; 而 关于 2 几乎 
所 有 的 ye 了 ,fr(z) 是 上 关于 (入 ,人 S) 的 可 济 函 数 ， 

定理 20 和 定理 17~18 的 区 别 ， 仅 在 于 这 时 尘 菜 由 es By ff 
可 能 是 不 可 测 集 和 不 可 测 函 数 。 但 定理 20 说 明 这 些 使 得 发 生 坟 可 测 情况 的 
点 ， 总 是 包含 在 入 应 空间 CX，S5, 册 或 (YT, 办 的 一 个 和 人 之 由. . 因 太 
在 不 管 这 些 稚 集 的 情况 下 (必要 四 修改 一 个 零 集 上 鸡 数 的 定义 》 不 影响 其 可 
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积 性 ， 只 和 而 有 : 

定理 噶 (Fupini》 在 完全 梯 积 测度 空间 (XX (SXT)* Xx 区 上 ， 
Fubini 定理 19 仍 成 立 . 

140， 带 符号 的 测度 和 复 值 测 族 

定义 ” 设 ( 竺 , 吾 ) 是 可 测 室 间 , 疡 是 尼 上 定义 的 集 削 数 ， 但 土 o 中 最 多 
只 能 有 一 个 被 4 的 秸 把 到 < 下面 总 是 假设 严 直 会 取 到 值 一 =}. 如 果 记 具有 

D ep) =0; 


加 (可 裂 可 基 性 ) 对 任何 {80}c BB Bn B=B(i 放 ;成立 (Lj 娘 ) 
= Es), 
就 称 上 是 ( 互 , 尼 ) 下 广 入 测度 让 带 符号 的 测度 ， 

例 各 |, 设 ( 瑟 ， 思 jo) 是 测度 空间 ， 了 是 定义 在 下 上 的 有 限 实 画 数 ， 但 在 
任何 尾 E 吾 上 , 了 是 如 上 可 测 函 数 ,并且 

[fap ~ EenR, 
在 (了 XY， 把 上 定义 p: 对 任何 BBE RR 
w= | f+ ape | 六 am 


《这 里 允许 产 的 积分 值 取 无 限 大 ), 44 恒 是 (于 是) 上 上 况 符 生 的 测度 ， 

下 面 的 Hahn 分 解 定理 就 是 把 带 符号 移 测 赛 分 解 成 两 个 普通 测度 之 六 ， 
从 而 关于 带 符号 润 度 的 积分 就 化 成 两 个 测度 的 积分 钓 着 来 讨 沦 . 

定理 器 (Hahn) 设 占 是 (六 , 尼 ) 上 带 符 号 的 测度 ， 必 存在 于 的 子 集 
4 它 上 有 如 下 性 质 ; 

外 对 任何 召 E BBN AE 如 {从 而 NA 一 BN AE Ry); 

加 对 任何 BE BR, jw(BNAY SO; 

鲜 对 任何 BE R, pn(BNAY)>0. 
通常 称 具有 性 质 中 . 国 的 梨 44 为 丘 的 负 果 Hahn 定理 说 姐 对 于 jp， 必 存 
在 一 个 负 集 44. . 佘 业 和 车 为 睛 的 正业 ( 即 满 足 全 、 国 )， 

当 间 是 户 的 一 个 负 集 时 , 对 任何 BE 玫 ， 

HCEBY = HN A RN 总 中 ， 
如 果 在 吾 上 引信 三 个 集 随 数 : 对 任何 ER - 
Wit) =H BN AN, pH)=—LENAY, 
人 由 本) =p EY) CE) 

(注意 |21CBD 下 [p(BEYD， 分 别称 py、 6-、|&| 为 包 的 正 变 差 测 座 ， 负 变 
辩 测 度 和 全 变 差 测度 。 虹 然 | 
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Hr 
根据 假设 , 易 知 -是 一 个 有 限 测 度 ， 
通常 对 于 再 上 可 积 函 数 户 如 果 了 在 总 上 关于 上、 由- 都 可 积 ( 等 价 于 
了 在 互 上 关于 |a| 可 积 ), 那 末 , 称 了 关于 pe 可 积 ,并 且 规 定 积 分 


[zau= | yan fan- 
显然 ， 对 于 广义 测度 ( 带 符 号 的 测度 ) 的 独 分 , 还 有 一 种 下 面 形式 的 线性 
性 质 ， 
设 徊 、 pt 是 (了 本 上 两 个 带 符号 的 测度 ,a B 是 两 个 实数 ， 那 末 , 3 了 
在 总 上 关于 ist 可 积分 时 , 了 必 在 召 上 关于 apit+ Bpw 可 各, 并且 


J faCapar Bles) -oj fdr fF La- 


由 于 带 符号 测度 六 失去 了 普通 测度 所 此 有 的 非 负 性 , 因而 所 有 积分 的 不 
等 式 性 质 不 表 成 立 ， 以 及 应 用 到 不 等 式 的 积分 的 极限 性 质 是 否 成 立 都 小 当 
心 。 通 常 对 于 带 符号 测度 运用 “ 儿 平 处 处 ”的 概念 都 上 其 对 测度 [| 而 言 ， 
下 面 以 Lebesgue 控制 收 伊 定理 为 合 , 说 明 条 件 应 和 如何 令 述 ， 
控制 收 仑 定理 设 {7st 是 百 上 霹 测 函数 , 并 且 . 
limf, = fF, 
™™ | 
又 如 果 存 在 马上 关于 中 可 积 的 非 负 画 数 囊 使 得 
[| 证 FE 


那 末 , 了 征召 上 工 基 于 卢 必 可 积 , 并 且 
lim [fod = [ire. 

如 果 岂 是 ( 防 R) 上 香 值 集 画 数 ) 岂 一 所 十 i Hs pa 分别 是 吕 的 实 部 、 
讶 部 ， 如 果 ty、 都 是 ( 己 到 上 带 符 号 测度 ， 就 称 久 为 ( 开 ， 现 ) 上 蓝 住 测 
度 ， 对 于 复 值 测 ' 旧 也 有 积分 要 念 , 这 里 不 拆 亏 录 . 

41， 济 度 的 全 连续 和 奇异 

定义 ” 设 ( 芒 , 到 是 可 测 空间 ，wt、5uo 是 < 了 XR) 下 两 个 带 符 写 测 庶 、， 妈 
洒 对 任何 Ee 天 , 且 上 ws (CE) 一 0 都 能 推出 6a(B 一 小 称 Ai 关于 pos 全 连续 ， 
记 为 向 冬 Us， 如 果 存 在 如 EE 好 ,县 || 一 9, 使 得 全 何 了 PER, Ra 一 瑟 ) 
一 0, 称 ju 甘于 As 是 奇异 的 .如 果 站 实 is 13 安 j4 同 时 成 亲 ; 称 jr 与 pa 等 
价 , 记 为 Ri 一 Ha。 

引 理 名 QD 如 果 Ad4 嫌 Po 那 末 [ad| 禄 Ha， 

《3) 如果 1 关于 ja 音 异 ; 那 末 | 各 | 关于 As 也 奇异 ， 


£0 第 一 芝 ， 训 测 落 数 、 可 训 货 三 福生 各 全 


《8) 各 | 困 吾 是 o- 代 获 , 1 关于 pvs 奇异 , 那 末 , ua 关于 各 也 奇异 . 

定理 器 ( 加 贝 格 ) 设 ( 卫 ， 了 是 可 测 空间 ，PAi、na 是 (XX, 县 ) 上 带 社 屿 
的 测度 则 jia 虞 可 分 解 汐 pa 一 ps 呈 p6 其 中 poe 之 pa 而 关于 gs 奇异. 

定 再 全 和] Redon-Nikodymy “ 没 ( 及 ;好 蚌 可 测 空 间 ，it4. pa 是 两 个 带 
| lss 均 为 oo- 有 有限 测度 )， 训 杂记 il 守 pps 那 未 必 
次 函数 了 对 性 何 百 E 驴 , 了 是 如 上 可 测 欧 数 ,并 使 得 


tCB)= {Ff dp, 


而 县, 了 关于 Jaz| 是 几乎 处 处 被 唯 - -确定 的 ， 即 如 果 又 有 半 使 上 上 式 成 立 ， 那 


林产 | 冯 | 夺 任何 百 E 亚 二 成 区。 


称 定 再 将 中 的 了 是 4 甘于 后 的 了 aderr NiEodym 导数, 记 为 
Ri 
rs 了 


存在 3 六 上 的 让 


福 述 


下 逢 部 分 将 介绍 泛 函 分 析 ， 泛 应 分 析 是 近代 分 析 数 学 的 基础 
性 分 支 ， 它 起 源 于 经 典 数 学 物理 中 的 变 分 问题 ,概括 了 经 典 分 析 、 
西数 论 中 某 些 重 要 梳 念 和 成 果 , 特别 是 这 些 领 域 中 的 代数 方法 .后 
来 又 受到 量子 物理 .现代 工程 技术 和 现代 力学 的 有 旋 推动 . 它 综合 
考 地 运用 分 析 的 、 代数 的 和 几何 的 观点 与 方法 , 研究 分 析 数 学 . 现 
代 物理 和 现代 工程 技术 中 提出 的 许多 问题 . 僵 微分 方程 论 .概率 论 
(特别 是 随机 过 程 理论 ) 以 及 计算 数学 的 某 些 方面 ， 由 于 运用 了 泛 
函 分 析 , 从 本 世纪 中 时 开始 获得 较 大 发 展 ， 现 在 , 泛 函 分 析 的 概念 
和 方法 已 经 渗透 到 现代 纯粹 与 应 用 数学 、 理 论 物理 及 现代 工程 技 
术 理论 前 许多 分 支 , 如 微分 方程 .积分 方程 、 福 率 论 . 计算 数学 . 量 
子 场 论 .统计 物理 抽象 调和 分 析 , 现代 控制 论 , 大 范围 微分 几何 、 
最 优化 等 , 泛 函 分 析 是 一 门 具有 很 强 的 综合 性 的 学 科 , 它 对 纯粹 和 和 
应 用 数学 的 影响 ， 好 象 本 世纪 初叶 集 论 对 后 来 数学 的 影响 那样 

泛 函 分 析 分 为 线性 涝 函 分 析 和 非 线 住 泛 函 分 析 两 大 部 分 、 线 
性 泛 枯 分 析 比 起 非 线 性 泛 函 分 析 来 说 要 成 熟 得 多 ,也 更 基本 一 些 . 
这 是 因为 数学 中 的 线性 问题 要 比 非 线性 问题 容易 研究 ， 人 们 已 经 
获得 大 量 的 研究 线性 问题 的 成 果 和 和 经验， 而 不 少 非 线性 问题 可 以 
先 做 一 次 近似 把 它 “ 线 性 化 ”, 从 质 获 得 的 线性 问题 的 结果 中 ,能 名 
得 到 原来 非 线性 问题 许多 重要 的 知识 和 信息 ， 这 就 很 自然 地 使 得 
线性 泛 函 分 析 先 取得 成 功 并 得 到 广泛 的 应 用 ， 线 住 泛 函 分 析 中 已 
经 形成 了 许多 既 在 理论 上 也 在 应 用 上 重要 的 分 支 ， 如 拓扑 线性 空 
间 理论 , 算 子 理论 、 算 于 代数 理论 、 广义 函数 论 及 算 子 半 群 等 ， 但 
是 , 非 线性 问题 和 线性 问题 有 着 本 质 的 区 别 , 随 着 认识 的 深入 , 开 
展 非 线性 问题 的 研究 在 数学 中 已 显得 越 来 越 重要 ， 相 信 非 线性 泛 
函 分 析 定 将 会 得 到 充分 地 发 展 . 

本 篇 将 主要 介绍 线性 泛 函 分 析 中 最 基本 的 一 些 知识 , 间 时 ,对 
非 线性 泛 函 分 析 的 初等 内 容 也 将 作 一 介绍 ， 
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二 引言 . 

极限 是 分 析 中 的 基本 概 您 ,新知 的 例子 如 数列 的 收 化 , 斋 数 列 
前 一 致 收 黎 和 (积分 ?平方 乎 询 收 伐 ， 复 两 数 谋 列 在 玉 面 上 滞 个 区 
下 中 内 六 一致 收 伍 等 等 ，: 汇 实 ,这些 重 要 的 收 伍 都 可 以 用 度 攻 室 
癌 中 按 距 离 收 分 的 概念 振 以 统一 

2. 距离 i 

定名 设 革 是 -一个 非 空 的 什 , pC， 路 大 定义 在 芝士 前 区 元 
项 数 , 如 香洲 中 

(i pig 入 六 0 pt 拉 一 0 当 且 仅 当 名 一 沪 

CD) 三 角 不 等 式 ; 对 任何 sy, x 盛 芋 ， 

Pt， HW Eps, DHFply, 2, (4.1) 

都 来 称 p 是 证 上 的 距离 ，pf2, 丰 赴 和 9 的 距离 . CX; [En 
是 上 度量 空间 或 距离 空间 ， 蕊 中 的 元 王 称 尖 点 ， - | 

时 上 距 郊 的 性 质 人 、 (可 以 锥 出 工 离 还 共和 有 对 称 性 ， 

人 iD 《对称 性 ) 对 任何 %, yE ,pz 9) 一 py, 0). 

事实 上 ,在 (说 中 特别 取 z=w, 基 利用 也 就 得 到 


Pts, Y) p(y, w), 人 
但 w 9y 都 是 任意 的 ,在 习 .) 中 本 换 w%、 yg 的 地 位 ， 又 得 避 - 
ply, 2) Eply, W), .3 


寻 合 入. 人 9 和. 两 式 , 就 得 到 Gii). 
， 虹 离 的 性 质 4) 相当 于 平面 几 人 每 中 的 三 角 束 疝 过 之 和 大于 第 
三 边 。 类 似 地 , 在 距 岚 空间 中 还 有 两 边 之 差 小 于 第 三 进 的 术 葡 式 ; 


者 主 “ 庆 得 空间 中 时 板 限 [4 
(vy) 对 任何 2, gy, zE 及 |p, 纹 -Pl Dpl, 分; 
事实 上 ,由 红 : 二 得 到 


pw, WD)—ply, 2 Ep(Y, 四 (CL.4) 
再 将 上 式 中 的 yy.z 互 换 , 又 得 到 
pw, 2) —ptlw, p(y, vy), 1.4 


担 t 的 一 pf 办; 从 二 . 忽 、 居 .4 立即 得 到 [iY). 

例 1 设 革 一 民 [ 注 ] ,对 任何 两 个 实数 #95ER, 规 定 p(2,2) 一 
ls—y|, 易 知 p 是 了 上 的 汇 高 它 式 是 通常 的 两 个 实数 全 多 之 间 
的 距离 . 

- 例 忠 仍 设 互 一 民 ， 对 任何 尊 个 实数 由 ER, 当 z 一 y 时 , 规 
内 pe 扩 一 0; 当 了 时 ， 规 定 Pt 轨 一 工 也 容易 验证 pi 是 
半 上 的 距离 . | 

例 t 和 例 2 中 的 度量 空间 (区, p).《 证 , po 中 ， 尽管 它们 的 了 
者 是 岗 一 个 集 ,但 距离 不 同 , 廊 以 它们 是 相同 的 度量 空间 . 

3. 极限 

定义 设 (T， 由 是 度 节 : 空间 , {24} 是 下 中 一 列 点 , 如 时 存在 
汉 入 ,使 得 

lim P lon, 加 =0, (4.5) 
那 未 称 {z 疲 雍 于 多， 志 作 lim 2 一 外， 或 or ”入 草 称 {wr} 是 
收效 点 列 , 二 是 { 的 极限 . 

定理 设 (z, p) 是 度量 空间 ， 下 列 命题 成 立 ; 

{1} (极限 的 唯一 性 ) 收银 点 列 的 极限 是 唯一 的 ， 

(3) 《距离 前 二 泡 连 续 性 ). -如果 lim oo 一 多 lim y,— y; 屠 末 

lim pl, yn = pw, 的。 二. 

证 明 (DD 设 fa 是 一 个 点 列 ， 对 任何 YE 互 , 由 距离 的 

性 质 GD 和 全 1 立即 得 到 
P(g, WD plio, 二 十 pf 的 (1.0) 


“[ 注 ] 内 次 示 诺 数 域 
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如 果 {zs} 既 收 证 于 zj, 又 收 敦 于 那 末 在 亿 .7) 中 令 9 >co 立即 
得 到 pfze, 纹 丢 0， 再 根据 距离 的 性 质 的 就 得 到 wm 一 扩 
(2 根据 蝶 离 的 性 质 (iv)， 
ae 一 po ) | 1p (wn, Yn) ~ plo, 的 | 
十 |pfaw 0D —ptw, | 
plyn, +plm, W), (1.8) 
再 令 2->oo, 由 信 .9) 立 即 就 得 到 代 .6)， 证 毕 ， 
生子 空间 
设 ( 卫 , 各 是 放量 空间 , 开 是 互 的 非 空子 集 ， 显 然 , 把 p 限制 
在 型 上，p 也 是 型 上 的 一 个 距离 ， 央 而 (2 p) 是 度量 空间 ， 称 
CMH, 户 是 ( 玉 , p) 的 子 空间 . 
5. 例 
举 儿 个 常 抑 的 度量 空间 的 例子 ， 
例 3S 《空间 0" 和 如") 设 王 是 自然 数 , Or 一 Ti，…， 和 | 洛 
ECL 广 ],， = 了 2 PR， 对 0 中 任何 两 点 = (21 ,二 
(的 ，-… 9， 规定 


po P= (Ble yl ， (1.9) 


显然 , p 满足 距离 的 性 质 旨 , 因此 , 划 证 明 p 是 0? 上 距离 , 只 要 证 
明 p 满 是 性 质 (ii) 即 可 .事实 上 , 利用 Cauchy 不 等 式 ， 


Be < (Bl) Ba), 
立即 得 到 
tb 
~ tT, 
(act < 二 +( 安 | a 特别 ,对 ~ (pu … 


Tn) 一 Co 本 yn) ,>= 《21， ” ys 取 抽 = 一 2 BO 就 ， 
[ 往 】 所 表示 旭 数 城 。 
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ee 全 ma -人 (TF re) ‘ 
< 


一 站 2， 坟 十 户 霹 ， 汶 、 

称 CO*, 户 为 nn 维 复 Euolid 空间 , 管 记 为 007". 

同样 , 在 站 二 人 wr，… | 在 民 ， 二 I，2，…:，#} 中 仍 按 
外. 多 式 规 定 p， 易 知 CEB", 站 是 度量 空间 ， 称 为 和 维 实 Euclid 宝 
辣 , 简 记 为 可". 

设 4 一 (0 中， 是 nn 维 ( 实 或 复 ) Euelid 空间 中 一 
列 点 ,二 = 《ob 9 是 另 一 个 点 , 因为 对 任何 并 = 二 2 

(oo | po, WD EN nm max [a |, $=1, 2, + %, 


由 此 可 知 te 按 距 离 收 仑 于 vw 的 充 要 条 件 就 是 通常 的 点 列 {02 中) 
按 每 个 坐标 政 敏 于 m. 
例 和 (空间 Ri 在 实数 域 尺 上 , 对 任何 %*, YER, 规定 


pl%, ) — TT. (1.10) 
”显然 ，p 满足 距离 的 性 质 ()， 人 事 
实 上 ,因为 [0，o0) 上 的 函数 p(w) = 是 单调 增加 的 ， 所 以 对 


Ts 
任何 &, ER 由 | 二 zisle| 十 15 而 得 到 
Exam < [el 十 |8| 
Tc+aBal “ITie| 二 | 
la 二 | 
”TFTelTHET TFIel+FTeF 
EA el 


TrIaT 工 十 | 站” (1.11) 
因 内 ,对 任何 出 9, 2 已 距 ， 取 4 一 4 一 2 而 一 2 一 坟 ， 由 侍 .1I1) 就 得 到 
i 一 2] 位 一 引 | 

Pto 9) = J ~ i+- + Trey] 


一 Pt D+py, 2), 
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即 (R, 由 是 度量 空间 , 简 记 为 及 i. 

显然 ， 忌 ;中 .一列 点 {a} 撤 距 离 收 敏 于 ze 的 充 要 条 件 就 是 通 
常 的 实数 列 {2,} 收 敏 于 mw， 但 及 和 瑟 是 两 个 不 同 的 度量 空间 ， 
应 注意 , 在 加 中 任何 两 点 we. yy 的 距离 pl%, 几 < 工 

例 5 (空间 CO*[a, 8]) 设 训 是非 负 整 数 ,0*[a, 了 ] 是 [a, 本 
上 具有 上 阶 连续 导 画 数 的 还 数 全 体 ,对 任何 20),y (0 EO*[a, 及 ]， 
规定 

plE, max x TA | 的- |. 


容易 证 明 p 是 Ox[a， a1.1: 的 距离 简 记 度 景 空间 (0O*[&, 81, 户 ) 为 
cr[e, 8]， 特 别 ,度量 空间 Ce[e, 纪 常 进一步 简 记 为 OLa, 态 . 

显然 ,O*[a, 可 上 点 列 fz 鸣 } 按 距 离 收 化 于 4(D 的 充 要 条 件 
是 {gD} 成 及 它们 的 前 天 济 导 函数 序列 分 别 一 致 收 合 于 %$ 提 以 
及 入 应 的 前 下 阶 导 函数 . 

例 6 《空间 六) 设 态 是 实数 列 (或 复数 列 ) {zj 全 体 ， 称 
是 号 空间 中 点 = fm 的 第 + 个 坐标 、 对 任何 4 fo y= {yo} 一 
ES, 规定 加 - 


sa 1 [@— | 
Ppl, 0 之 Br TF wT 
易 知 p 满足 距离 的 性 质 ( 池 ， 今 证 pp 满足 距离 性 质 ( 让 ， 事实 上 ， 
仿 例 和 有 . 


Sl | 一 咏 | - 
Po 的 一 = 袜 - 宁 Tt 4 Ze"— gs| 


1 1 i 1 1 
< 全 本 Te + 诗风 T 
一 Pt 2 +oty, 2), 
简 记 度量 空间 改 , 生 为 入. 
现在 证 明 8$ 中 点 列 按 距离 收 敏 的 光 要 条 件 是 得 个 坐标 收 化 ， 
设 8 中 点 殉 {9} 政 敏 于 四 记 w= oh， 2 0 w= 
{mj}, 因此 


DE — pr| 


Ey 
pl 站 2) 一 袜 杞 玄 1 lef 
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显然 , 对 每 个 给 定 的 自然 数 也 
1 ,|s | fa | 
Ta Pe ®), (1.12) 
因 进 ， 如 果 {2 按 距 离 收 仑 于 %， 于 末 从 叶 -13) 立即 可 以 推出 
ze 的 第 了 个 华 标 收 仑 于 zw 的 第 名 个 从 标 。 反 之 ,假设 39 的 冬 个 
此 标 都 收 伐 卫 4 的 相应 些 标 , 即 lim 二 一 4 ，2,，…)， 这 时 ， 
对 任何 # 六 0, 必 存在 Vo, 使 得 | 
= 8 

而 对 于 每 个 = 二 3,…， No 一 4, 必 在 在 蚤 |, 当 加 > 六 时， 

lz 名 一 圳 一 到， 


仿 请 一 max (i …， Wy) 斯 末 当 > 时， 


5 
Ra om-al Xl FB ,sg 
下 er = -一 -一 - pe 
语 了 Tre-o 六 
3 


因此 , 当天 > 时 ， 
No=l Ea A hy 
pan, 四 =( 六 十 驴 ) 训 了 Za, 

迎 即 lim po, w) =0., 

例 ? (空间 .oz) 该. 是 单位 辐 1z|<t 内 解析 函数 全 休 ， 
对 任何 了 (2)， g(t E74, 规定 

Sl max 他 的 一 9 的 | 
Pf Tg: 

类 似 于 例 6, 可 以 证 明 (a7, 由 是 度量 空间 , 简 记 它 为 x. 

利用 解析 西数 的 好 大 模 原 理 以 及 一 在 [9，oo) 上 单调 增 
加, 易 知 of 中 点 询 {f(D} 按 距 换 收 却 子 Go) 的 完 要 条 件 就 是 通 
党 的 解析 函数 序列 【PC)} 在 jz|< 工 中 由 闭 一 致 收 伍 于 Po 

例 8 (空间 0"[e, 林 ) 设 O"[e, 中 是 [a, 下 上 无 限 次 训 微 
函数 全 体 ， 对 任何 了 6)，9 的 所 Or[w 可 ,规定 
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易 知 (Oo [6 列 , 由 是 麻 瘟 空间 , 简 记 为 C7[o, 人 Or Te， 的 
中 点 列 忒 产 人 二] 按 距 离 收 笋 玉 廊 直 的 充 要 条 件 是 对 任何 非 负 整 数 
下 在 [te, 上 一 致 收 化 于 六 (二 
例 98 《空间 SC(E,， 9)) 设 上 是 n 维 空间 上 的 Lebesgue- 
Stieltjss 测度 , 召 是 可 测 集 ,jC 如) 过 0，5( 玉 , 记 是 忻 上 可 测 函 
数 全 体 《 当 两 个 函数 美 于 点 几乎 处 姓 相等 时 , 袖 为 同一 个 函数 ), 对 
任何 9ES(B, jw) ,规定 


|f (82) 一 9(z) | 
pf D | HRT ET 双人. 


( 自 于 二 半生 和 <1，k(B) < co， 所 以 上 而 积分 是 存在 
的 ，) 易 知 (SC 如, 4), Pp) 是 度量 科 间 , 简 记 为 S(B, 1). 


现在 来 证 明 访 (如 ，) 上 点 列 ftw)} 按 四 离 收 语 于 了 (w) 的 
充 要 条 件 其 通常 的 {( 加 } 在 加 上 关于 名 度量 收敛 于 f( 力 ， 事 实 
上 ， 如 果 在 了 瑟 上 度量 收 敦 于 了 那 末 1 六 一 j 度量 收敛 于 


易 知 对 任何 o>0， 
| In) fm)] 
Le f (2) |>0} ai + 1j(s) — Fw)| EY 


»—f| [hs (2) 一 ftw) | < 
从 而 二 二 | | 话 呈 收 生 于 0, 又 由 于 于 pe FT 
由 度量 收敛 的 有 界 控 制 收 敏 定理 立即 知道 lim p(f, 放 一 0, 反之 ， 


如 果 lim p( 记 , 让 一 0, 闭 末 对 和 任何 o>0, 由 于 


[ft) 一 Fe 
PC 请 ) 沁 Ra 工 十 大 (m5 一 Fo | dr tn) 


于 


人 (8(| 记 一 用 >>o))， 
直上 式 立 即 得 到 im mr 人 (至 (| 六 一 用 >o) 一 山 即 {A 在 至 上 度 最 
收 敏 于 玫 
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鲍 芭 (空间 了 (如 ，j) (0<p<D) 设 ( 于 ， 琵 ， 放 是 测度 
空间 , 召 是 可 测 集 ， 瑟 (好 岂 ) 一 {ff 在 如 上 可 测 ，[fl? 可 积 } (在 
Lr 加， 中 关于 所 两 个 几乎 姓 处 相等 的 阔 数 视 为 同一 个 函数 )， 
对 任何 六 9€ 9?( 加 , 凡 ) ,规定 


pf D=) ,lf ~g(0) dnle). (1.18) 


首先 说 明 上 式 右 边 积分 存在 ; 事实 上 ,对 任何 两 个 不 同时 为 零 的 数 
5 如 (并 且 不 妨 人 很 设 18| 衬 [sa|) 以 及 1>p>0，, 


latblre lel +18))?=15l Qr) 
<|5 Ctl) ll (+ le) 


jel Bls. 
一 | 如 1? 十 1al’, 
因此 对 任何 六 2)、g(2), 总 有 
fie) ~ glo) re | Fl2) 1? + | gCw) 17, (1.14) 


( 当 f(@) 一 gla) =0 时 ,显然 上 式 仍 成 立 )， 由 假设 |f(e) ?二 
ig | 是 召 上 可 积 函数 , 而 f(z) 9(2) 是 可 测 画 数 ,所 以 |f(2) 
一 g(w) | 是 如 上 可 积 函数 ， 

显然 ，(L.18) 所 规定 的 p 满足 距离 的 性 质 (了 而 对 任何 所 
9, hE ITA, 由， 分 别 用 了 一 入 9- 天 代 韦 人 -19) 中 忆 9, 立即 得 
到 

p(F 及 一 | CD Bo)) ~ (9 C8) hm)) pir(w) 
< aw) fap) 


+ | RD -ya 人) 
=p(f, +ptg, A, 
因此 ，(Z2CB， 风 ),，p) (0<p 忆 1 是 度量 空间 , 简 记 为 I?CB, jp) (0 
“Ppl. 
作为 本 节 的 结束 , 我 们 指出 : 对 于 一 个 非 空 的 集 全 ,从 原则 了 于 
说 ， 在 娃 上 可 随心 所 谷地 引入 不 离 p (内 要 满足 距离 的 性 质 全 ， 
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(0D), 访 能 使 得 (4, p) 成 为 度量 空间 ， 但 这 样 做 不 见得 在 什么 意 
义 ,， 有 意义 的 是 根据 所 研究 的 问题 的 需要 , 在 适当 选取 的 集 对 上 
引入 适当 的 距离 , 这 样 才能 有 的 放 矢 . . 
今后 ,为 手 述 简单 起 见 ， 常用 “于 是 度量 空间 ”来 代替 “( 王 ,p) 
是 度量 空间 ”. 
避 是 


1. 设 (X, 由 是 度 景 空间 ,fen {yo} 分 别 收效 于 六 纺 证 明 
lim iim PlEn Y= Mim Him pxas 26 一 Pfz WD. 


2. 设 下 是 非 空 有 限 集 ， pt, 证 是 总 上 的 两 个 上 距离， 证明: zo} 技 所 收 
化 十 < 的 这 要 条 件 是 fr 中 按 户 路 雍 于 x。 

3. 设 互 定 非 室 的 集 , 认 \ 记 是 问 上 的 两 个 距离 ,并且 存在 两 个 正 数 中 
aog; 使 得 对 任何 到 多 E 总 3 和 四 Pi 的 22o 人 一 二 2 证 明 世 直 按 疡 收 你 
于 的 充 要 条 件 是 和 os} 按 pa 散 雍 于 5. ， 

4. 设 (X, 户 是 摩 量 空 间 ， 证 明 《入 pz) 也 是 度 景 空间 ,其 中 pilz, 的 = 
了 的 .YE 区 。 并 证 明 {zo 按 pr 收 化 于 的 充 要 条 件 是 foo} 按 
户 收 误 于 了 . 

5. 设 六 是 三 维 Euclid 空间 上 的 一 个 球面 ,规定 名 Ye X 的 pt, 奶 是 
通过 x、y 两 点 的 大 图 上 已 zy 为 端点 的 劣 弧 的 弧 长 ， 证 明 ( 芳 , 内 是 度量 空 
间 , 并 且 

Pr W Spb, WEF pl, 区 ， 

其 中 po 是 型 ( 见 例 的 上 的 距离 . 
6. 设 于 是 非 空 集 , pi、…、pn 都 是 五 上 的 距离 ， 对 丛 何 z, ye 开 规定 


btw, 到 Cepekt, #), 
Batw, = Max Pe, #), 
江 j 
A 办 = 训 EF AE DD), 
其 中 qd on 都 是 正常 数 ， 证明 各 在 一 二 3, 允 剖 是 世上 的 距离 ， 并且 到 
中 点 列 I 控 负 可. 启 中 之 一 收 合 于 zw 时, 必 接 另外 两 个 收 语 于 江 . 
了 是 度 景 空间 ， 河 每 个 六 信 一 2. 到 呆 点 列 {rn} 沼 全 -> 
DT 如 果 人 寺 悦 效 上 吃 那 末 人 和 1 2, “nb 2,… 注 中 
疡 有- -个 收 苞 于 2 的 子 点 列 ， | ' 
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§2 度量 线性 空间 和 赋 范 线性 空间 


证 《和 中 引入 了 度 景 空间 的 概念 ;. 用 度量 空间 中 接 距 敲 收 售 
统 --… 了 过 去 熟知 的 许多 收 人 敏 。 但 对 俘 析 数学 的 每 个 分 支 来 说 , 度 . 
量 空 间 这 个 概念 还 是 太 广 泛 。 在 通常 的 情况 下 ,， 记 涂 察 的 问题 中 
陈 了 有 收 店 .极限 外 , 在 所 研 完 的 对 象 之 间 还 有 某 种 代数 关系 , 邯 
下 中 的 元 索 之 国 还 存在 一 些 代数 结构 ,例如 支 或许 是 -- 个 群 .一 
个 环 、 一 个 域 、. 也 或 许 是 线性 空间 。 对 妖 性 泛 本 分 析 来 说 , 最 关心 
的 当然 是 达 为 组 性 空间 的 情况 、 下面 先 对 线性 空间 作 --: 扼要 问 
顾 , 然后 再 谈 在 线性 空间 上 如 箱 引 入 距离 .. 

i. 线性 空间 

用 和 从 表示 实数 域 或 复数 域 . 

定义 设 扎 是 一 非 至 集 ， 如 果 到 市 任何 两 个 元 素 之 间 可 定 
义 拥 法 运算 “2”， 抽 中 任何 元 央 和 三 中 任何 江 素 之 间 可 定义 数 
更 运算 “.… ,并 且 消 足下 列 条 件 : 

1. 过 英 于 十 成 为 变换 群 , 即 湾 足 : 

(TI) 对 任何 wyE 于 ,WE 至. 

(2) 《交换 律 )wy 一 y 十 (vw EE 及). 

(3) 《结合 律 ) (z 十 维 十 2 一 2 十 (十 2 (8 9 2 吾 ) 

(4) 存在 叭 -的 光 素 0 ( 称 它 是 案 元 素 )， 使 得 s 十 D0 一 ;对 一 
切 zzE 互 成 立 ， : 

(6) 对 任何 垂下， 存在 唯一 的 元 率 2， 司 得 w 于 2 一 0《 称 w 
是 “的 贡 元 束 , 记 为 一 和. : : .| : 

” 开 . 数 乘 运算 满足 
116) 对 任何 #4 以 及 任何 25E 及 ,4* .xzE 不 . 

人) 工 .9 一 2 

(8) 区 一 【CE yw. 

9) (a b) t= 十 一 oo- ， 
屠 末 称 (XY， 十，") 是 数 域 人 上 线性 空间 或 向 曹 空 间 , 线性 空间 由. 
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的 元 素 称 汐 点 ， 有 时 也 称 为 高 对 .如 果 从 是 实数 域 (复数 域 }， 由 
称 ( 瑟 ,， 十， 小 是 实 线性 空间 (复线 性 空间 )， 显然 , 每 个 复线 性 空 
间 必 是 实 线性 空间 ， 
为 了 简单 起 见 ， 今 后 常用 “了 是 线性 空间 ” 代 赫 ”“( 填 , *》 
基线 性 空间 ”, 并 且 简 记 数 乘 &'w 为 az， 
下 面 将 举 一 些 实例 (下 面 出 现 的 专用 符号 可 见 $ 1 出 8~10). 
例 T 在 O"CE") 上 规定 加 法 数 乘 如 下 ; 对 任何 (wm:，…'， zy. 
CW mo) EO CE), a EER), 
(i, ,nT a Yn) = Ci st ) 
TBs ,1) = CW, Han) 
易 知 CO 本) 是 线性 空间 ， 并 且 0 是 复线 性 空间 ，E" 是 实 线性 空 
间 . 
在 仿 上 规定 加 法 和 数 乘 如 下 ， 对 任何 {zx} {y,} ES aeE A 从， 
{tn} T {gn} = {gn}, 
a{wn} 一 {Awn}, 


(2.1) 


(2.2) 


身 知 8 是 线性 空间 . 
今后 如 无 特殊 昌明 ，O"( 百 .5 作为 线性 空间 讨 , 它们 上 而 的 
加 法 . 数 乘 运 算 总 是 分 别 按 (2 .1 、 人 .3 来 规定 
例如 设 互 是 非 空 的 集 ， 丈 (了 ) 是 互 上 一 切 有 限 荔 数 全 体 ， 
在 五 ( 卫 ) 上 规定 加 法 和 数 习 运 算 如 下 ， 对 任何 了 gE (XY) 以 及 
EAA, 
(f+ Cm) =) + oe), eC TH, (2.8) 
(@f) (2) = (2), wE XT. 
易 知 (下) 成 为 线性 空间 ， 对 于 定义 在 全 由 某 些 函 数 构 成 的 
线性 空间 , 通常 都 是 用 人 2.3) 来 规定 它 上 面 的 加 法 和 数 滋 运算 ， 据 
此 , $ 工 例 总 中 的 Czfe, 58], 例 7 中 的 .2 和 全 8 中 的 0"[a, 轨 等 
都 是 线性 空间 . ， 
如 果 ( 斑 , 屁 , j) 是 一个 测度 空间 , 百 是 可 浏 集 ， 夺 (如 , 中) 是 
定义 在 妃 上 的 可 测 函 数 全 体 ， 但 两 个 林 测 函数 几乎 处 处 相等 时 就 
视 为 同一 个 画 数 .在 于 ( 吾 上 上 规定 加 法 和 数 尼 运算 如 下 , 对 任 


#28 度量 厂 性 空间 和 研 范 线 性 空间 os 
和 何 太 gE 让 ( 加 , j) 以 及 &#E 人 A， 

(ft) (2) fe) + gL), 

(af) (%) Saf (2), 


易 知 其 ( 吾 , 由 成 为 线性 空间 ( 形 ( 召 ， 切 按 人 .分成 为 线性 空间 的 
严格 的 用 述 可 参见 本 节 例 8)， 由 某 些 可 测 函 数 记 成 的 线性 空间 
中 的 加 法 和 数 芭 运算 通常 都 用 (2. 和 ， 据 王 ,8 工 的 例 9 中 的 点 ( 召 ， 
有 以 及 例 10 中 的 如 (可 A00<2 鹤 本 等 都 是 线性 空间 ， 

注意 , 在 例 1、 3 中 所 提 到 的 红 中 例 8~ 世 的 各 类 线性 空间 ， 
OO", EB", wf, Orfa, b], Ola, 81], SER, gp), Jo EB, w) (Op 
所 了 等 , 当 我 们 把 它们 视 为 线性 空间 时 , 总 是 暂时 撤 开 它们 上 人 面 的 
虐 离 而 揪 的 . 

线性 于 空间 设 工 是 线性 空间 互 的 子 集 , 如 果 上 对 至 上 的 
线性 运算 封闭 ， 也 就 是 说 ， 对 任何 wyED 以 及 mm BE 从 ， 必 有 
oz 十 By EI, 则 称 工 是 于 的 线性 子 空间 ,简称 为 子 空间 . 

显然 ,线性 空间 的 尾 候 线 往 子 室 间 本 身 也 是 一个 线性 空间 , 另 
外 ， 线 性 空间 总 本 身 以 及 仅 会 零 间 量 的 集 {0} 都 是 互 的 线性 子 
空间 ， 这 两 个 子 室 间 称 为 互 的 平凡 和子 空 间 . 

设 在 是 线性 空间 总 的 子 集 , 显然 集 


和 (3.4) 


= {yy a, CA, = 1, 2 


是 到 的 线性 子 空 间 , 称 型 是 由 和 4 张 成 的 线性 子 空间 ,出 称 为 在 
的 线性 包 . 记 卉 为 span4d， 读者 可 以 证 明 apan 4 就 是 一 切 包 
会 4 的 线性 子 空 间 的 交集 (或 者 说 是 包 人 洛 4 的 最 小 线性 子 空间 )， 

线性 相关 和 线性 无 关 设 革 是 线 件 空间 ,对 一 组 向 便 由 …、 
vm, 如 果 存 在 入 中 不 全 为 区 的 个 数 中 .om 使 得 

Ed 十 Catg 十 -十 Wandn 一 个 ， 

那 末 区 wj、-…. 2 线性 祖 关 i 如 果 zz1、…… % 不 是 线性 相关 的 ,就 称 
i 线性 无 闫 . 

易 知 , 如 果 4、…、ws 中 售 有 一 个 零 向 量 , 那 末 它们 必 线 性 相 
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其， 而 2。…、2o 线性 无 美的 弃 要 人 条 人 是 合 得 cai 十 oo 下 
成 立 的 数 o,… om 必定 是 名 二 0 一 … 二 %, 一 0, 

. 钱 性 基 CHamel 基 ) 设 磋 是 线性 空 同 ， 和 是 下 前 一 个 子 
集 , 如果 4 中 任何 有 限 个 向 量 都 是 线性 无 闫 和 的， 就 称 4 是 线性 无 
关 集 。 如 果 4 是 下 的 一 个 鳅 性 无 关 信 ,并 匡 半 任何 排 零 问 量 wE 
了 , 必 看 在 4 中 有 限 个 向 量 三 、…, wm 以 及 让 中 有 限 个 数 oa、…、 
en 使 得 1 


一 p> ipt 


那 来 称 4 是 五 的 线性 基 , 义 称 汶 Hamel 基 ， 

显然 , 如 果 刀 是 芋 的 线性 基 , 则 对 任何 oE 工 , 必 崔 一 地 存在 
oa 全 和 夺 和 全 不 为 怪 的 数 o0,…, os EE 办, 企 得 # wl a. 
每 个 zE 下 , 必 可 用 妇 4 中 有 限 个 麻 量 的 线性 组 合 业 表示 . 

用 orn 引 理 可 以 证 明 ; 性 何 线性 空间 中 必 奉 在 竹 性 基 ，{ 泛 
范 分 棉 中 有 些 定理 要 用 Zorn 引 理 来 证 归 ， 用 的 方式 本 质 上 是 一 
样 的 ， 在 第 五 章 $2 的 泛 丽 延 哲 定理 的 证 天 中 将 完整 地 给 出 应 用 
Zorn 引 理 的 方法 , 它 可 以 视 为 一 全 典型, ) 

维 数 在 集 的 攻 论 中 有 如 下 一 个 臣 本 结果 . 设 {A, 了 蚌 有 限 信 
或 可 列 个 集 , 如果 其 中 每 个 集 的 款 不 起 过 无 跟 搜 a, 则 ED 利 


用 这 个 事实 , 可 以 引入 线性 空间 的 维 数 概念 ，。 为 此 先 证 明 ， 
定理 1 设 六 是 线性 空间 , 4. 召 剖 是 苹 的 线性 此 , 那 来 = 


E. . 

证明 (1) 先 假设 4 是 有 限 的 ， 即 有 自然 数 %, 人 = 因而 
和 4 一 {pi 2} 今 证 吾 <4， 在 BB 中 任 取 上 个 向 量 7 Yr 
因为 4 是 线性 丰 , 所 以 


y= DY on, wi 负 ， & 一 工 ， 2， 0 j=1, 2, "yy E. 
假设 下 >%， 由 于 天 xx 关上 矩阵 fa 的 秩 最 多 是 呈 因而 存在 不 侠 为 堆 
的 数 为 E 人 (j 一 1, 2 …, 丰 , 使 得 六 hy 一 0， 这 与 如 是 站 (从 商 
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基线 性 无 关 焦 } 相 予 古 。 所 以 只 Rs， 也 是 肪 ， …， 听 是 在 
中 任意 起 的 ,因而 < 
.对调 A4.B 的 季 位 , 又 可 得 刊 了 了 >A, 从 而 训 = 有 及. 

(2) 假设 4 是 泡 限 集 ， 即 4 六 和 No， 令 4 一 fo|XE Ad，B= 
fy|4EAD, 基 中 A、AL' 都 是 操 标 集 , 一 4, 页 :元 , 今 证 如 = 于. 
如 果 不 对 , 不 妨 设 再 > 4> Su. 央 为 旦 是 基 , 记忆 对 任 衔 及 E44, 叭 
”一 地 存在 Ha Hg EA 积 爹 不 为 零 的 数 oo =， Wx 

扎 从 ,使 得 


各 一 名 Cc)s (2 .5) 


称 pw()、…p( 和 是 色 所 涉及 的 指标 ， 对 任何 自然 数 加 44 中 仅 
涉及 4 中 不 个 失 栋 的 名 的 全 体 记 为 4; (对 某 些 有 可 能 是 空 
集 ) 显然 , 4 一 As， 其 用 A 一 1 2,…)。 令 虚 是 - 切 
妈 中 间 量 六 所 涉 大 的 指 后 合体 ， 沁 do= 癌 必 ， 改 便 是 到 个 与 
4 等 势 的 集 的 和 集 的 子 集 ， 由 上 上 而 关于 装 的 结 染 ， 耿 <， 震 对 
如 = 口 必用 芝 的 结果 ,就 得 河 也 < 本 

显然 ， 为 了 证 骨 节 < 开 ,只 从 证 明 如 一 水 即 可 ， 如果 如 


4 风 必 在 在 吕 入 村 玉 仁 44 因为 本 是 线性 基 ， 奔 以 叭 :汇丰 在 
和 和 以 政 全 全力 堆 的 数 B … 岂 后 杂 , 俩 得 


a Bor. (2.6) 


根据 避 .5， 每 个 又 必 可 用 指标 落 在 :do 中 的 吾 下 某 有 限 个 
ep 才 示 ， 共 人 ,的 可 知 且 也 过 以 用 沸 标 落 在 如 中 的 基 有 限 个 
中 生 量 表示 , 这 与 B 是 线性 无 交集 机 矛盾 . 
出 此 得 到 可 :- =A" 证 些 . 
线 手 空 间 到 中 线性 基 的 势 称 为 王 能 维 数 , 记 为 dim 及 .. 
” 贱 性 同 态 己 线性 同 构 ” 设 五. 了 是 洛 域 六 上 丙 个 线性 空间 ， 
9 是 站-3Y 的 上 映射。 如 洒 对 任何 wy, 四 所 下 和 瑟 生 入, 都 有 


3 第 四 章 庚 是 空 乓 * 
PART ro) = Np lw) + wp mo) LE], 

称 p 是 并 到 了 的 线性 同 态 ， 并 且 称 集 - 矿 (办 一 世 |p( 四 = 人 时 是 
P 的 零 空间 , 或 者 称 为 8 的 核 ， 有 时. 信 [p) 也 记 为 ker pg， 显然 ， 
Ng) 是 到 的 线性 子 空间 ， 特 草 ， 如果? 还 是 于 -> 了 上 的 双 射 ， 
那 末 称 p 是 互 -> 六 的 线性 同 构 ( 映 射 ). 

显然 ， 开 -> 的 线性 同 态 Y 是 线性 同 梅 的 充 暑 条 件 是 家 (9) 
了, 并且 kerp= {0}，” 当 是 了 ->Y 的 线性 同 构 时 , 道 映 射 9: 
必 是 了 一 于 的 线性 同 构 . 

设 互 、 是 数 域 入 上 两 个 线性 空间 ， 如 果 存 在 一 个 下 > 了 
的 线性 同 构 g, 那 末 称 五 、 了 同性 同 物 ， 从 代数 的 观点 来 看 , 两 个 
线性 同 构 的 线性 空间 实质 上 具有 相同 的 代数 结构 ， 因 此 在 很 多 场 
合 , 党 把 线性 同 构 的 两 个 线性 空间 视 为 同一 线性 空间 . 

定理 2 两 个 同 为 实 或 复 的 线性 空间 芝 和 了 是 线性 同 物 的 
充 要 条 件 是 它们 的 维 数 想 同 . 

证 明 ”必要 性 ”假设 互 和 了 是 线性 同 构 的 ， 是 实现 天 -> 
了 的 一 个 线性 同 构 ， 令 44 是 下 的 线性 基 , PD=p(A) (pg(4)= 
fp(w)]w€ A4})， 显然 和 =9( 有 0 一 号 ， 因 此 只 权证 明 是 了 的 线 
性 基 即 可 ， 事 实 上 ， 对 任何 gyE 工 , 记 g-1(9) =w, 于 是 ， 存在 wi 
使 得 


sD am. (2.7) 


由 (2.) 易 知 yp(%) 一 祝 mp(z) 


但 glw?) EBG=1 2,…, 0), 节 可 用 如 中 有 限 个 向 量 的 线性 给 
合 来 表示 .又 因 4 是 六 的 线性 无 关 集 , 易 知 B 是 了 的 线性 无 关 
集 , 因而 如 是 二 的 线性 基 , 
充分 性 ” 设 44. 吾 分 别 是 对、 了 的 线性 基 ， 因为 也 一 dim 于 ~ 
dim 了 一 宇 ， 所 以 存在 4 到 8B 的 双 射 加 . 现 将 轴线 性 地 延 拓 到 
【和 注 ] 严格 地 说 ，?2 (1) 十 1 元 (2) 中 的 数 泄 运算 和 加 法 运算 是 指 空 间 革 上 的 运 


鞭 , 这 里 我 们 切 用 了 和 空间 壮 上 的 获 去 和 和 加 法 一 样 的 符 寻 ,相依 不 致 引起 
读者 的 混淆 ， 


Bebe 


2 度量 线性 宝 间 生硬 范 线 性 空间 $68 
上 土 ; 对 任何 2E 点 ， 必 瞧 六 地 存在 2 pp， Wy 蕊 4 以 及 全 个 为 办 
的 数 ai， 5 ok 六 如， 便 得 辫 一 Siow, 规定 


Wo) 一 名 wdoceo， (2.8) 


显然 , 多 (内 = 马 , 由 是 碳 的 延 振 , 并 且 容 易 证 明 由 就 是 了 -> 了 的 
线性 同 移 . 证 尘 . | 
有 限 维 线 性 空间 设 于, 是 m 维 线性 空间，fezi，…， 克 上 是 
间 。 前 一 个 线性 基 , 易 知 每 个 红 型 必 有 可 唯一 肛 表 小 成 
钊 于 入 玫 [和 了 
《其 中 可 能 某 些 入 一 全 ， 称 数组 Cn，…，?) 沪 和 关于 基 {1 ya 
的 生 标 ， 引 入 映射 
Pp: OH 
易 知 是 型, 到 mn 维 空间 C0"( 当 六 ,是 复 空 间 ) 或 到 ( 当 型 ,是 实 
空间 ) 的 线性 同 构 . 
根据 线 手 同 构 的 两 个 线性 空间 可 视 为 同 -- 线 性 空间 的 道理 ， 
可 以 将 尾 何 mn 维 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 视 为 做 性 空间 如 "(或 0), 
在 下 或 节 中 , 河 量 族 | | 
ei= (1, 0, 0, -…, 0), 
ea= CO, 1, 0, », D), 


让 


to 一 《0O, 0, 0, "+, 1) 
是 一 个 线性 基 、 常 称 为 标准 基 . 

例 8 设 卫 是 多 项 式 p(w) 全 体 按照 通常 的 线性 运算 所 成 的 
线性 空间 ， 如 果 4 表示 函数 集 {|% 一 0, 工 2,…-}, 球 末 万 是 了 
的 线性 基 . 

例 & 区 间 [e, 妇 上 有 界 孟 数 全 体 Bia, 按 腿 道 常 的 函数 
的 加 法 以 及 函数 与 数 的 乘法 成 为 线性 空间 ， 令 至 表示 区 亲 


[a 揣 ，w<E<b 的 等 征 表 数 rwa(,) 全 体 ， 显然 HCBfw 5]. 


令 碌 是 区 间 [4, 如 上 的 左 方 连续 揭 阶 如 函数 全 体 ， 那 末 3pan 4 一 
了 
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例 妆 设 廿 [一 yw 个 党 
系数 线 姓 常 被 分 方程 ， 设 对 是 方程 荆 [ 旭 一 9 的 艇 全体 ， 各 车 于 
是 线性 空间 , 击 引 是 于 给 空间 

设 1 2 一 工 2，…， 关 是 适合 初始 花 件 

y= 0 1 …， 到 一 工 
《一 2 | 

的 基本 解 扔 (其 中 当 多 =? 时 64w 一 1, 否则 654w 一 0D, 闭 末 {8 …*， 
yo 中 成 为 着 的 一 组 线性 基 ， 

例 @ 在 线性 空间 有 ( 见 例 二 后 面 ) 中 ， 令 如 才 示 所 有 第 一 个 
分 量 为 0 的 向 晤 全体: . ， 
So= {zj = 一 (0， 和 1 迪 py 上 
不 叭 验证 5 是 SS 的 一 个 线性 子 空间 . 

辐 定 和 白 然 数 5, SS 中 形 如 

(v1 +, ps 0, O, »*) 

“ 自 第 十 1 个 分 量 丰 以 启 一 切 分 量 都 是 堆 ) 的 向 景 全 体 构 成 驴 的 
线性 子 空间 , 并 且 它 和 大 维 线性 空间 C0? 或 EX( 祝 访 是 复 或 实 空间 
认定 )》 线性 同 构 ， 我 们 可 以 用 这 种 办 法 把 有 限 维 线性 空间 “安装 ” 
到 可 列 无 限 维 室 间 六 中 去 ， 

将 来 还 将 涉 玉 到 线 任 空间 中 一 些 其它 概 念 ， 这 里 水 拟 一 一 艇 
六 | 

号 ， 度 看 线性 空间 . 

线性 空间 匹 疑 是 线性 泛 阴 分 析 的 代数 基础 出 发 点 、 但 是 , 还 
必须 在 线性 空间 上 划 入 拓扑 竺 构 ( 极 限 和 结构)， 并 耳 使 得 代数 颖 构 
中 的 加 法 运算 和 数 苹 运 算 在 极限 结构 下 是 诺 续 的 ， 这 样 首 真 正成 
为 线性 泛 画 分 析 征 出发点。 如 果 极 限 是 用 距离 给 汕 的 , 即 是 记 谓 
度量 线性 空间 .， 这 时 不 拟 箔 出 一 般 的 度量 线性 空间 (因为 在 本 章 
中 还 要 介绍 更 为 … 般 的 拓扑 线性 空间 概念 ), 而 只 给 出 常用 的 两 个 
特 丈 的 度量 线性 空间 , 即 赋 准 范 线性 空间 和 赋 范 线性 空间 . 

3， 赋 准 范 线 性 空间 和 赋 范 线性 空间 

今后 我 们 总 根据 数 域 外 是 实 的 或 复 的 , 视 入 为 度量 空间 配 
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或 

定义 设 卫 是 数 域 入 上 线性 空间 ,上 | 是 瑟 到 实数 开 民 的 
映射 对 任何 tn 一 1 2,…)) WEEI, ca 1 二 %E 
和 ,如 果 注 中 

(1 210 和 | 圳 一 0 当 且 仅 当 w=0; 

(2 (三 角 不 等 式 ) |z 二 yl<1el 十 | 

(8) [| 一 1sh, 并且 Tomlowel 一 0，lim [aws| 一 0， 屠 末 称 
上 是 荆 上 的 准 范 教 ，bwz1 是 2 的 淮 范 数 . 如 果 条 人 忻 (3) 接 成 对 
任 倘 wwE 六 , EAA; 

(4) (绝对 一 次 齐 性 jam| = fa 由， 
那 未 称 1:1 是 了 上 的 范 数 , 1% 上 是 x 的 范 数 . 

如 果 线 性 空间 于 上 赋 以 准 范 数 《或 范 数 ) -| ， 那 未 称 ( 节 ， 
上 上 是 屿 准 范 线性 宝 间 (或 野 范 绕 性 空间 ), 

显然 ,条件 (成立 时 , 条件 (8) 也 必 成 立 ， 因 而 范 数 沁 是 准 范 
数 ， 

定理 3 设 之 是 同 准 落 上 1 的 钱 性 空间 ， 那 求 对 任何 w, 3 疙 
于 ,规定 pw, 四 二 jz 一 y| 时, PP 基 到 上 的 距离 ,并 是 满 足 

CD 《平移 不 变性 ) 对 任何 YE XX,pGD = p(s 一 yy, 人 0, 

(vi 《连续 性 ) 对 任何 = 了 ,2,0) ,GE 人 ,20m 一 4 3, 

5EX， 如 果 lanm 一 由 Bn eno 闭 玉 lin p 《ew 0})= 

0, lim plam, O) =0. 


反之 ， 设 5 是 线性 空间 了 上 的 此 高 ， 并 有 目 满足 CY),， (vi), 即 
果 对 任何 zE 才 ,规定 lz 一 pf， 的 ， 那 末 | -| 必 是 蔷 上 的 准 范 
数 . 

证 明 设 | :| 是 下 上 的 准 范 数 ， 当 规定 pfe, Dz 一 y| 时 ， 
显然 让 准 范 数 的 性 质 (1) 可 挫 出 p 满足 蜡 离 的 性 质 ()。 而 对 任何 
z, 2 所 及 ,由 淮 范 数 的 性 质 (2) 和 人 3) 立 妈 可 知 


三 ] 轩 为 对 于 来 说 它 必 具有 距离 的 性 质 二 一 和， 为 了 葬 一 起 见 , 所 以 这 里 
用 本 编写 i 、 (YD. 
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plz, =o yelz i [yl 
= -st ly = pe, 2 toly, 2), 
那 p 满足 距离 的 性 质 { 划 ,因而 5 是 症 上 的 捞 离 .显然 ， 
ptr, 9 =e—yl= 1 0f= p94—¥, 0), 
plowr, 0) = lov), plows, 0) = loz |, 
由 (及 可 知 ， 2 还 消 中 Cv), Cvi), 
反之， 假设 p 是 半 上 满 是 (Y)、(Y 站 鸭 距 离 ， 当 规定 lz1 一 
ptx, 时, 显然 由 距离 的 性 着 [CD 吾 扒 证 1i 满足 {1 ， 册 上线 商 的 
三 角 让 等 式 , 对 称 性 和 人 v7 可 推出 
寺中 | 一 pz 十 所 0) = p(w, —y) 
«p(s, Hi+pW, —D = zl -ji|， 
即 上 .| 满足 人 人， 再 由 距离 的 对 称 和 性 和 半 移 下 变性 (可 以 推出 
1 一 二 一 一 2 0 一 00 一 人 一 pro MD=lel. 
显然 ， 从 人 和 订 以 推出 lim| ol = =， lim, en. 一 0， 从 而 1] :| 注 


足 (3)， 证 毕 . 

工 面 是 重要 的 推论 . 

系 设 癌 是 线性 空间 及 上 的 距离 , 如 于 规定 |w2| = 一 aa， 07 , 那 
末 上 :i 是 王 上 的 范 数 的 充 要 条 件 是 pp 在 广 上 满 是 注 移 不 变性 
fw 及 

《vi 《一 次 绝对 齐 性 ) 对 性 订 aE 办 和 Epla, 0) 一 
[oletse, 0). 

这 个 推论 是 量 然 的 , 证 明 从 路 ， 

”如 果 ( 斑 ,上 "站 是 赋 淮 范 (或 赋 注 } 线 性 空间 ， 后 如 天 特别 
明 ， 总 以 pz, 四 一 上 xz 一 y| 帮 为 革 二 的 旺 亢 , 称 p 是 由 上 -| 导 
的 距离 。 反之 ， 如 果 线 性 空间 上 拭 离 疡 满足 fy 、(vD Re 
《viD))， 总 以 上 | 一 pz， 0) 作 为 全 的 淮 范 数 (或 范 数 )， 称 上 :| 
还 由 疡 插 出 的 准 范 数 (或 导出 的 范 数 ).、 

碳 蕉 范 4 或 感 范 ) 线 性 空间 中 上 点 烈 .{z 按 距 离 收 误 于 2 即 
P(zo， 本 一 | 一 2 一 0， 也 称 作 为 fen} 浪 准 范 数 (或 范 数 ) 妆 和 效 


3 庶 攻 线性 空间 而 赋 范 线性 空间 $18 
EE 

在 赋 浴 范 钱 性 空间 中 , 线性 运算 具有 如 下 的 连续 性 ， 

定理 和 设 六 是 三 淮 范 钱 术 空间 ,如果 让 列 {fw}、{yw} 分 别 
收 侣 于 zw, 数 玛 {om} 4Bw 分 因 收 仑 了 于 “请 ,于 来 {own Bonga} 
必 收 侣 村 ew 上 By. 

证 明 第 … 炒 先 证 fs 十 站 化 于 2 十 和 由 于 

Vw Ty wt) |, -| + ly (2.9) 
由 此 二 若 区 -Fo 入 全 下 多 二 yf, 妈 肌 法 运算 具有 两 元 连 红 性 . 
第 二 步 峡 证 {emt} 监 融 于 'ew， 即 证 数 乘 运算 具有 两 元 连 练 
[og — oven | < ow — oto + | one — oneal , (2.10) 
显然, 如 果 上 上 是 范 数 ， 部 米 由 一 次 绝对 齐 性 立 好 可 得 haz -oum| 
= [eo0,| ri—>0, howw om) = To lr 0， 从 而 fen 到 
敏 于 az. 

对 二 淮 范 数 1-1， 证 明 要 复杂 一 些 ， 根 据 准 范 数 的 性 质 (3)， 
最 然 ez 一 oo 一 人 fa -wwei>9、 为 了 征明 仿 .10 中 另 - 一 项 ja 
一 2 电 收 航 于 零 ,只 要 证 明 , 对 给 定 的 2 一 0 的 点 列 ,， 和 和 剑 何 正 
数 2f， ko-30 必 对 el 二 型 一 至 地 成 立 ,为 此 , 念 所 (0) ~ am]， 
一 :二 和 角 丰 等 式 , 易 知 

(ems — end] < (ae—e el, . 
内 而 对 每 个 二 户 ( 中 是 的 连续 对 数 ， 然而 固定 每 个 mE A, 由 假 
设 Dm (eo) 一 lim icxo 一 0， 邑 {f(a)} 在 内 上 处 处 收敛 于 零 ， 
由 Hzopoa 定理 ， 必 存在 -一 个 具有 正 Lebesgue 测 诬 的 集 4， 使 得 
{ho)} 在 4 上 一 致 收敛 于 零 。 利用 Lebesgue 测度 对 平移 的 连 
读 性 , 必 存 在 oo 之 0, 当 |s| 所 ow 时 , 集 A4 十 6 与 4 的 交集 不 空 . 从 
而 存在 a.o' 台 4, 使 得 一 wg 一 ， 义 因为 
ho) = -on lanl]+ lags,l af) 二 fe), 

由 此 可 知 (0) 在 向 | 起 oe 上 一 致 收 伍 了 于 零 ， 取 和 自然数 使 得 
es 下 ,注意 
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fF ka) ~ [haw < 下] cos] — tf, 0), 

利用 {所 COD} 在 [a| 所 oo 上 了 一致 收 伍 于 零 , 从 上 式 可 知 工 六 4 在 
Ie 所 早上 也 一 臻 上 收 合 于 零 . 

先 用 第 二 步 所 证 耻 的 事实 , 然后 再 用 第 一 步 所 证 明 的 事实 , 立 
即 知 道 fa 二 Ba 用 和 伍 于 aa 二 By 证 毕 . 

出 定理 生 的 证 明 可 知 有 下 面 的 系 . 

系 设 互 是 赋 准 范 线性 空间 , 开 是 络 定 的 止 数 ， 出 对 任何 
六 0 必 存 在 53>0, 当 81<5 时 ,对 一 节 fel 志 型 ,有 jawl <&. 

例 了 规 在 说 明 ( 证 明 是 很 容易 的 ;$4 例 3~10 中 的 度量 空 
间 是 同 玲 范式 出 范 空 间 的 情 次 . 

度量 空间 中" 或 后 上 的 


1 
lol=pts, 0) —(S lel), 
> w= (1, 四 Xr) EO" 或 好" 
是 范 数 , 四 而 C 或 BE" 都 是 巍 范 级 性 空间 . 
度量 空间 Ri 上 的 
[sl =ple, 0) = Tr, «EP 
是 准 范 数 ( 不 是 范 数 ), 因而 Bi 是 赋 准 范 线性 空间 
度 景 空间 CO*[e,， 克 上 的 
lzl~pls, 0) ~ max max |2 (从 | ， 2 人 EOr[g, $1 
是 范 数 ,因而 OrLe, 5 是 贼 泪 线性 空间 ， 
度量 空间 总 上 的 


加 -po 0- 习 训 于 下 有 


了 二 CA Wa, * -ES, 
是 准 范 数 (不 是 范 数 ), 因而 心 是 怠 淮 范 线性 空间 . 
间 样 ,ww Ofa, 四 和 六 (如 ,p13 上 的 


=pdf, 0 ~ 加 可 ee 
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Wp 0 -mr TT fC Eor[w 可， 


| 一 0) | dw), J Cz) ENCE, ww), 


都 是 准 范 数 ( 不 是 范 数 ), 内 而 ,0 [a, 要 和 S( 吾 中等 都 是 冉 
淮 范 线性 空间 . 
度量 空间 LP(B, ww COAp<1D) 上 的 . 

国 =p(f 四 一 | Ed， Fee) EBP po), 
是 准 范 数 《而 号 县 碳 罗 次 绝对 齐 狂 ， 印 对 任 柯 wE 大 ，PE 有 (加 
ef 一 上) 罗 I 放 12( 如 jw) 是 赋 准 范 线 性 空间 ， 当 pp 开 
时 ,了 "( 吾 ,站 是 赋 范 线性 空间 . 

于， 次 可 加 泛 画 和 拟 范 数 

再 介绍 两 个 与 范 数 有 关 , 并 且 在 今后 要 用 到 的 概念 

次 可 加 泛 函 ” 设 且 是 数 域 A 上 线性 空间 , pf ;是 定义 在 下 
上 的 有 限 实 函数 ， 如 果 对 任何 go, yE 于， 都 有 PC 十) 吃 轿 (2) 十 
9 (9 那 末 称 pC') 是 年 上 的 次 可 加 泛 通 . 

例如 , 由 准 范 数 和 范 数 的 三 角 不 等 式 , 蕊 知 它们 都 是 次 可 加 泛 
隙 . 

拟 范 数 设 王 是 线性 空间 ， pf ) 是 定义 在 开工 的 有 限 实 函 
数 , 如 果 满 中 

(D ( 非 负 性 ) 对 任何 %EX, p(40) 这 0 

《2 《次 可 加 性 ) 对 任何 % VE p(s 十 的 扩 p (5) 十 Pp(9D); 

(8) (一 次 绝对 齐 性 ) 对 任何 %ET 和 aE A p(aw) 一 
ialp(), 那 来 狐 pt") 是 六 于 的 拟 范 数 或 半 范 数 . 
” 显然 ， 卫 上 的 氢 范 数 p(:) 成 为 对 上 的 范 数 的 亮 要 条 件 是 
Pls) 一 0 等 价 于 wv 一 0 

例如 半 是 非 空 集 , 了 P(X) 是 定义 在 五 上 的 有 限 函 数 全 体 , 任 
取 zoE 下， 规定 

中 及 一 [ao 1), fFE RACE)Y, 

2(-) 便 是 吾 ( 瑟 ) 上 的 拟 范 数 , 但 不 是 范 数 ， 
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5， 商 空间 | 

设 于 是 族 性 空间 , 天 基 五 的 一 个 线性 于 空间 .在 下 中 , 全 
何 两 个 向 量 吕 和 ,加 果 有 yD[ 注 1] 那 未 规定 %w~y， 殷 其 人 ~ 


、 下 所 上 一 个 等 价 关 簿 ， 我 们 在 商 全 ( 见 第 … 章 3)X/ ~ 上 引入 


“线性 运算 ”如 下 


er ~ ~ 
爸 中 站 (2.11) 


ax 和 一- ar, ER/~, 只， 
号 其 于 /~ 在 运算 (3.1 下 成 光线 性 空 间 ， 记 为 了 /古称 于/ 开 
是 忌 奖 于 五 的 高 空间 , 作 和 并 全 的 映射 r: ss， 称 荆 是 自然 
瑞 射 ， 
显然 ,下 / 工 中 的 零 向 量 0， 所 天 示 的 等 价 类 就 是 集 工 , 即 如 = 
工 ， 直 疯 地 说 ,五 在 商 空 条 下 / 工 趾 弟 成 了 -一 点 人 . 
而 自然 映射 + 是 下-> 不 / 工 的 辣 态 ,并 且 核 kerz 一 工 . 
例 8 设 ( 玉 ,是 ,名 ) 是 测度 空间 , 至 是 可 测 保 ， 杜 '( 盏 ， 上 是 
召 上 可 测 毅 数 全 狂 ， 星 然 撤 通常 的 印 数 如 法 和 数 滋 ( 即 按 便 2 中 
(2.3) 式 所 规定 的 送 算 ), 以 '( 有 ,14 成 为 线性 空间 , 今 
L= {ff EMCE, 1p), f+0), 


易 知 五 是 CBE, 0 的 线性 于 空间， 对 CB, 岂 y# 荆 晨 这 样 的 线性 
室 间 ， 间 人 玉 ，6) 中 甘于 玉 有 几乎 处 处 相 壬 的 函数 所 成 的 等 价 奖 全 
体 ， 由 于 理 《 吾 ,站 中 丙 个 关于 天 几乎 处处 相等 的 表 数 子 和 了 局 
于 同一 个 等 价 类 ， 即 天 和 了 在 并 (有 jp)/ 工 中 是 间 一 个 间 基 ,办 
此 由 (3. 汐 式 康 定义 的 线性 空间 用 (加 ，j6) 实际 上 就 是 人 CB,，j) 
/了 

例 和 设 吾 ( 互 ) 是 非 空 集 下 上 所 有 有 限 函数 全 体 所 成 的 线 
性 空间 { 见 例 3)， 豆 是 玉 的 任 一 非 空 真 子 人 柴 ， 工 = fi =—0, 
vw 忆 EB} 显然 , 工 是 FC) 的 线性 子 空间 ， 令 FCE)、 FCX- J) 
分 别 是 情 和 亡 - 豆 上 有 限 函 数 爹 体 ， 对 任何 EPC), 分 别 作 
玉芝 一 姜 上 也 数 


[ 注 ] 当 5 一 yE 工 时 ,有 时 也 记 为 t=ytnmod 荆 )。 
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fm) = fm), wED, 
ja ft), BETF—E, 
显然 ,六 ERLE, EF(E—E), 并 且 
ps: fr> fa, FEL, (2.15) 
是 二 (下 -- 吾 ) 的 线性 问 构 ,因而 荆 与 玉 ( 下 -加 线性 问 构 ， 义 
作 


(2.12) 


pi 有 > 记 TEFLYN), (2.14) 
显然 ， 中 是 了 (XI 玉 玉 (如 ) 的 线性 疝 态 ， 而 且 : 癌 (pa 一 站 ( 杏 )， 
Ke 一 而 , 百 [ 定 ) 7 和 浊 兢 ( 再 ) = 党 C91) 的 映射 

.Frsfy, fF EF EPCEYI AL, (2.15) 
易 知 中 是 玉 ( 玉 )/T-> 玉 (加) 的 弘 性 同 构 ， 因 此 在 两 个 线性 同 构 欧 
线性 空间 可 以 视 为 同一 的 意义 下 ,六 人)/D~= 也 ( 攻 ). 
汝 万 一 人 时 ,了 一 {07, 蜡 然 0 一下) 仍 成 立 , 而 交加 
一 站 时 ， 如 果 规 定 五 一 百 ( 总 )， 下 (的 ) 一 0， 那 未 到 (不 ) /了 一 百 ( 盏 ) 
也 成 立 ， 
定理 5 设 不 是 赋 范 线性 空间 ,上 是 邓 的 线性 了 空间 ,在 商 
空间 人 /4 引入 . 
nD =inf{|fI FE FE TAD), 《2.16) 
那 末 pC ) 必 是 下 / 荆 上 的 氢 范 数 . 
证 明 pC.) 的 非 儿 性 是 显然 的 ， 而 对 任何 EA， 了 EI/L, 
由 于 Qf 一 7, 所 以 


pof) ~inf{lgl lgE of } ~inf{lgl lg Eo?)} 
=—int{lofl |fEf7} =|olint{lfl lf eR 
=|lalp(f}, - (2.17) 
现在 再 证 明 p(:) 满 足 次 可 加 性 , 设 人 yE 习 / 五 ,对 任何 s>0， 
必 存 在 了 Ej7, gE9, 使 得 
P07 > If 一 志 ，P(9) 1g1- 坊 . (2.18) 


因为 ftgE7 了 +9， 所 以 
pA fio riol pp H+, (2,19) 
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再 令 e->0， 立 即 得 2(7 十 护 反 BC) 十 p09), 即 p《*) 是 次 可 如 的 ， 
证 举 . 

称 定理 5 中 的 pO) 是 上 .| 在 了/ 工 上 的 诱导 把 范 数 ， 

定理 6 设 也 是 线性 空间 ，%p(') 是 于 上 的 拟 范 数 . 令 工 = 
{em pw) 一 07, 在 商 空间 及 / 荆 上 定义 

PRI py), w ERETR/L, (2.20) 

那 来 25.) 必 是 下 /左上 的 范 数 . 

证 明 首先 注意 ; 当 Pp(2) 一 p(y 一 0 时 , 由 一 次 绝对 齐 性 和 次 
可 加 挂 , 立即 得 到 

Onast By pan) 十 下 (有 < jalp(w) + [Bln =0, 
妈 工 是 线性 空间 ， 当 各, m9 E32 时 ,4 一 wa€ 工 ,因而 

Po) = pm (V1— a)) EP Pa) 十 入 (9 — v2) = p09) , 
问 样 可 得 (2) <gfei) ,从 而 (wD) 一 (ma), 即 由 人 .30) 式 定义 的 
pC ') 芍 意义 是 确定 的 . 

显然 ,9(*) 是 非 负 的 ， 并 且 对 任何 ce A， ec 下， 


Posy 一 各 (az) 一 pp(az) 一 |alpfo] 一 |z| PEY, 
即 多 (其 有 一 次 绝对 齐 性 ， 而 对 任何 写 9€ /了 荆 ， 
DED EE Ty) =p(o+y) 
PH) Fp) = P(E) +P NY, 
邮 PC.) 是 次 可 加 的 ， 因 而 PC(-) 是 下 /五 上 的 拟 范 数 。 如 时 P(E) 
一 90, 那 末 
DD) 一 FC) = 0, 
办 而 z 和 五, 即 立 一 人 即 六 (、 ) 还 是 全 / 工 上 的 范 数 ,证 毕 . 
称 定理 6 中 的 多 (.) 是 工 上 拟 范 数 2( 在 工 /CE {olp() 
二 人 站) 土 的 话 时 ; 范 数 . 


习 是 
工 在 E? 开 或 C3 宝 任 何 了 (zt YY, 规定 
li 一 maxclol …, 11) {或 = 富 lal 
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证 明 上 -1 是 B"《 或 0") 上 的 范 数 , 并 且 {2 按 ‖‖ 收 化 于 z 等 价 于 ax 的 每 
个 坐标 收 伊 于 = 的 相应 举 标 . 
又 向 ， 在 标准 基 下 ，B"《 或 0") 中 的 集 各 则 zj 一 二 是 由 电 些 点 构成 的 人 


A 
H, 
”2. 设 0(0, 本 是 (2 五 上 处 处 连续 能 有 界 函 数 全 体 ， 并 焦 通 省 的 函数 如 
法 和 数 生成 为 线性 空间 , 在 C40， 口 下 规定 
zl= ,snp Ix, se) 000, 器， 


证 明 : CD 下 :是 G0, 由 下 范 数 ，(ii) et ne 点 别 Tozafgb 按 作业 收获 于 
zf 的 的 充 要 条 件 是 {fxntt)} 在 00, 二 ~- 到 收 艇 二 名 0). 

3- 设 工 是 线 铂 空间 瑟 移 线 信子 wn | 

dim Li-dim K/L =dim XL 

4. 设 tg 足 线 性 空头 的 两 个 子 空间 ， 徊 果 态 任何 FG 仿 ， 以 疗 华 
中 EEC 2) 使 得 x 二 zi 十 zo， 屠 术 称 半 是 上 和 3 的 线性 和 ， 记 沟 六 = 
荆 十 La。 如果 不 羽 全 一 上 十 上 2; 二 且 tinN Ler 0}, 著 未 称 太 是 上 上 3、 上 3 的 直 
接 和 , 记 为 六 = 上 LL 十 上. 

证 明 . 的 当时 dim diu Lid di Ls， tiiy 当天 一斑 二 
Dy 本, 对 于 任何 x 了 必 有 弘一 的 训 € 四 E Lg 使 得 = 各 十 Za; 并 二 还 和 有 
im 太一 dim 十 im Lys, 

5. 设 ,Ls 是 线性 空间 马 的 两 个 子 空 了 间 , 并 且 关 = 二 La 认 设 上 由 
二 1 人 是 到 了 上 的 淮 范 数 《或 拟 范 数 , 或 范 数 )， 对 六 中 在 何 的 j= 加 十 Ta， 其 
中 iE at 一 上 3), 规定 


| 划一 + zal, 
明和 | 必 是 豆 上 的 准 范 数 (或 拟 范 刍 , 或 范 数 ). 
6. 设 总 是 线性 室 间 ,外 让 总 = 了 二 3 细 孝 是 去 上 淮 范 数 必 或 拟 范 数 ， 
或 范 数 ); 对 任何 2€ 立 , 规定 


jj 一 ma 有 ja， »…, leila 


(或 =( 训 1d:) ). 
明 | .是 冬 的 淮 范 数 (或 拟 范 数 , 或 范 数 ). 
7 了 7、 设 pk") 是 落 数 |: 上 在 了 /5L 上 的 诱导 氢 范 数 , 证明: pk 一 0 的 齐 要 条 
件 是 对 任何 ze 及, 必 存 在 五 中 点 列 fs, 使 得 Hm mm 一 =， 


[ 注 ] 劳 w、 且 的 “< 和?”w 二 有 表示 和 集 0=4U 台 的 势 其 由 本 =a， 关 一 8， 而且 
ANB=$, 
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$3 常用 的 赋 范 线性 空间 


这 一 节 主 权 是 给 出 在 分 煌 数学 领域 中 较 党 用 到 的 -- 些 也 范 线 
性 空间 、 为 系统 起 见 ， 也 将 $2 中 两 个 重 村 的 冉 范 线性 空 四 一 其 
列 入 . 

1. nn 维 实 { 或 复 ) 欧 玫 星 德 空间 FF*( 或 0") 
设 再 "一 { | 一 (3 和民, 症 一 在， 2 (人 一 
|9= 一 (or osE 人 一 41， 3 9 和 )。 对 任何 允 规定 


本 ， 
lzl~( 人 ls) ， (8. 
1 是 范 数 . 点 列 {45 吕 } 按 目 中 收 侣 于 4% 的 党 要 条 忻 是 {99} 的 
每 个 上 坐标 收 伍 于 sg 的 相应 从 了 深 今后 分 别 篇 记 C8", 4 了, C0" 
上 站 为 BO 
2、 赋 范 线性 空间 (7Y[a, 5 
O*[g, 1 是 [e， 的 .上 具有 在 防 连续 导 责 数 的 函数 合体 按 通 常 
前 数 坊 法 和 数 避 所 三 的 线性 室 间 ， 对 任何 了 EO le, 日 ,规定 
1 — max max | 产 20 | ， (人 .230 


全 是 范 数 ， 点 列 并 六 } 接 1 收 人 - 于 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 jj 
{mn} 在 La, 了 于 -一致 收 襄 村 产 Prfo). 

3. 赋 范 怒 性 空间 COUD 和 CYU2) 

设 吕 是 % 维 实 芝 几 里 德 空间 上 一 区 上 成 (人 是 如 上 员 有 有 
界 连 续 的 庆 阶 种类 偏 导 数 的 前 数 全 体 按 通常 函数 如 法 和 数 习 所 成 


的 绕 性 空间 ， 用 9p 一 (ps，…, po) 表示 非 负 整 数组 , |p| 一 寥 P， 则 
任何 EC"(D) ,规定 


Hi= 2 spl Pf) (3.8) 


其中 了 ~ 9o 易 基 1.1 是 0(9) 
上 范 数 。 0PC0Q) 中 点 列 ff 按 1 收 伍 和 于 了 的 充 权 条 件 是 对 任 


中 # 党 昌 的 是 芳 斑 性 空间 3 
何 Iw 所， 让 在昌 上 -可 星人 和 伍 赶 了 er， 今后 简 记 
CG, 为 U2) 
特别 030) 表示 CQ 1 A 满足 条 桩 
Him | Df (Cw) | = 


的 盘 数 全 体 . 显然 of 是 (2) 的 线性 子 空间 ， 因 而 (0502)， 
由 户 也 是 赋 范 线性 空间 ， 今 后 簿 记 为 Ci( 人 的 ， 
4 妖 范 线性 空间 Cit*C2) . 
设 量 是 mw 座 实 惧 几 虫 德 空间 上 一 个 区 域 ,， 五 是 非 负 整数 ， 并 
上 且 0<a<I， Crte(B) 是 上 具有 有 界 的 并 且 有 ss 光 Hoidor 冰 
续 性 的 上 阶 各 类 偏 导 数 的 谓 数 全 体 ， 即 当 了 EC U2) 有 于， 在 在 常 
数 到 ( 放 ,使 得 对 任何 4= (W109 三 C1 
{Pf Cs; 一 从 机 "gn | 


<K(D (my DE (3.4) 
易 知 CO9*C0) 中 遂 数 全 体 按 通 常 卫 数据 法 和 数 汪 成 为 线 收 空间 ， 
令 且 ow( 用 宪 示 适合 8. 人 的 下 (让 的 最 小 值 ,对 任 伞 fE 
Cpra( 人 Q) ,规定 
tf -这 sap| Df (2) | + Hortf), (8. 
不 难 验 证 (Ozte(@), [上 D 是 赋 范 线性 空间 , 今后 简 记 为 0***(0). 
”如 令 8=8+w， 那 末 Cr(Q) 和 O00) 就 可 统一 地 写成 
64(Q)， 当 及 是 非 刍 整数 时 , 范 数 取 为 (3.3); 当 及 不 是 监 数 时 , 范 
数 取 为 (8. 是 ， 
5、 赋 范 线性 空间 BCY) 
设 芷 是 非 空 集 ，B{ 习 ) 是 世上 有 办 函数 全 体 按 通常 前 函数 
捧 法 和 表 乘 所 成 的 线性 空间 ， 对 任何 了 E 了 33( 互 ), 规定 
ji =suplf (2) |， (3.6) 
易 知 |.| 是 吾 ( 珠 ) 上 的 荡 数 . 养生 BC(Z) 中 点 列 PI 按 上 | 收 
伍 于 了 的 充 要 条 性 是 画 数列 { 刀 (@)} 在 工 上 一 致 收敛 于 Fe). 今 
后 简 记 (如 ( 互 )，| -上 为 吾 ( 卫 ). 
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6. 跨 范 线性 空间 了 Le, 站 和 [a, 本 
Pta， 纪 是 [w 开工 有 界 变 差 国 数 全 体 按 通 常 函 数 加 法 和 数 
乘 所 成 的 线性 空间 ,对 任何 /EV [a, 要 ,规定 
OIE (8.7) 
易 知 上 | 是 六 [a, 下 上 范 数 , 并且 蕊 A 按 | -| 收敛 于 了 的 充 要 条 
件 是 Jim 廊 (@ 一 7 ,月 Hm Y (所 一 从 一 0， 今 后 简 记 (Y [w 可， 


上 站 为 六 [6, 习 . . 

如 令 祈 ow 杂 一 {fi 了 fle) 一 0, 了 在 tg, 65) 上 右 连 续 , FfEV [a，, 
}, 最 然 ，Vo[s, 四 是 六 La, 外 的 线性 子 空间 ， 因 而 (Vofs, 53], 
上 也 是 赋 范 线性 空间 , 简 记 为 Yofs, 9]. 

为 了 下 面 的 需要 , 我 们 先 介 绍 几 个 重要 的 不 等 式 . 

7. Toung 不 等 式 

设 g 蚌 [0，o2) 上 严格 单 汉 增加 的 连续 函数 ,而 且 q(0) 一 0. 从 
下 图 可 以 看 出 ,下 述 不 等 式 成 立 ， 


] b 
全 we) dz 二 | p(w dy>a, (es>0, 8=0). (3.8) 


不 等 式 (3.8) 称 为 Young 不 等 式 ， (38.8) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 是 5 一 glg). ， | 
利用 Young 不 等 式 可 以 得 到 许多 其 它 的 重要 不 等 式 ， 便 如 , 
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取 2 人 (一 -af 为 2 此 用 ord 一 此 是 9 一 三 2 于, 由 人 .9) 
得 冯 
gb ,qs0, B30, Ll. (3.9) 
2» o 分 oy 


《8a. 久 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 加 二 

名 ， 芋 lqder 不 等 式 

设 (X， 届 , 由 是 测度 空间 , 加 是 可 测 集 , 六 9 是 加 上 两 个 可 
测 包 数 , 如 果 了 在 吾 上 pCp>D 次 可 视 , 9 在 百 寺 于 9~1， 并且 


方志 一 人 次 可 积 , 则 jy 必 宪 和 小 可 积 ,并 上 


. | | regCaa 人 is(| ao ant 7( lgCa) ean) 


(83.10) 
(3.107 称 为 lder 不 等 或 ， 
吉 记 Jep) glp) 二 ex 中 | f(z)||giw)|， 那 末 (3.10) 中 等 号 成 主 
的 认 要 条 件 是 0f2) 让 加 上 几 平 处 处 等 于 一 个 染 孝 抽 ， 并 了 
[FG 与 1852) |? 之 比 在 加 上 几乎 处 妈 是 常数 ， 


事实 上 ， 当 lb 人 (|， /rato) lghe=( | 1g) te 


dpa) y 中 有 一 个 为 零 时 , 易 知 必 有 了 (2)9(5) 于 0， 从 而 (3.10) 成 
立 . 所 以 不 妨 设 1 上 fs 到 0, jgio 六 0 令 p=J/1fis 由 =gi]glw, 利 
用 (3.9) 就 得 到 
(fea sj eo lb) {ote) 
<| ( 2 “二 ane) 
一 工 (3.11) 
由 (8.1D 立 得 到 (3.10). 


显然 ， 使 (3.10) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 C3.I1) 的 前 两 式 中 
等 号 都 成 立 ， 面 第 一 个 等 导 成 立 的 充 要 条 件 是 9(w) 在 BC(fgU) 
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上 几乎 处 处 等 于 -个 常 数 ， 当 80Cz) 在 吾 上 几乎 处 处 是 带 数 站 估 
[ 注 ]) 时 ， 根 据 (83.9)， 第 二 个 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 |p(2) | 
| 水 (zo) 1 在 召 上 几乎 处 处 相等 ， 而 1p9(zw) |? 生 | 业 (w) | 的 充 要 条 
件 是 12) |? 与 1g(2) 1 之 比 几 乎 处 处 等 于 一 个 常数 (其 实 这 个 常 
数 就 是 1 与 [9 区 的 比值 》. 

由 积分 形式 的 豆包 der 不 等 式 ， 立 即 可 以 钦 出 序列 形式 的 
了 der 不 等 式 ， 

序列 形式 的 Holder 不 等 式 设 te fan 分 别 满足 写 oj 
ee， > > | yal ce， 并 且 一 三 + 二 一 则 ww 必 绝 对 收复 并 


下 . 
[Bag < (Slap (0) 
如 记 sna = v0 | | yl 网 (3 .I0)' 中 等 号 成 立 的 充 要 条 忻 是 外 二 
中 .022 并且 对 一 切 % | 各 与 | 后 | 之 比 是 同一 个 常数 

晶 ，Schwarz( 或 Canuvhy) 不 等 式 

一 二 2 有 时 的 阳 册 der 不 等 式 特 别称 为 Bohwarz{( 或 Cauohy) 
不 等 式 . 

10， 玉 Einkowski 不 等 式 

设 (X, 申 ， 由 是 测度 空间 ,名 是 可 测 集 , 半 9 都 是 加 上 加 次 
(p> 了 ) 可 积 阔 数 , 则 了 +g 必 在 召 上 gp 次 可 积 ,并 且 


(ff + 90) an 人 ca y 


1 1 
< 人 (Dept 人) + 人 lg 加) ， 人 .到 
称 (3.12) 交 Minkowaki 不 等 式 ， 关押 > 工 时，(3.13) 中 竺 号 成 立 
的 充 要 条 件 是 奇 在 两 个 不 全 为 震 的 非 负 党 数 oa、ea 使 得 caoe) 二 
eagf(z]、 当 见 一 工时 ， 午 号 成 立 的 充 要 条 件 是 argF(o) 二 arg 红 o)， 
”事实 上 , 当 p 一 I 时, (3.13) 屁 截 成 立 ,所 以 不 妨 设 p>1 
[ 注 ] 对 于 使 得 了 92) 一 0 的 点 8) 竟 许 任意 取 适 当 妨 ， 


和 3 华 肛 的 王 范 厂 性 空间 3 
肌 于 [flw) | gtw)j? 可 积 ,并 且 
[fia) + ow ?Fr) | + yw) |)? 
2 fC) | ?+ gC) 7), (p>1), 
所以 f+g 在 肿 . 上 仍 是 p 次 可 积 ， 注 意 到 | 了 (2) ygCwy jr 是 加 
上 次 可 积 浮 数 , 利用 了 alder 不 等 式 和 二 + 二 -也 得 到 


fe y {0) ]? dp tw) 


= Nn) Ag [FC TO 全 dt) 


可 


< oI lg DI tg dre) 
<| 作 ,le oo) (人 Ig C2) pe 的 
x (| lfc) 二 ge [ee ) (8.19) 


如果 +gj 一 (| Go -relay ant ) 一 0， 亚 然 (3.1 成 立 . 
今 不 妨 设 | 十 gj 关 0 这 时 ,在 (3.13) 两 边 除 以 1 六 Fogjwe 后 , 立即 
得 到 (3.12). 

显然 ，(3.12) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 〈3.13) 的 后 丙 个 不 
等 式 中 等 号 都 成 立 ， 由 H5lder 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 知 
道 ， 当 多 > 工时 ，(3.13) 的 后 一 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
[fe)]?、]glw) 1 与 1f(e)+gz)1? 之 比分 别 都 为 常数 ， 从 而 
If C2)? 与 1g(z)1? 之 下 为 常数 ， 即 ja) | 与 19(w) | 之 比 为 常数 ， 
再 考虑 到 (3.18) 中 第 一 个 不 等 式 成 为 等 式 的 条 件 ,可 以 知道 当 % 
>1 时 ，(3.12) 中 等 号 成 立 的 完 要 条 件 是 存在 两 个 不 全 为 零 的 非 
负 常 数 ooa 使 得 m7Fm) 一 cg(e). 

当 允 = 工时 , 易 知 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 arg(o=argg(o): 

同样 , 由 积分 形式 的 Minkowski 不 等 式 立即 可 以 推出 序列 站 
式 的 不 等 式 . 
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序列 形式 的 Minkowski 不 等 式 投 {fz}、 too 满足 站 
< oo， > [yn ?co0(p 祈 们 ,出 {zs 了 gr} 必 志 满足 > [oe ry? 
oo, 并 且 


(Bie) < ml) + ll). 
(3.12)" 

当时 ，(3.12) 中 等 号 成 字 的 充 要 条 件 基 存在 两 外 不 全 为 零 
的 韭 货 常数 ea 6s， 信 得 ew 一 05yw(%w 一 I，2，-…)， 当 pp 一 1 时 ,等 
号 成 立 的 充 要 条 件 是 argo 一 3 多 久 人 一 二 2 

1i. 赋 范 线性 空间 (CE, pj) (D>1) 

设 ( 王 , 屁 , /让 是 测度 空间 , 避 是 可 测 集 ， (CB, 0 天 示 召 十 
可 淹 并 及 ww 次 可 积 的 罚 数 全 体 , 尼 然 , 它 按 通常 的 函数 圳 法 和 数 习 
成 为 线性 空间 (两 个 儿 乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 函数 )，、 对 任何 
EPCE, 1 (Pp 这 1 了), 规定 


| -(|, [fw) |? ap wy, (8.14) 


那 末 (到 (如 风 , 上 :站 是 赋 范 锥 性 空间 . 
， ”事实 上 ,上 | 的 非 免 性 , |=0 等 析 于 了 一 0E 注 ] 以 及 1*| 满足 
一 次 绝对 齐 性 等 都 不 明显 的 ,市 Minkowski 不 等 式 供 证 了 上 .1 满 
是 三 解 不 等 式 ， 今 后 简 记 (C8, 让 :|p 了 DD 为 了 (8, pp)， 
特别 ,用 荆 ( 召 , 岂 ) 表 示 (8, jp). 

注意 ，IL?( 如 ，2) (0<p< 之 了 D( 昂 $1 例 10) 只 是 赋 淮 范 线性 空 
间 , 不 是 赋 范 线性 空间 , 而 D7CE，1) (2p 这 1 了) 才 是 赋 芳 线性 空间 (Fi 
然 也 是 感 淮 范 线性 空间 ). 如 果 召 上 一 列 可 测 上 听 数 工 P 按 了 (BE, 
(p>0) 中 距离 收 化 于 了, 那 来 称 {frjp 次 平均 收效 于 六 

12， 赋 范 线性 空间 [Cp 之 1) 


是 满足 条 性 > [<oo 的 数列 {ms} 侈 体 , 按 通常 的 数列 


[ 注 】 了 一 9 并 不 中 拱 了 (0 处 处 等 宁 0, 下 其 拓 向 基 了 证 芝 站 时 吕 好 了 (> 0， 


$3 常用 和 的 赋 范 线 性 空间 | 名 好 
加 法 和 数 莱 站 成 的 线 姓 空间 ， 对 好 和 任何 = {fz}, 规定 


il- 仿 四 ， (8.15) 
由 Minkowski 不 等 式 , 易 知 (9,， 小 (2 站 是 赋 范 线性 空间 ， 今 
后 简 记 为 (p> 特别 , 用工 表示 下 并 常 将 ?中 向 量 z= {2x} 
家 示威 % 一 (el os 
同样 ， 在 m 维 空间 M"= {w|w 一 (51 ，)， 信 巨人 j= 
…, 对 上 ,对 任 们 v2, 规定 ， 
lz =—(S le?) , Cp>D, 
称 | 是 %% 维 空间 上 的 Minkowaki 范 数 (或 Minkowski 距离 )， 
而 称 CM", 上 -站 为 Minkowski 空间 , 简 记 为 下"， 到 "上 点 列 face 
按 上-|] 收敛 于 = 的 充 要 条 件 是 wm 的 每 个 坐标 收敛 于 me 的 相应 举 
标 . 
183. 赋 范 线性 空间 五 "( 杏 j) 
设 (X， 尼 ,名 是 测度 空间 ,请 是 可 测 集 , "7(B, 由 是 再 上 只 
有 下 列 性 项 的 可 测 函 数 全 体 ; 除去 至 中 一 个 零 测 度 子 集 加 ,可 测 
汰 数 下 在 召 一 百 | 上 是 有 措 的 ， 我 们 称 这 各 通 烙 为 本 质 有 界 西 数 ， 
而 称 荆 [ 吾 ， 由 ) 为 本 质 有 界 可 测 男 数 空 间 。 如果 户 8 人 了 (再 ,)， 
wj BE 内 ,显然 ,除去 零 集 1U By 外 , of 二 Bg 在 了 B 一 (BU Bo 上 
是 有 界 函 数 ， 即 af 十 BgE I”( 召 ,jw), 所 以 I*( 娘 , /0 按 普通 两 数 
加 法 和 数 乘 咸 为 线性 空间 (LCB, 由 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 
视 为 同 -…- 烟 数 ), 对 任何 FE 了 (je) ,规定 
| = ,int Sup, [few) | | (38.10) 


2 DD 


称 | 是 了 的 本 质 最 大 模 ， 它 又 第 记 为 esssup| fw)|。 不 难 证 明 ， 


了 的 本 质量 大 模 上 Ff| 是 这 样 的 一 个 数 ( 即 它 的 特征 ); 集 {x | [f(s) | 
>>|fl, =E 本 是 零 测 度 集 , 面 对 任何 8 之 0, 集 {sw| [f(z) | > 一 
s，%E 吾 } 是 正 测 诬 集 . 因而 如 记 BR 一 tw| fo > zw EE}, 
则 1 一 ,sgp, |7(o) |， 显然 , || 是 非 负 的 , [fi 一 0 等 分 于 7 


3 第 四 齐 度 县 空间 
(外 fz) = 外 ， 注 全 人 上 其 有 -一 次 绝对 齐 性 于 利用 本 需 最 大 模 
前 特征 ， 钨 让 1 满足 三 角 不 等 式 ， 因 此 CE*CB, 1), 上 中 基 赋 
小 线性 空间 , 今后 简 记 为 玉 (已 站， 
注意 , 当 由 ( 本 ;<co，FEJ(B， 由 时 ,和 容易 证 明 ; 对 任何 郊 > 
9,，|fl? 是 可 积 遂 数 , 并且 
1 
fhe(|, iron) (3.19) 


i 


和 如果 昨天 未 22(B， 上 范 数 , D1- 至 未 "(如 ， 史上 的 范 数 ， 
C3.17) 便 是 [~ 出 p21 天 sy 


了 ， 吴 范 线性 空间 站 . - 
设 六 是 有 界 数列 {fw} 爹 体 按 通常 数列 加 法 和 数 乘 所 矿 的 线 . 
性 空间 ， 对 任何 2 如 省 所 天 规定 
lol 一 sap la. (3.19) 
可 由 于 (如 雄 ) 的 结论 推出 (也 可 直接 证 明 半 "1 是 六 上 的 范 数 , 简 
证 人， 时 及 为 天 i 
今后 将 "( 妨 , jw) .本 分 别 统 一 地 写成 ?CB, pp) ,BP(p= oo) 
15， 峰 范 线 性 空间 CC 和 CC。 
设 避 是 一 切 收 襄 数列 {2.} 全 体 按 通 常数 到 的 加 法 各 数 锋 所 
成 的 线性 空间 , 对 任何 xs 一 [esj EC 规定 
zl sp lz,l. (3.19) 


易 汪 上 -| 是 上 范 数 , 今 后 简 记 CO, 上 【站 为 

特别 , Co 是 C 中 一 切 收 敛 于 零 的 数列 {ww) 金 体 , 显然 , Oo 是 
口 的 半空 间 ,因而 (0o, 小 信也 是 感 范 线 性 空间 , 简 记 为 Co. 

堆 . 赋 范 线性 空间 Yla, 区 、Yo[e， 本 

设 普 [, 是 [x, 3] 上 有 界 变 差 函 数 全 按 通常 函数 的 线性 运 
算 所 成 的 线性 空间 . 对 每 个 了 EV [a, 媚 , 规定 


j 用 一 | Fo 十 vO). 


和 3 常用 的 赋 范 线性 空间 32339 


易 知 六 [a, 要 按 | .| 成 为 赋 范 线性 空间 , 简 记 为 玉 [g, 5]， 

Fo[e 8] 是 Vte, 如] 的 满足 fe) 一 0，f 了 在 (a, 5) 上 右 连 续 的 
西数 全 体 , 易 知 VoLe, 可 是 下 [e, 5] 的 线性 子 空间 , 由 而 按 上 述 范 
数 也 成 为 赋 范 线性 空间 . 

在 微分 方程 埋 论 中 ， 还 常用 到 一 个 重 去 的 赋 范 线性 空间 一 一 
to6onen 空间 ， 我 们 将 在 8&5 中 全 绍 ， 下 而 我 们 再 讨 论 多 方 衬 均 上 收 
雍和 度量 收 仑 的 关系 . 

17. 户 方 平均 收 仇 与 度量 收 敏 

定理 1 设 有 j 是 IP( 刀 ,10)(oc0>p> 们 中 点 列 , 按 TP(B,16) 
”中 证 离 收 敏 于 下 那 米 函数 列 {有 (2)} 必 在 如 上 度 轩 收 襄 于 fw)， 
证 明 对 任何 o>0， 


J lf (0) 一 oa 人) 


>| fl) f(s) lr ape) 
>om( Bf—f|>0)), 
令 守 >o9, 训 有 (BC. 一 了 | 之 o)) 一 0 证 毕 . 

系 设 {f} 是 天 (B, 1 Coo>p>0) 中 点 列 , 按 [PC 加 ,所 ) 中 
距离 收 仑 于 无 那 末 必 有 子 点 列 {J,,(%)} 在 加 上 (关于 办 儿 乎 处 
处 收 伍 于 Fe) . 

击 定理 工 和 Biesz 定理 ( 见 第 三 章 §4), 立 即 可 得 本 推论 ， 注 
意 , 定理 二 的 道 命题 不 成 立 ， 下 面 是 一 例 ， 

例 取 [0, 如 上 一 列 函数 { 六 人) 如 下 

0， 当 十 <w<el 或 =D, 
让 (2) 1 
er"， 当 0 一 2<< 下 ， 
显然 ,{ 记 (@)} 在 [0, 和 上 处 处 收 仑 于 零 ,然而 对 任何 p>0， 


工 
|。 If, Cr) 1? dz 人 em to 二 中 >， (n—> oa) 。 
所 以 {fn(w)} 关于 Lebesgue 测度 并 不 在 [9， 刀 芋 ? 方 平均 收 伍 
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可 题 


1. 设 ” 是 自然 数 ,p 一 (pt，…， 吕 ) 是 自然 数组 ，Co 是 芭 依 贺 于 罗 的 正 
数 . 对 仁 何 FE 0X), 规定 | 
lf lem = 侈 ， (coo KP) [Df Crs |， 
证 明 昌 .Tecm 是 CG*CQ) 上 的 范 数 ， 
2. 给 出 了 ?CB 9) 41>p> 加 中 两 个 向 量 六 .9g 满足 
lf gl= 0 +g 


的 充 究 条 件 。 
3 利用 积分 形式 的 Holder 不 等 式 ，Minkowski 不 等 式 盘 接 推 出 序列 
形式 的 了 Llder 不 等 式 , Minkowski 不 等 式 ， 
4. 设 妇 nj} 是 ”CB 凡 中 一 了 烈 向 量 ， 证 朋 {fw} 按 57CB, 由 中 范 数 收 
席 ( 即 本 质 一 致 收 俩 ) 于 了 的 充 要 条 件 是 存 挛 吾 的 测度 为 零 的 子 僻 如 ， 
tr) 在 五 一 吾 上 一 玫 收 襄 于 了 CY)， 
5. 庶 克 -是 平面 上 的 圆 : Dr 二 全 | |#| 志 ?Dr) 是 D, 上 解析 函数 全 体 
按 通 常 的 函数 加 法 和 数 乘 所 成 的 线性 空间 , 对 任何 了 e CDyY， 
Te 一 pa 
是 fF 在 Dr. 上 的 了 Taylor 展开 , 当 *> 工 时 , 规定 
~ =suplal 
证 明 引 -1 是 (By 上 范 数 ， 并 且 DD 中 {nC} 在 DD， 上 将 闭 一 致 收 总 于 
了 (9 时, 必 按 了 了 -上 收敛， 
6. 设 了 "是 定义 在 (一 ,on 下 的 不 超过 % 阶 的 多 项 式 全 体 ; 按 通 常 函 


散 男 法 和 数 乘 成 为 北 性 空间 , 并 任何 pE P", 本 一 六 au 规定 


lola= maxle， 


ps= 训 |adl. 
明 上 -hbls 都 是 P" 上 的 范 数 , 并且 ip 时 按 十 昌 或 上 所 收 赦 于 光 的 充 要 
条 件 是 {PC} 在 (-- ce，c) 上 内 闭 一 致 收 黎 于 2 的 ， 
又 在 DP? 上 规定 两 个 元 p.4 的 乘法 运算 如 下 :2 是 去 掉 窗 项 式 2 的 4 (的 
中 高 于 % 阶 的 苗 ( 即 只 上 将 留 p09gC 介 中 不 起 党 阶 的 项 )。 江 明 p99=9' 作 对 
任何 a& 下， (a gr Tg R= y+ b,j pideiis, 
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但 是 jw-ghi 专 [pa 不成立 . 
7. 证明 训 inkowski 空间 型 ? 中 点 别 {2 控 范 数 收 阁 于 区 的 充 要 条 件 
是 w2 的 每 个 坐标 六 人数 于 和 相应 的 学 慰 ， . 
8， 设 也， 六 9，… 是 -一 列 同 为 实 或 复 的 隋 范 钱 性 空间 ，Y 一 {e 中 是 一 列 


元 , on E Koln=1, 3 ， 光 ; 今世 是 满足 于 列 条 件 的 订 列 全 伟 : 之 rnb? <=, 
如 果 对 之 由 任何 两 个 元 开关 fn， 一 区 中 以 及 BE 中; 山 定 
ov+ By = {orn t+ Bynl, 
Ijzl=( 写 lz?) . 
证 明 羡 是 线性 空间 , 《< 芝 , |: 小 是 赋 范 线性 空间 ，; 
9. 证 明 恺 ,1D) 式 . 
I ‖ = sp, [tz) |. 


§4 度量 空间 中 点 集 和 连续 映射 


“现在 我 们 加 过 来 再 讨论 度量 空间 的 一 般 性 质 ， 主 要 是 将 真 线 
上 有 界 集 . 极 限 点 、 环 境 . 开 集 . 闭 集 以 及 连续 函数 等 最 基本 的 概念 
推广 到 度量 空间 ， 这 里 许多 结 轩 的 证 明和 直线 的 情形 差不多 基 一 
样 的 , 因此 绝 大 多 数 的 证 明 痢 被 略 去 , 但 希 读者 逐一 加 以 补 全 , 这 
对 今后 能 熟练 地 运用 这 些 梳 念 和 结论 是 必 不 可 少 的 . 
” 筋 书 等 简单 起 见 ， 今 后 常用 “了 是 度量 空间 ” 民 赫 “( 芋 ，p) 是 
度量 空间 ”, 即 不 再 明 嗓 地 写 出 距离 p， 

i. 有 有 异 集 | | 

定义 设 了 是 度量 空间 , 4 着 互 的 子 信 ,如果 存在 数 好 入 
点 2, 使 得 任何 zG4，pfe， xo) 起 了 于, 称 44 是 及 上 的 有 界 集 . 

定理 1 下 列 命题 成 立 ; 

《了 4 是 度量 空间 下 上 的 有 和 异 集 的 充 要 条 件 是 对 任何 2:E 
于 , 必 存 在 数 型:, 使 得 任何 %E 4, p(w, 21) 志和 4. 

G2) 如 果 {zn} 是 度量 空间 卫 上 收 化 点 询 ， 那 订 由 点 列 {en} 
中 元 素 全 体 所 成 的 集 必 是 有 和 界 集 . 
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证 明 (1) 充分 性 是 显然 的 。 今 证 必要 性 如 下 , 因为 4 是 有 
给 集 , 所 以 存在 iaE 王 和 数 开 ,使 得 pftz， aa)< 生 型 对 一 切 4EA 
成 立 , 从 而 对 任何 所 皇 王 ， _ 

Pl wot, mo) + p(wo, ti), EA. 【和 .了 
因而 只 要 了 Ma 一 弄 十 pfao wz 即 可 得 莉 pp，gr) 所 机 1 对 一 功名 
所 4 成 立 . 

(3) 设 {mw} 收 伍 于 2 因而 对 一 41 存在 让, 半生 站 时 ， 

Dlr, 四 DJ <， {4.3) 


从 而 只 要 取 及 一 max (1 plzm, zw))， 易 知 对 一 项 tx 人 一 1 3,，…) 


都 有 plwz, z2) 所 41, 即 4 是 有 和 界 集 证 毕 . 

例如 在 度量 空间 EE! 中 , 集 [0, 由 是 有 界 集 , 人 CC- co，oc) 并 不 
是 下 上 的 有 界 集 ( 即 全 空间 不 是 有 界 集 }、， 然而 在 度量 空间 民 
上 , (一 ceo，eo) 是 有 界 集 , 即 全 空间 是 有 界 集 . 

2&. 内 点 . 开 妹 

定义 设 元 是 麻 基 空间 , 品 息 万 ,了 一 0, 分 别称 华中 (oo Fr) 一 
{zip le, 2o) 一 ?中 为 尽 的 以 wo 为 球 心 ,7 为 半径 的 开 球 . 设 4 蚌 
互 中 的 点 集 , zo 4, 并 且 存 在 as0, 使 得 OCzo, oa)C4, 称 mm 基 
所 的 内 点 。 设 日 是 度量 空间 下 中 的 点 集 , 邵 果 他 中 每 点 都 是 他 
的 内 点 , 那 末 称 G 是 开 集 ， 规定 空 全 凡是 开 集 ， 

显然 , 开 球 必 是 开 集 . .事实 上 , 设 Ofao, 是 证 的 一 个 开 际 ， 
对 任何 erEOfzo, 站 ,因为 pfat ao) < 所 以 有 正 数 8 < 一 Pl, 
Wo), 当 ?人 Olwr， 58) 时 ,总 有 

Pz, Vo EPlE, TI) TP (1, To) EHPpm, to) < 人 

因而 Oo OC, 中， 即 2 是 Oz, 的 内 点 、 但 2z 是 任 到 
的 ,从 而 上 O(aw, 2 是 开 集 . 

例如 , 在 喇 中 前 foo 7) 就 是 (m0 一 7 wo--*); 而 让 Ofa, 沪 
中 ,O(ao, 中 就 是 TO Imax| TD 一 zo 和 [|<7 芭 如 在 也 中 ， 
Olro, DD) = Ri, ， 

和 直线 -' 笠 , 娘 度量 空间 上 的 开 集 有 下 剂 定理 。 


有 4 应 时 空间 中 点 江 和 人 连 瑟 映射 3 3 


定理 名 设 达 是 度量 空间 , 那 来 

(1) 空 集 和 全 空间 是 开 集 ; 

2) 任意 个 开 集 的 和 是 开 集 ; 

《3) 有 限 个 开 集 约 交 是 开 集 . 

定理 2 的 评 明 和 直线 了 情况 相仿 , 这 里 从 略 . 

3 邻 域 (环境 ) 

定义 设 斑 况 度 明 完 间 ,oq 3, 称 包 言 x6 的 任何 开 集 他 为 
2 的 -一 个 环境 ， 也 奈 作 zo 的 一 个 本 域 。 特别 ， 对 任 休 a0， 称 
Dlmo, 0 为 90 的 -环境 {或 e- 负 域 ). 

可 以 用 环境 概念 来 接 述 点 询 的 收 和 化 . 

引 理 1 设 {z.} 是 座 景 空间 中 一 列 点 , 那 求 {f+} 履 施 于 s 的 
充 要 条 性 是 对 十 x 将 柯 环 境 Qiw)， 必 存在 白 然 数 育 ， 当 nz 育 
3, 0, EE OTF). 

证 明 必要 性 设 Jim mm，0(D) 是 的 任 一 环境 ， 由 于 


是 人 (的 内 点 ,所 以 存在 0 全 得 CO02，e2c0Dto) 对 于 这 个 
3， 必 有 下， 省 Ps 直上 时 ，pftg， 人 5 因而 5 E03)CO(Y) 
Ce) 

充分 性 对 任何 >0D， OUz，s) 生 是 mo 的 -- 个 环境 ， 按 假设 
必 有 存在 让, 当下 芒 训 时 ,onE Or es 即 pizn, 2 一 &， 因 布 lim x 
一 <. 证 毕 . 

显然 , 引 理 工 中 “任何 环境 Oizx) 换 成 “任何 a 环境 Co 的 
仍 臣 立 ， 

4 极限 点 . 闭 集 ， 

定义 设 及 是 度量 空间 ,4 证 羡 中 的 点 集 ,eocE 拉 如果 mm 
的 任 柯 环境 Q(zwo} 中 总 合 有 要 中 无 报 个 点 ， 称 和 是 妇 的 极限 点 . 
如 果 woE4, 并 且 存 在 知 的 一 个 环境 QCo) ,Otzo) 中 不 再 会 有 除 
mo 外 的 4 中 的 点 , 称 加 是 二 的 殴 立 点 ， 如 果 4 中 每 个 点 都 是 也 
芍 孤 立 点 , 称 4 是 处 之 集 ， 特别 ,当当 一 到, 4 是 拔 立 集 时 ， 称 到 
是 离 汲 的 度量 空间 


AS 
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好 然 ,zo 是 4 的 孤立 点 时 ,mo 就 不 可 能 是 4 的 极限 点 ，. 面 o% 
是 4 的 极限 点 等 价 于 oo 前 任何 a- 环境 O(ao，m) 含有 4 中 无 限 
个 点 ，mE 4，eo 是 4 的 孤立 点 等 价 于 存在 一 个 入 的 a- 环 境 
Ofzo, e)，O (zo, 0) 中 不 再 含 除 吉 外 的 和 中 的 点 ， 由 此 可 知 ， 
如 果 存 在 数 0, 使 得 度量 空间 了 中 任何 两 点 sy 都 有 p(w, 的 
> 8， 了 便 是 离 艇 的 度量 空间 。 其 有 这 种 性 反 的 离散 度量 空间 称 
为 他 对 高 散 度 量 空间 ， z 

例如 在 一 比 实 羽 几 甲 德 空间 本 中 的 上 集 4 一 | 土 | 一 1,2,…， 


便 是 反 中 前 离散 集 ， 同 样 , 集 召 一 {rn|n 一 1 2,… 池 也 是 本 中 的 
离散 集 ， 如 果 用 如 上 的 距离 作为 4、B 上 的 距离 , 这 时 作为 度量 
空间 的 便 是 离散 的 ， 作 为 度 明 空间 的 召 便 是 绝对 离散 的 (可 取 
0< Be). 

定理 3 度 景 空间 脏 具 有 Hausdorff 分 记性 即 对 任何 %, gy 
万 仿 ,如 果 z 冯 y, 那 末 必 存在 z 的 环境 Q(z), y 的 环境 OCy), 使 得 
Om) NO —FK. 


证 明 ”因为 4 和 y, 所 以 p(w, 轴 才 人 取 s 一 喜 P(%， y), Om) 


一 D(z 8)，O(D) 一 OCy, 8) 即 可 .事实 上 ， 吉 果 有 点 xE0(w) 吃 
OO , 那 末 就 发 生 下 面 的 耳 盾 ， 
pf EPLT, 2 Hp, 二 去 2s… 卫 pl%, Y), 

所 以 GCa) 由 00y) = 所 证 毕 ， 

下 面 是 描述 集 4 的 极限 点 的 等 价 形 式 . 

定理 和 4 设 4 是 度量 空间 马 中 的 点 梨 ， 王 面 四 件 事 是 后 此 
等 价 的 ， - 

<) 各 是 4 的 极限 点 . 

(2) wo 的 任何 环境 DC) (或 任何 a- 环境 Olamo, 中 )) 中 必 会 有 
世 中 寞 于 zo 的 点 ， 即 《DOkeo 一 {m08) 站 4 了 (或 者 (Oe, ©»- 
{zo} 门 4 玫 四. 

(383) 在 不 中 存在 一 列 点 {9.7， 天 990 一 2 2), 使 得 


二 度量 空间 中 点 集 和 连续 映射 四 
lim %, = io, 
{4) 在 中 存在 一 询 彼 此 不 相同 的 点 {zx} (好 当 如 议 时 
了 季 wm) ,使 得 lim dn = tp 


本 定理 的 证 明和 直线 情况 下 相应 定理 ( 见 第 一 准 8 3) 的 征明 
相同 , 从 略 . 

由 于 上 述 四 种 形式 等 价 ， 所 以 人 后 要 不 风声 全 前 估 要 
当地 采用 某 种 形式 . 

定义 设 4 是 度 最 空间 中 的 点 集 , 4 9 要 吉 全体 所 成 的 入 
称 为 4 的 导 集 ， 记 做 4， 而 称 集 二 4U 4' 是 4 的 闭 包 ， 如果 
和 cd, 称 才 是 闭 集 ;如 时 4C4 称 全 是 已 审 业 1 如果 4 一 4 ， 称 
本 是 完全 集 . 
显然 , 4 是 弧 尝 集 的 充 要 条 件 是 4 站 4 一 和 闭 包 、 闲 集 是 今 


后 常用 到 的 集 . 

闭 集 

定理 设 和 4 是 度量 空间 支 中 的 点 僻 ， 下 面 三 忻 事 是 等 价 
的 : - 

(1》 4 基 闭 集 . 

(2) 由 4 中 的 点 构成 的 收 敏 点 列 {zn} 的 极限 必 仍 在 4 中 ， 

(3) 4 的 余 集 至 一 44 是 开 集 . 

本 定理 的 证 明和 直线 上 相应 定型 ( 见 第 一 童 83) 的 证 明 相 同 . 
证 赂 ， 


”例如 ,由 三 角 不 等 式 易 证 全 一 {splao, e) 7} 是 并 集 , 根据 
定理 5 的 (3，B Cm， 7) 一 卫 一 GG 一 {wp(w, wo) 所?} 是 闭 集 ， 称 
及 (ao ?) 是 以 zo 为 球 心 ,半径 为 7 的 半球. 

和 直线 情况 一 样 ， 由 定理 5 的 (8) 以 及 和 和 通 公式 可 得 下 列 定 
理 . 

定理 6 设 三 是 度量 空间 , 那 末 

(1》 空 集 及 全 空间 是 闭 集 ; 

(2) 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 
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(83) 有限 个 闭 集 的 和 是 闭 集 . 
定理 了 在 度量 空间 中 , 闭 集 减 开 集 的 差 是 闭 集 ， 开 集 减 闭 集 
的 差 是 开 集 . 
定理 8 设 4 是 度量 空间 他 中 的 点 集 , 忆 末 
(TI) 可 必 是 闭 集 ， 并 及 是 包含 要 的 最 小 闭 集 (5 即 对 任何 一 个 
包 介 4 的 闭 集 玉 , 名 月 玉 导 A). 
(3) .dl 是 闭 集 的 完 要 条 件 是 4 一 A 
定理 8 求 轩 和 包 的 运算 其 二 天 性 岳 ， 
0) f= i 
(29) ADA; 
(3) (CA) =; 
(4) AUB=~AUE. 
定理 8,9 均 厅 仿 直线 情况 期 以 证 明 . 
4 中 点 有 了 序 到 的 找 述 方式 ( 即 定 理 怠 ，、 和 直线 上 -… 样 可 以 证 
明 4 中 点 有 如 十 描述 方式 . 
定理 区 设 .4 是 度量 空间 袜 的 点 集 ， 那 来 下面 双人 忻 事 等 
价 : . 
(1) mE A 
(2) a 的 任何 邻 趟 Otro) 中 会 有 4 中 的 点 . 
《3) 在 和 4 中 存在 一 询 点 {zo}, 和 使得 lim mm 一 2 
注意 ， 定 理 10 的 (2 中 “任何 领 咸 Oxo)” 可 换 为 “任何 邻 城 
Diz, @)”， 曙 外 ,用 4 中 的 序列 的 描述 方式 ( 即 定理 10 的 (3)) 在 
今后 是 常用 的 种 形式 . 
5. 相对 开 . 闭 集 
定义 设 4、B 是 度量 空间 肚 的 两 个 点 集 ，4C- 吾 , 又 设 moE 
于, 如果 存在 mo 的 环境 Dtzo) ,使 得 DizonBcC4, 称 各 是 忒 的 
相对 及 的 肉 点、 如 果 4 中 一 切 点 都 是 和 对 吾 的 内 点 , 称 4 是 相 
对 于 甩 的 开 集 ， 如 肾 A'Nn BOA, 称 上 4 是 相对 于 如 的 闭 集 ， 
例如 五 : 上 集 Ia, 站 是 如! 的 闭 集 ， 但 因为 a ,5 不 是 内 点 ， 所 
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以 不 是 本 的 开 集 ， 然 而 对 任何 wssesb， 集 [a，o) 却 是 相对 于 
bz, 如 的 开 集 , 自然 , Le, 中 是 相对 二 [a, 的 的 闭 集 . 

和 和 直线 上 依 况 一 样 地 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 11 设 4.83 是 度量 空间 是 上 的 两 个 点 集 , 4 己 B, 那 末 

(1) 4 是 相对 于 且 鲁 闭 集 的 充 要 条 件 是 存在 于 的 闭 和 集 包 ， 
使得 4=BNnF. 

{2) 才 是 相 村 于 至 的 闭 集 的 充 要 条 件 是 集 召 -- 4 是 相对 于 如 
的 开 集 ， 

(3) 4 是 相对 于 五 的 并 集 的 充 查 条件 基 存在 屋 的 开 集 纪 ， 


使 得 A 二 BN 站. 
8. 境界 与 棱 
定义 设 了 4 是 度量 空间 互 上 的 点 集 ， 4 的 肉 点 全 体 所 成 的 


集 下 (4) 称 为 4 的 核 ,而 称 集 (4) 二 A400CKR 二 4 为 4 的 境界 ， 
了 (四 中 的 点 称 为 4 的 境界 点 . 

定理 了 欧 设 4 是 度量 空间 证 上 的 点 集 ， 那 来 

(五 (4 有 是 开 集 ， 

(2) 4 的 任何 升 子 集 邓 必 是 (04) 的 了 集 ( 即 下 (4) 是 半 的 
最 大 开 子 集 ). 

(3) 妹 是 开 集 的 充 要 条 忻 是 4=KK C4), 

(4) (4) 是 闭 集 , 并且 2'C4)= (XX 一 4). 

(6B) wwEL(4) 的 充 要 条 件 是 ww 的 任何 环境 Co 中 , 必 媳 含有 
和 中 的 点 , 又 含有 在 下 一 盘 中 的 点 . 

C6) TCOANECA 一作 A= UK(A). 

本 定理 的 证 肖 各 直线 上 情 阅 一 样 . 证 上 略 ， 

7， 联络 集 与 区 域 

和 直线 上 请 部 一 样 ， 可 引入 联络 集 和 区 域 的 概念. 

定义 ” 设 也 是 度量 空间 ， 如 末节 不 能 分 解 成 两 个 非 空 的 互 
不 相交 的 闭 集 的 和 , 那 末 称 于 是 联络 的 度量 室 间 ， 反 之 , 称 卫 是 
不 联结 的 度量 空间 . 设 4 是 度 全 空间 互 上 的 点 集 ， 如 果 4 作为 
也 的 子 空间 而 成 为 联络 的 度量 空间 ; 那 末 称 4 是 于 上 的 联络 集 ， 
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联络 的 开 集 称 为 区 天 .至 少 含有 籽 点 的 联络 闭 集 称 为 连续 点 集 . 

显然 ,联络 空间 又 可 定义 成 是 交 不 能 分 解 成 两 个 非 空 的 互 不 
相交 的 开 集 的 各 ,或 者 是 下 不 能 分 解 成 两 个 互 不 相交 的 既 于 义 闭 
的 集 的 和 此外， 含有 不 止 一 点 的 联络 集 4 中 决 不 能 食 有 相对 于 
44 的 孤立 点 , 田 呈 可知， 含有 不 正 一 点 的 联络 集 必 是 自 密 集 , 从 而 
连续 点 集 必 是 完全 集 . 

8， 闭 子 空 秆 , 闭 线 性 子 空 间 

定义 没 全 是 度量 空间 ,4 是 大 的 子 襟 间 , 如 果 4 又 是 祥 
的 闭 集 , 那 束 称 和 4 是 并 的 团子 空间 ， 特 别 , 当 六 是 赋 准 范 (起 赋 
范 ) 线 考 空间 , 而 五 既是 王 的 线性 子 空间 ， 同时 又 是 万 的 闭 集 ， 
那 来 称 工 是 守 移 儿 乒 性 子 宝 间 ， 

闭 集 的 基本 特征 在 于 它 对 极限 运算 圣 阐 ， 央 而 闭 线 性 子 空间 
概念 在 泛 函 分 析 中 具有 重要 的 地 位 . 

定理 189 设 环 基 赋 准 范 (或 赋 范 ) 线 性 空间 , 荆 是 子 的 线性 
子 空间 , 那 示 十 必 是 蔷 的 闭 线 性 了 空间， 特别 ， 当 4 是 下 的 季 
集 时 ,3psn 4 必 是 包含 4 的 最 小 闭 线 人 性子 空间 . . 
证 明 显然 ， 亏 是 闭 乐 ， 央 而 只 要 证 明了 仍 是 线性 子 空间 即 


可 . 

设 m yEL, a, BE 和， 根据 定理 10 的 (3); 存在 工 中 的 点 列 
{2o} {9 0， n>， 再 根据 2 定理 3, 个 有 aww。t By—>aw-t 
By， 但 工 是 线性 空间 ,记忆 axos-HBw ED 从 而 az hyEL, 即 蕊 
对 线性 运算 封闭 . 

特别 ,44 是 支 的 手 集 ， 显 然 span 4 是 包含 4 的 最 小 线性 于 
空间 ( 即 任 何 包 含 4 的 线性 子 空间 都 包含 线性 子 空间 span 4). 而 
span 4 是 包含 span 4 的 最 小 闭 集 , 所 以 5pan 拭 是 包含 4 的 最 小 
闭 线 性 子 空间 ， 证 此 . 

称 span 4 是 4 的 闭 线 性 包 

如 果 工 是 赋 准 范 (或 赋 范 ) 线性 空间 于 的 线性 子 空间 ， 并 昌 
dim 也 <o0， 可 以 证 明 荆 必 是 闭 子 空间 (在 $5 中 我 们 将 进一步 证 
明 荆 必 虹 完备 于 空间 )。 当然 ， 当 dim 工 = oe 时 工 就 未 必 是 六 证 


和 4 度量 空间 中 点 集 和 连续 映射 Ea 
本 
便 如 取 工 是 La, 机 中 赂 项 式 全 体 , 昆 然 五 是 线性 予 空 间 , 因 
为 {zn 一 0, I， 2， 是 万 的 线性 茶 ， 所 以 dim 王 = co, 但 工 不 ， 
荐 口 -x, 避 中 前 闭 集 ， 事 实 上， 根据 Weierstrass 定理 ， 任 何 了 GE 
Oia, 如， 必 存 在 荆 中 一 列 点 {25}，{gwt)} 在 [4, 相 目 一 致 收敛 
于 了 0), 即 lon|ps 一 并 一 0, 所 以 =UQle, 所 ,由 此 可 知 , 工 不 是 网 


集 . 
9， 点 集 间 的 距离 
定义 设 避 和 和 六 是 度量 空间 卫 中 的 点 集 , 称 

inf pls, y) i 


是 吾 与 站 间 的 焉 离 ， 记 做 pt 召 , 特别 ， 当 如 中 只 有 一 点 多 
时 , 称 单 点 集 {wo} 与 玉 的 距离 是 点 mw 与 六 间 的 距离 , 记 为 
pleo, PF) —inf piwo, 2 
秽 如 ,也 是 Cg, 四, 了 是 阶 数 不 超过 mw 的 多 项 式 g, (外 全 体 ， 
lt 所 iu， 的， 邳 林 


inf p(w, pa = inf max | —nnt)|, 
Tat En PET th 


它 就 是 用 阶 多 项 式 玖 名 过 近 w( 介 的 最 仁 什 . 
wzEF 的 充 要 条 性 是 p(w, 了 b) 一 0. 
事实 上 , 如 玉 zw€ 六 , 闭 来 必 有 {wo} 己 本 , 使 得 ptzs ->0， 由 
plw, pl 4 得 到 p(w, F) 一 0. 
反 过 来 ， 如 订 plz, 本 =0， 必 有 {mw}CE， 便 得 plen, 2) 一 
-ply, A=0, 因 此 一 2w, 所 以 有 wwER 证 毕 , 
10. 连续 映射 
仿 通 数 的 连续 性 , 可 引入 度量 空间 上 映射 的 连续 性 . 
设 了 是 定义 存 [z, ] 上 的 连续 函数 , meE [&, 纪 ， 在 数学 分 析 
中 ， 叶 在 wo 点 连续 ”是 这 样 定义 的 , 对 任何 8。 之 0, 存在 5>>0， 当 
多 一 m0| <5 时 ,| Fe) 一 了 (mo) | < a。 如 果 改 用 环境 的 语言 来 说 , 就 
是 对 任何 了 (0) 的 8- 环境 OCFCw0) ,8) ,电站 在 mw 的 5- 环境 <io， 
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5) ,使 得 OCro, 人 ODICOCF(ro), 81. 

度量 空间 中 有 映射 的 连续 性 可 以 相仿 地 引入 ， 

定义 滩 芋 .了 是 两 个 度量 空间 , 4 是 卫 的 子 集 , 是 4 了 
的 缺 射 ，zE 4， 加 时 对 任何 Fa 的 环境 OCF(z0)) (YY 中 的 开 
集 )， 必 有 wo 的 环境 Ozo) (文中 的 开 集 )， 使 得 fCO (wo0) 4) 志 
OCF(Czo))， 那 末 称 wo 是 映射 了 的 连续 点 ， 如果 刀 中 每 点 都 是 地 
的 连续 点 , 那 末 称 了 是 4-> 的 连续 号 射 ， 当 工 是 实数 域 民 或 复 
数 域 忆 时 , 称 连 续 映 射 了 是 4 上 实 或 复 的 连续 函数 ， 

定理 ] 设 半 ，】” 是 岗 个 度量 空间 ，A 己 训 ,， f 是 二 天 的 
映射 ,ww 所 4, 郑 末 下 面 三 件 剖 等 价 ， 

(DD mw 是 了 的 连续 点 。 

《3) 对 任何 了 (zo) 的 s- 环 境 OC 了 lwo0)， 8)， 必 存 相 wo 的 5- 环 
境 上 (mo, 加 ,使 得 

Oo DN AY SOCF (wo), 5s). 
(8) 对 于 妃 中 任何 收 合 于 26 的 点 列 {2,}, 必 有 
lim fe) =f Cao). 

证 明 ”全 一 他 ), 设 了 在 加 E4 处 连续 , 那 末 由 连续 的 定义 ,对 
于 fim) 的 8- 环 境 OCfze)，58)， 必 有 ww 的 环境 Owo)， 使 得 
fiO(ww) 站 COCF(86)， 8)， 因 为 20 是 OCw0) 的 内 点 , 必 有 正 数 
8, 使 Owo, 8)cCO(ww)， 因 此 . 
Ole NA CFO N AN SO Cw0), a), 
这 就 是 (2)， 

(2 一 (3) 设 映射 了 在 点 mo 适合 条 件 (2), 任 取 {oojc 4， ww 
zo， 必 有 自然 数 育 ， 当 %> 育 时 ，p (8 m0) 之 5[ 注 9， 所 以 此 时 
fzn) EOCF(zo}, 提 , 即 当 n>N 时 ,有 

PCF Ove), fpo)) < 反 s[ 注 加 ， 


[ 往 二 ”天 由 表示 契合 35E 者 ; 即 集 所 的 类 入 , 见 第 一 章 32. 

[注意 ”这 里 我 们 把 好 ,了 上 的 亚 离 都 用 bp 来 辜 示 ,这 是 不 会 引起 混 识 的 。 因为 内 
村 看 ptt 起 中 的 4, 了 是 蔷 还 是 了 中 的 点 就 知 P 是 避 个 空间 由 的 滤 遍 
了 。 . - . . | - 


| 


和 
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印 得 (3). 

(3) 地 (了) 用 反 证 法 ， 设 映射 了 在 woE44 适 全 条件 (3), 而 了 在 
ao 点 不 和 连 综 ， 那 末 必 有 了 (zo) 的 环境 OC 了 (zo0))，, 使得 对 于 ao 的 任 
条 环境 OVzo)， fCOCwo) N01) 不 包含 在 OCFCo)) 之 中 , 特别 地 ,对 


于 球 Om, 二 )， 必 有 », € O( wo, na4, 使 得 (we) EOCF(m0)). 
因此 moE 4 pm。 wo) < 二 ,但 是 由 于 条 件 (9), 应 有 了 (ww)->f(zo) 


《由 政和 伍 的 定义 )， 因 此 对 f(we) 的 环境 O( 了 (wo)), 又 应 有 让 ,使 得 
当 mn 站 时 ,fla EOC 了 (eo)), 这 与 前 面 折 得 的 了 (ww) EOCf(00)) 
相 子 拟 ， 听 以 fo 在 mm 处 必 连 续 。 证 毕 . 
最 然 , 当 zo 是 4 的 孤立 点 时 , 任何 4-> 了 的 胸 射 都 必 在 m 处 
连续 . 

定理 15 设 之 ,了 了 是 两 个 度量 空间 ， 了 是 于 -> 了 的 映射 ， 那 
来 了 是 连续 腔 射 的 充 要 条 件 是 下 面 两 个 中 的 任何 一 个 : 

{1) 对 任何 了 中 的 开 集 G, 人 G 的 原 象 广 (G) = 人 @| Flo) EGY 
是 互 中 的 开 集 . 

{2) 对 任何 了 中 的 闭 集 克 , 下 的 原 象 广 :( 本 一 {o| Fo E 本 
基 了 中 的 闲 集 . 

证 明 ”人 必要 人 性 ” 设 G 是 开 集 , 今 证 广 *(G) 是 开 集 ， 芭 果 
六 7@) =8, 那 末 广 1(G) 已 是 开 集 了 ， 所 以 不 炉 设 扩 +(G9 #5 任 
取 moEF1( 人 9G), 因 为 了 在 mw 点 连续 ， 所 以 对 于 了 (mo) 的 环境 G4, 存 
在 Ofzo)， 使 得 了 (O(a0)}C9G, 这 就 是 说 OCg0) CC 六), 因而 v6、 
是 产 1(G) 的 内 点 。 但 四 是 广 !(G90 中 任 取 的 ， 因 而 广 :(G) 是 开 
集 . 

充分 性 设 woE 玉 , 今 证 m 荐 了 的 连续 点 、 任 取 leo) 的 性 
何 环 境 O(pfao))， 由 于 OUKeo)) 是 开 集 ， 因 而 它 的 原 象 
fi(O(CFeo)) 是 开 集 ， 又 县 然 mEyO(CFeo))， 即 开 集 
fCOCf(xo))) 是 wo 的 一 个 环境 ， 记 为 0(wo)， 轴 然 (Oe)) 志 
OCF(zo)), 记 以 了 在 m 点 连续 . 

f2) 只 要 注意 到 信 ( 有 ) ~ 五 ， 并 且 一 个 集 有 B 的 余 集 了 一 如 的 
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原 篆 必 是 集 B 的 原 象 的 余 集 , 即 
fF BY-{rlfliz) EF —B}—- AX— {of(2) EB} 
一 人 一 了 0B), ‘4.8) 

上 表 注 意 到 闭 集 的 余 集 是 开 集 ,立即 由 (办 可 以 得 到 人 2)， 证 半 . 

系 设 五 .了 是 两 个 度量 空间 ,A 二 斑 , 了 是 4-3 了 的 下 射 , 邯 
末 下 是 连 污 映射 的 充 要 条 件 是 下 商 两 个 中 的 任何 一 个 . 1 
” (1) 对 于 任何 了 中 天 集 Q，G 的 原 象 六 70D 一 {2 了 iw) EG} 
是 相对 于 4 的 开 集 . 

(2) 对 于 任何 了 中 闷 集 ,了 的 原 象 17 一 { 公 (vw) CF} 
是 相对 于 4 的 财 集 . 

本 又 可 仿 定 理 二 求证 明了 世 可 直接 刊 用 习题 12 作为 定理 15 
的 明显 捧 论 . 

11. 保 距 同 构 和 拓扑 同 构 

定 兴 设 之 、 了 是 两 个 虚 量 空间 , 8 是 人 -> 了 的 上 映射， 如果 
对 任何 ws 及， 都 有 p(B pip)) 一 piwy ma)， 称 wg 是 六 
一 下 的 保 距 映射 . 部 果 名 不仅 是 立 -> 了 的 保 中 映射, 而且 是 满 
射 ， 即 党 tp) 一 了 ，, 那 末 称 是 之 一 了 的 保 距 司 构 上 映射 , 简称 pp 是 
保 距 同 构 . . 

显然 , 保 距 映射 必 是 单 射 , 因而 保 距 同 构 灾 荐 之 一 了 的 友 射 ， 
由 此 易 知 逆 映 射 g 人 必 是 了 一 子 的 保 距 问 构 ， 响 外 于 一 的 保 
让 映射 必然 是 及 一 了 的 连续 喘 射 . 

定义 ” 设 祥 ,了 是 沿 个 度量 空间 , 如 果 存 在 保 距 同村 映射 mw 
六 >Y, 那 末 称 匀 和 耻 保 距 同 构 . 
对 于 证 国 分 析 求 岗 ， 特 别 引 要 的 是 万 、 了 还 是 级 性 空间 的 情 


涡 . 


定义 设 互 . 工 同 为 实 或 复 感 淮 范 或 隋 范 线性 空间 , wm 是 瑟 
一 了 的 组 性 同 态 (或 线性 同 构 )， 并 县 是 保 距 映射 ， 那 末 称 交 是 世 
-> 了 的 保 给 线性 同 态 ( 或 保 距 线性 同 构 )}， 对 于 两 个 赋 淮 范 或 赋 范 
线性 空间 芝 , 了 ,如果 存 在 于 ->Y 的 保 距 线 性 间 构 , 那 本 称 全. 
是 保 距 线性 同 构 ， 
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襄 一 般 的 观念 来 说 , 度量 空间 的 基本 要 素 是 两 个 ,一 个 是 招 象 
的 非 空 集 束 , 另 一 个 是 下 上 的 距离 p, 度量 空间 中 - - 芭 其 它 概念 ， 
例如 有 界 集 . 开 集 、 闭 集 、 连 续 等 等 , 都 是 以 这 两 个 要 素 为 基础 的 ， 
而 线性 空间 的 薄 本 要 未 是 除了 非 空 集 瑟 外 ， 还 有 集 下 的 元 迷 之 
间 的 线性 运算 一 一 训 法 和 数 莱 ， 线 性 空间 中 一 切 其 它 概 念 ， 例 如 
基线 性 独立 . 维 数 等 等 , 都 是 以 它们 为 基础 的 ， 同 样 , 赋 淮 范 ( 或 
帧 范 ) 组 性 空间 的 基 本 要 崇 除 了 非 空 售 并 以 及 其 上 的 线性 运算 
外 , 还 有 一 个 出 起 一 般 的 距离 来 说 要 特殊 -一 点 的 距离 , 即 由 淮 范 数 
《或 范 数 ) 导 出 的 距离 , 它们 是 这 类 空间 上 讨论 其 它 问题 的 共 础 ( 今 
后 我 们 将 愈 来 愈 多 地 看 到 这 一 点 }， 如 果 两 个 度量 空间 去、 工 保 
焉 局 构 , 即 有 保 距 同 松 映 射 o: 了 , 当 把 下 的 元 素 2 用 p( 怠 代 
蔡 ， 两 点 四、ge 的 距离 p(w, aa) 用 PPfca)， lea)) 代 震 以 后 , 在 
三 上 讨论 问题 就 和 在 了 上 讨论 没有 征 么 两 粹 了 , 即 保 距 同 梅 的 两 
个 度量 空间 可 以 视 为 同一 空间 (数学 的 严格 术语 基 ， 也 和 六 在 保 
距 辐 构 g 下 视 为 同一 )}. 同样 ,线性 同 析 的 两 个 线性 空间 可 以 视 为 
疝 一 , 鳗 性 保 还 同 构 的 两 个 赋 洪 范 或 周 范 线性 空间 可 以 视 为 同一 ， 
这 种 不 回声 含 出 现 的 在 同 构 意义 下 视 为 同一 是 数学 中 一 个 忆 要 的 

例如 ,P" 是 不 超过 % 阶 的 多 项 式 全 体 , 相 果 作 


PPE = Dl oti (go, bd +, en) (4.4) 


屠 末 gg 便 是 启 到 % 十 1 个 数组 所 成 的 nt+1 维 线性 空间 A"* 的 
线性 同 构 , 因此 在 线性 空间 理论 中 , Pr? 和 如" 时 可 视 为 同一 ， 艾 其 
村 在 六 中 引入 


1 
li-( 祝 lol?)， (4.5) 
易 知 上 1 是 Pr 上 黄 数 ， 寺 是 9 便 是 实 (或 复 ) 赋 范 线性 空间 P" 到 
赋 范 线性 空间 如 (或 0" 的 线性 保 降 同 构 ， 因 此 在 赋 范 线性 空 
间 章 论 中 ,产科 到 1 可 视 为 同一 . 
因为 今后 我 们 将 还 会 遇 到 不 辐 场合 同 构 的 例 ， 所 以 这 里 不 再 
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列举 了 . 下面 介绍 比 保 虫 间 构 要 求 略 低 一 点 的 同 物 概念 . 

定义 ” 设 卫 . 了 是 两 个 度量 空间 , 2 是 至 一 了 的 双 射 , 如 果 e 
入 gg 1 都 是 连续 忌 射 ， 那 末 称 由 是 卫 -> 了 的 本 村 里 射 ， 对 于 两 个 
度量 空间 圣 和 了 ,如 困 存 在 下 -> 了 的 拓扑 县 射 , 那 末 称 芋 ,了 括 
站 同 构 ， 当 苹 、 了 了 莉 是 赋 准 范 线 性 空间 , 9 既是 一 了 的 线性 同 
构 ， 叉 是 拓扑 映射 时 , 称 8 是 下 > 了 的 拓 扩 线性 吴 射 。 两 全 冉 淮 
范 线性 空间 耻 、 了 , 如果 存在 互 一 的 拓扑 线性 蚂 射 , 称 及 与 了 
括 扑 线性 局 构 . 

由 于 哥 喉 同 构 器 射 $8 的 道中 也 是 保 上 距 癌 糙 风 射 ， 并 且 都 悬 
连 统 的 , 因而 保 距 司 移 肌 射 必 是 拓扑 闫 射 ， 一 般 说 来 ,对 拓 持 跨 射 
9, 并 不 能 保证 ptzi aa) 一 p (PC2D， (za)), 所 以 未 必 是 保 距 同 构 
攻 射 ，” 

例如 P09) 一 可 便 是 囊 王 下 的 拓扑 映射 .更 一 般 邢 ,， 设 g 是 
蕊 ! 到 EE 的 严格 单调 的 连续 映射 ( 即 匠 ?上 严格 单调 连续 函数 ), 如 
及 gt2 一 了 ,根据 数学 分 析 知 识 知 道 ,yg ?也 是 .如 上 连续 函数 ， 
并 且 g 下 (如 DD 一 加 ,有 即 p 是 加 -> 了 的 近 扑 有 映射， 显然, 一 般 说 来 
这 些 史 者 不 是 -> 了 酚 的 保 距 同 构 映射. 

假如 9 是 瑟 一 了 的 拓扑 线 性 映射 ， 泊 然 ，p 不 能 保证 象 的 焉 
序 利 永 象 的 距 高 相等 ， 即 p (2, Yo) —p(lplry), 9faajy 示 性 对 一 二 
wi Ve 安 怀 成立。 然而, 因 gp.p 都 是 连续 的 , 所 以 仍 保持 售 域 . 极 
限 等 的 等 价 性 ， 即 对 是 互 的 开业 的 充 要 条 件 是 8(G) 是 了 的 开 
集 ， 斑 上 上 碟 列 {wrj 下 敏 于 的 充 要 条 和 件 是 了 上 点 列 分 (zo)} 收 
化 于 2( 轨 等 ， 在 度量 空间 理论 中 ， 如 果 只 限于 研究 与 极限 月 光 的 
性 质 , 或 者 说 , 具 限 于 研究 连续 性 时 , 那 未 用 8(o) 代替 之 后 , 在 天 
上 讨论 就 和 在 了 上 讨论 是 一 璋 的 了 .可 见 拓扑 同 构 是 一 个 重要 
的 概念 ( 它 在 拓扑 空间 理论 中 尤为 恒 要). 

下 桓 是 赋 准 范 线性 罕 间 中 两 个 重要 的 拓 盾 映射 . 

定理 426 设 革 是 赋 准 范 线 性 空间 , 0 了 xE 入, m6 于， 那 来 
了 台 射 
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pa!l > 十 2 和 至 ， 
者 是 下 上 上 的 拓扑 骂 射 ,并且 入 还 是 线性 映射 . 
证 明 显然 , gz.gya 都 是 双 射 ,并 且 
pi, o> 二 出 忆 到， 


Yl. wr 一 Wo 耳 w， 史 伺 芋 , 
又 显然 , fo、 821! 是 两 个 连续 跌 射 ， 根 据 $2 准 范 数 的 性 不 (3)，pa 
zi 也 是 两 个 连续 上 映射、 因而 po 痢 是 扩 扑 映射. 

9: 显然 是 线性 映射 .证 些 . 

系 议 甩 是 沽 准 范 线性 空间 ,A 是 全 的 点 集 ， 那 末 对 任 订 
QeE 人, zo ,从 和 4 是 开 ( 或 闭 ) 集 的 充 要 条 件 是 集 xd -i-w, 一 
faz 一 ti 4 是 开 ( 副 闭 ) 集 . 

证 组 ”由 于 定理 16 中 陕 射 2 Fs 是 拓扑 映射 从 而 psogi 记 
是 拓扑 映射， 但 24d 十 wo 一 acpi1( 有 4)， 4 一 (geogr) (G4 十 Xt0)， 诅 
定名 5 知道 ，4 是 开 ( 或 闭 ) 集 的 充 要 条 件 是 4 十 wo 是 开 ( 或 闭 》 
集 ， 证 毕 . 

1 度量 空间 的 矢 积 室 间 

定 愉 设 ( 卫 , p) (了, P) 是 两 个 度量 空间 ,第 之 x 了 是 区 入 
了 的 直 积 ， 对 尾 箱 (1 级)，(wa, go GE 如 X 了 ,规定 

plss WY, Cs, ya)) = Lele 29) ?+ pl go 了 这 
C4.0) 
易 知 Pp 是 王 x 了 上 的 距离 ,通常 称 ( 了 x 了 ,四 是 (人 ,让 各 CY, 
的 家 积 度量 空间 ,简称 为 来 积 空间 ， 常 简写 (了 x 了, 让 为 定 xY. 
注意 , 着 时 在 到 X 工 上 ,对 任何 (ea yD，(wa gE 芋 X 了 , 规 


PC FD, (za 的) 一 Pfob za) tplyy YD, (4.7) 

Pp CAR Va), Ca, Yn) —marto(y, Ls), Pt 的))， 
: {4.8) 

加 样 , 易 知 Op 等 都 是 立 x 了 上 上 的 旧 亢 ， 令 工 是 集 苇 X 卫 到 各 
寺 葛 旦 等 喘 射 ， 容易 证 明了 耽 是 ‘YX 了， 六 一 (xp 的 拓扑 
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岗 射 ,又 蚌 ( 王 X 了 ,oy 玉 ( 蔗 XX 了 ,Pp 中 的 拓 捉 映射 ,也 是 [ 玉 xXY 了 ,p 人 ) 
一 (六 X 了 ,Pp 站 的 拓 扑 映射 换言之 , CXF,p), (人 x 了 , p”)， 
《及 XP 了 ,pn 丢 此 拓扑 同 构 ， 因 此 ,在 仅 研 究 极 限 和 连续 性 有 关 的 
问题 时 , 它们 实际 上 是 等 效 的 ， 所 以 遂 党 在 全 x 了 上 玉 由 给 . 命 所 
规定 的 距离 . 

上 而 是 两 个 空间 的 引 积 ， 不 人 礁 类 似 地 引入 多 个 空间 的 飞 积 空 
闻 ， 设 (i Pp) 一 1 1 则 是 度量 空间 ， 对 任何 “一 (oz，…， 
wr), Y= C1 7 Yn) EX 玉 ;; 规定 


pe, WD —{P pe 0 (4.9) 


称 (X XX。 p ) 是 (下 P)G 一 2，…, 内 的 来 积 度量 空间 ， 


18. 多 元 连续 映射 
利用 度量 空间 的 乘积 空间 ， 可 把 多 元 连续 函数 推广 成 多 元 连 
续 映 射 ( 下 画 以 二 元 和 连续 映射 作为 典型 ). 

定义 设 ( 卫 , p)、( 了 , pP)、(2, p) 是 三 个 度量 空间 , ( 卫 xYY， 
户 是 (于, 户 和 和 (了, 户 的 条 积 度量 空间 ，J lw, 奶 是 集 工 x 王 到 集 
2 的 鼎 射 如果 了 Cz, 四 是 (于 xX 了, p) 到 (2, p) 的 连续 唤 射 , 那 末 
称 了 是 变 元 %、g 的 二 元 达 续 竖 射 ， 当 3, 站 是 加 或 名 时 , 称 了 
是 实 或 复 的 二 元 连续 函数 

定理 站 设 ( 有 ，p)、 疆 ，p)、({8，p) 是 三 个 度量 空间 ， 
《xX 了, 户 是 (及 , PF, 户 的 乘积 度量 空间 , 了 是 集 天 Xx 了 8 
的 路 射 ， 下列 命 题 成 立 ， 

(1) 了 是 二 元 固然 路 射 的 充 守 条 件 是 对 任何 两 个 收 伍 序列 
{zn} {gr}: ny 总 有 

lm fms, go) = fe, EE], (4.10) 

(2) 如 于 于是 二 元 连续 的 ， 屠 末 辕 定 一 个 变 元 必 是 另 一 个 谈 
元 的 连续 聘 庙 ， 
”“[ 注 】 还 有 一 个 了 吓 两 元 连续 映 对 的 常用 的 充 要 条 件 , 它 是 用 环境 的 语言 表达 区 

{地 习题 23) 。 
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证 明 (1 必要 性 ”对 任何 ee>0, 因 为 了 二 元 连续 , 必 有 人 > 

四 当 ( 人 的 EC DD DN， 了 vy) EEOC WW),，8)、 自 站 
2 aa 所 以 对 上 述 83>0 必 存 在 下, 当 2W 时 


p(n, ye), Ce 的 ) 一 [ole ap HS, 
从 缸 取 (2 一 (8 9) 一 入， 7， 
plf Cw, yn), fw, WI <e, C4.11) 

即 { 和 .10) 成立， 

充分 性 ”只 要 证 明 任何 点 (%, 妨 Ex 了 是 的 连续 点 就 可 
以 了 .( 反 证 法 ) 设 (w, 奶 不 是 了 的 连续 点 ,从 而 必 存 在 茶 个 s0>0， 
而 对 任何 8 一 二 (n=1 2,…), 在 O((&, 办 ,寺中 必 有 点 (wy) 
使 得 


PU Cn, Wr), FT, HD ) > eo. (4.12) 
从 下 式 
[oC ©) For (ye JE p(s, yi), 从) < 工 
R=1, 2,* 


易 知 or 一 2， gw->y。 根据 假设 ，(4.10) 成 立 ， 这 和 (4.12) 发 生 天 
盾 ， 所 以 点 (2, 咏 是 了 的 连续 点 . 

(2) 显然 ,命题 (分 是 全) 的 直接 推论 ， 证 毕 . 

上 定理 47 的 (了 可 知 , 度量 空间 (w，p) 上 的 距离 p(&, 四 是 变 
元 4.4 的 二 元 连续 画 数 ( 见 81L 定 理工 的 (分 )。 而 涯 互 是 赋 淮 范 
线性 空间 时 , 加 法 (za, 急 HFxe 二 zy 就 是 变 元 wy 的 二 元 连续 睐 射 , 数 
乘 (o， ziFyax 襄 是 变 元 os 的 二 元 连续 映射、 

妈 . 开 、 闭 映射 

升 、 闭 喘 射 是 : 泛 落 分 析 中 十 个 重要 的 映射 , 

定义 设 ( 肚 , p)、({ 了 , p) 是 两 个 度量 空间 ， 了 了 基 玉 到 了 的 映 
射 、 如 果 兰 4( 王 , 中 任何 开 条 0, 象 了 (O}) 是 (全, Pp} 中 开 集 , 那 末 
称 了 是 开 了 映射 + 岂 葡 开 彰 子 )， 

显然 , 当 了 是 拓扑 鼎 射 时 ， 了 了 必 是 开 映 射 ， 而 过 了 是 于 到 了 了 
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的 双 射 时, 出 定理 6 可知 ,了 "7 连续 的 充 杰 条 储 是 了 次 开 映射 . 

定义 设 { 玉 ， {了 了， 户 是 两 个 度量 空间 ,是 于 到 了 的 由 
射 , 贸 ( 及 是 它 的 定义 域 ， 称 乘积 集 芒 x 了 的 子 集 

G0) {C®, Fim) [mE BA 

是 了 的 图 和 象 。 如果 介 ( 力 是 度量 空间 (下 Xx 了, p) 的 闭 集 ， 称 ff 是 
蔗 到 了 (以 刍 ( 有 ) 为 定义 域 ) 的 用 映射 (也 称 闭 算 子 ). 

定理 18 设 (, p)、 (Y, p) 是 两 个 度量 空间 ， 了 匡 卫 到 下 
前 映射 ,多 ( 六 是 它 的 定 立 域 ， 那 未 

(D 了 是 闭 映 射 的 充 要 条 件 是 对 任何 点 列 {fm} 己 儿 (有, 当 2. 
mo 了 人 -加 有 时, 必 有 aoE 字 (六 ,注目 ao) 一 后 

(2) 当 急 (由 是 闭 集 ,了 是 连续 网 射 时 ,了 了 必 是 闭 也 射 . 

(3) 如 果 了 是 章 射 ,并 目 是 闲 虞 射 , 亚 末 广 :也 是 闭 隐 射 ， 

证 明 (已 必要 性 如 等 了 是 闭 算 子 ， 那 来 当 {ww 之 银 ( 力 ， 
e200 一 Yo 时 ， 显然 (6, Fo 他 [( 门 ， 而 且 在 乘积 度 
量 空 间 ( 王 X 了 了， 站 中 ，(zo Fe) ->(oo go， 由 于 假 间 他 ( 六 是 
闭 的 , 所 以 (oo， go) EE 人 (有) ,这 就 是 wp EB( 由 ,yo 二 (vo). 

充分 性 任 取 lm 了 GD}CGCf), 而 和 且 (vr (0 ) 二 > 
(mo, yo)， 明 然 ，{or] 呈 久 ( 让 ，sn 一 0, 了 (8,) 一 Yo， 出 假 没 ，wwoE 
多 (有 ,如 一 f(z0), 即 得 到 (oo 的 ) EGC 站 ， 因 此 妇 中 中 每 个 收敛 
点 列 的 极限 在 (< 力 中 ,所 以 全 (内 是 闭 集 . 

(2 设 {0} 忆 多 (有 站， gx 并 且 了 ww)> 如 。 因为 留 () 是 
闭 的 ， 所 以 mo 捷 狠 (站 ,又 由 于 了 是 连续 的 , 所 以 yo~ Hmf (wn) ~ 


fmo), 由 人 本 知 了 是 闭 欢 射 . 

(83) 显然 ， 证 毕 . 

一 般 说 来 , 隅 映射 不 一 定 是 沁 续 前 

例 我们 考察 度量 空间 C[a， 有 的 个子 集 Dfoloedta 
b1, w 有 连续 导 函 数 }， 我 们 作 多->OFe, 5] 的 隶 学 算 子 ( 觅 犁 ) 品 
如 下 ， 


D, 2 (DFO 全 )， v(D ED, 


#4 度 况 空间 中 点 掠 导 过 屿 腔 射 3 
襄 果 {eo} 2 而 县 moo 各- 各 -sr>yo( 这 就 是 说 fa 在 [6, 如 


上 一 玛 收 化 计 函 数 mo, 而 且 -Se 在 [6, 如 上 也 一 至 收敛 )， 根据 数 
学 分 析 中 熟知 的 定 带 ， 极 限 首 煞 ww 也 是 吓 以 求 导 询 ,而 且 求 名 和 和 
级 眼 运 算 可 以 交换 , 地 
全 Hn -全 加 的 一 铝 的， 

这 丹 一 床 ，wo5 邹 ，go= Dao[ 注 ， 所 以 号 是 闭 的 ， 显然 万 不 是 
>C fa， 四 的 连续 算 子 (具体 地 ， 例 如 可 -+ginng}C 急 ,并 生 
rsimn pz- 但 DCsinng) 一 cos?nr0)， 因 此 , 闭 算 子 不 一 定 
连 法 , - | 
在 第 一 章 8 4 中， 我 们 将 讨论 于 线性 算 子 何 时 成 为 连续 算 于 . 

简 用 算 子 的 图 笋 米 研究 一 些 “不 过 续 " 的 算 子 是 von- 
Neumann 引进 的 一 种 有 效 的 方法 , 它 常 被 用 米 讨 论 闭 算 子 ， 泛 应 
分 析 中 对 闭 算 子 讨论 得 比较 多 的 是 线性 疯 算 子 理论 ， 在 上 出 中 我 
们 于 到 的 微分 算 子 不 是 连 综 算 巴 伏 位 是 闭 算 子 ， 其 实 ,更 一 般 地 ， 
在 微分 方程 理论 中 近 浊 更 的 线性 微分 算 子 ， 绝 大 部 分 在 常见 的 度 
记 空 间 上 容易 验证 它 是 闭 算 子 ， 这 就 是 我 们 颖 讨论 闭 算 子 的 车 自 
之 一 . 
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， 证明 定理 94 一 1 
- 证 上 明 离 获 训 量 空间 赴任 各 子 集 距 是 开 集 , 又 是 闭 搞 . 
下 环 境 的 语言 直接 证 下定 可 4 让 导 与 避 ? 笑 价 . 

- 必 环 境 的 语言 直接 证 明定 还 5 中 (1 与 《3) 等 价 . 

- 设 半 是 度量 定 间 ， wo€ 站 了 关山 证 且 各 一 和 |akzo 七 > 分 是 开打。 

又 癌 开 球台 6zo 站 的 也 包 必 证 逆 球 (gz 他 一 兵 1PK 3 所作 吗 Y 
6 分 别 用 环境 的 语言 和 序列 的 语言 江 角 典 量 空间 中 集 吉 的 导入 学 ' 必 
7， 黑 环境 的 语言 家 接 证 明定 理 10 中 的 届 )、( 台 等 价 . 


必 ce 


en 


[这 工科 是 五 fx 的 另 一 种 写法 。 


8. 设 要 是 实时 宗 阅 斑 1 的 点 集 ;?7 计 0, 征明 集 
站 二 性 | 在 自 二 中 一 个 点 场合 各 px 协 三 全 


8， 证 站 是 康 基 穹 间 立 鸭 汪 全 证 半 恬 存 左 一 区 于 各 {Oa}， 使 得 04 也 


二 目 站 ou= 忆 

10. 斌 FI Fs 是 豪 导 守 加 六 路 状 山 个 闭合 日 开 未 机 训 , 证 岂 有 加 下 分 
离 竺 : 存在 性 的 阿 个 形 储 Ga 使 得 吕 站 002 开 导 PB 因子 二 3 

1T. 证 BE 5 记 明 这 罕 空间 CLa, 的 中 论 人 入 位 当 二 用语 ,2 中) 二 
全 是 闭 华 ， 而 对 伟 辣 es 册 菜 1 如 | 当 让 吾 有 时 | za 是 CDs 可 上 开 集 
的 记 下 条件 是 是 是 如 ! 上 的 周 集 . 

地 .没有 ,B 是 度量 空间 六 市 的 商 个 点 党 ;本 己 驴 ， 证明 zo 证 雯 的 丰 对 
于 下 的 内 点 的 充 要 条 件 是 在 在 0 的 8- 环 境 Qtvo, 旬 ， 僻 治 9try, oa 站 于 一 
4. 

13， 设 4,B 是 度量 室 入 斑 路 的 两 个 点 启 ; 所 己 台 ,在 如 上 隋 玉 区 王 离 
全 洁 好 的 抱 离 , 吾 成 为 度 景 空间 , 视 半 为 度量 空间 台 的 点 华 , 证 词 志 相对 于 
对 总 开 5 或 闭 ) 信 的 完 要 条 件 是 44 是 度量 空间 吾 的 天 (或 用) 集 . 

二 . 设 六 是 度量 空间 忒 的 点 策 ， 证 目 志 (4 一斑 一 (人生 一 村 

雹 ， 证 明子 空间 的 眶 络 集 必 是 全 空间 的 联络 集 ， 及 河道 帘 吓 是 宪 成 立 . 

把。 寺 是 度 晤 室 间 芒 叶 的 点 集 ， 妇 虹 对 4 中 伍 何 肌 个 点 7T、 妨 部 有 和 
攻 疆 络 子 集 包含 这 商 点 证 国术 必 尽 科 络 点 集 . 

17， 设 4 是 度量 空间 瑟 的 买 给 吕 集 , 了 其 4 天 之 时 室 间 主 的 这 么 喘 
家 江 旨 了 4 是 工 的 联络 点 集 ， 

要. 定 党 区 宁 Ffo) 是 [La， 加 和 过量 宇 癌 立 的 连 妹 有 限 和， 那 林 环卫 下、 
4 一 Te 或 党 六 [aa 5 是 艺 中 的 连续 曲线 

十 油 连 续 印 线 必 是 碟 络 真如 4 内 各 亚 口 作 全 丙 丰富、 吉庆 不 六 
名 汪 站 过 它们 ,到 凡是 赔 络 空间 )， 

19， 设 了 下 定 光 福 上 用 司空 间 六 的 怀 案 二 上 的 实 区 类 5 二 。 贡 米 


El 


+ 


lim sup FAD Ty) 


TA 


i 1 


或 ln 了 了 
下 


到 未 蒜 徊 是 让 的 上 半 连 续 点 (或 下 站 连 半 点 )， 刘 及 二 中 从 点 2 后 站 站 
上 六 广 综 点 (或 下 半 这 经 点 )， 那 宋 称 了 是 由 上 的 上 半 连 续 未 数 ( 城 下 半 连 综 


让 数 》。 - 
证 明 : 了 是 44 上 上 半 连 急 函 数 的 充 枫 条 件 是 对 任何 实数 四 集 4Cf 下 


rt 
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一 世人 FE) 导 必 是 相对 于 4 的 陡 集 ， 
20， 这 4 号 是 虚 量 空间 总 的 本 个 予 华 ， 并 且 pl 有 44,，B}>0t 或 二 .如 是 
五 簿 导 交 疯 问 集 )， 证 朋 必 存在 专 上 的 连续 所 数 沪 使 得 0 所 并 且 
、 0D, 当 亚 生计 时 ， 
f=| 当 zE 晶 讲 ， 
红 . 流 站 是 醋 范 线性 空间 , 工 是 XX 的 线性 子 宝 间 , 在 并 /二 上 按 人 .16) 
5] 入 CLS23 定 埋 人 pO) 一 nf 和 7 上 |fE IE XT}。， 证明 2$(")》 是 六 7/ 工 上 
学 获 的 充 杰 条 件 是 上 是 苹 的 闭 线 性 了 空间 . 
22， 设 下、 于、Z 十 三 个 度量 宝 河 ,了 芝 工 XT> 呈 的 二 元 连续 映射 的 这 
要 葵 件 足 对 任何 OG (ty, 坊 ); 必 存在 x 的 环 澡 OC， O06, 入 和 了 O05) x 
-ODITCON tr, DY. 
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1.- 黎 密集 

直线 上 的 稀 密 娄 念 可 以 推广 到 度量 空间 上 ， 并 成 为 度量 空 加 
中 一 个 很 有 用 的 概念 ， 

定义 设 44. 如 是 度量 空间 总 的 两 个 点 集 ， 如 果 吾 中 每 个 点 
药 尾 何 环 境 中 必 会 有 了 4 的 点 ， 那 末 称 4 关于 妃 惠 宕 . 如 果 还 有 
4 三 了 那 末 称 妈 在 召 中 畔 审 , 特别, 当 如 = 卫 , 4 在 旦 中 竹 内 时 ， 
称 媳 是 世 的 稠密 集 . 

显然 , 二 关于 也 届 族 的 充 区 条 铂 是 对 任何 bEB, plb, A}™ 
习 ， 又 如 果 4 关于 了 秋 审 , 形 求 五 中 一 切 件 立 点 必 在 4 中 ， 

定理 1 设 4.B.O 是 度量 空间 也 揭 三 个 点 集 。 

姬 ) 也 关于 召 秋 名 前 充 下 条 件 基 人 4 二 召 . 

(2) 如 时 反 关 十 召 穆 崇 . 吾 关于 必 稠 密 . 那 末了 必 尖 于 吃 幸 


本 定理 的 证明 完全 类 似 于 第 一 章 & 3 定理 二 的 证 明 . 从 噬 ， 

个 齐 将 给 出 常用 的 两 个 空间 中 的 一 些 狂 冤 集 . 

讽 了 是 定义 在 [we, 习 工 的 画 数 ,如 浊 存 在 有 限 个 分 版 名 一 如 去 
及 < 在 让， 夺 本 上 上 是 直 绕 范 煞 ， 称 了 是 [e 如] 上 折线 
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定理 8 设 了 是 [4, 四 上 多项式 全 体 , RP 是 [a, 5] 上 有 理 系 
数 多 项 式 全 体 ,DL 是 [a, 厅 上 折线 本 数 全 体 、 屠 末了 RP、 DI 
都 是 Ofa, 如 的 稠密 集 . 

证 明 我 们 在 假设 OT4，51 是 实 空间 的 情况 下 来 证 明定 理 2 
( 复 空间 情况 留 给 读者 证 明 》. 根据 数学 分 折 中 Weierstrass 定理 ， 
对 任何 了 EOTa, 4], 必 存在 一 列 多 项 式 p,EP(n 一 1, 2,…), 使 得 
g. 在 [a, 好 上 一 致 收敛 于 所 即 按 C[s, 8] 上 的 范 数 , lim fa 一 和 
一 0, 从 而 fEP， 所 以 卫 关 于 Of[a, 引 利 密 . 

设 2 的- 襄 at 是 给 定 的 多 项 式 , 任 取 w-+1 个 有 理 数列 
fr} 一 0, 1 …, 区 ,使 得 Hm 多 ~ 一 0, 1，…, 功 、 取 RP 


中 宁 列 fps 人 的 世 其 中 因 的 一 汶 侣 加 全 杂 一 mx 人 la 6), 由 


一 一 
二 


max lps(D -pO EDN, 5D 
由 此 可 知 fp 的 } 按 OLa, 厅 中 范 数 政 合 于 p 失 , 即 PE RP, 从 而 
RP 关于 了 秽 密 由 定理 的 (2)，RP 是 Ofg, 了 1 上 称 密 集 . 
最 后 得 证 DL 是 销 密 集 ; 任 取 fEOTa, 可 ,由 于 了 是 [w, 妇 上 
过 枝 函数 , 由 均 名 连续 性 ,对 任何 自然 数 m 必 存 在 5>0, 当 |f 一 六 | 
< 时 ， 
1 的 -FDI< 过 (6.2) 
任 取 和 分 点 组 全， 4 二 媚 过 二 之 司 之 声 , 一 5, 但 满足 雄一 在 天 和 一 0， 
1,…, ma 一 4， 作 [%, 村 上 折线 通 数 疡 斧 : 天 ( 由 在 分 点 组 了 的 分 
点 如 上 上 取 值 为 了 ( 失 ， 显然 , 自 (5.2) 立 即 可 以 得 到 


max | 记 G ~—fCD <, (6.3) 
理 1m 1f, 一 了 一 0 从 而 DI 是 Ofa, 纪 的 稻 密 集 。 证 毕 . 


定理 8 设 4 是 Z( 盏 上 (p> 人 中 中 有 界 可 测 函 数 全 体 , 那 末 
4 是 到， 由 的 移 密 集 . 
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证 明 当 %= 吕 时 ,PCB 册 是 上 本 质 有 界 可 测 国 数 全 体 , 

最 然 , 对 Ze (可 ,内 中 任何 一 个 户 作 为 画 数 来 看 ， 必 存在 忒 中 户 ， 

五 ， 世 ) 一刀. 显然 二 是 To 可， 4 的 向 密集. 所 以 下 面 不 妨 设 

a>. 

为 任何 fE(H, 09, 作 卫 数列 

jf, 当 |f(D1<n 时 , 

en CO 

那 来 {1f 是 下 ( 豆 由 中 有 加 可 测 函 数列 , 并 生 


| [FD ~ leap = ) TAG au (6.4) 
出 于 | 了 |:ELCE, 2), 由 积分 的 全 连续 性 ,对 任何 >0， 必 存在 5 
>0, 当 eCE, ple) <6 时 


n=1, 2, + 


人 pape. (5.5) 

加 为 nCB(F>D) <) ,FO Pa NFO la, 
扬 以 有 正 数 育 , 当 % 守 全 时 ,ww( 如 (天 0) 5, 由 司 . 避 ,全 . 台 得 
fH= | fFD Papca, Qcp<D, C5.6) 


A pep) < >p>D， 


(5.7) 
路 FE 互 、 从 而 4 是 刃 (如 ,内 的 铀 密集 ， 证 毕 ， 

设 fo (6 一 (aa … go)) 是 本 上 的 画 数 , 称 集 {| Fe) 关 0 
的 并 包 为 了 的 支 集 , 记 为 sappf. 设 日 是 如上 的 一 个 区 域 , cefG) 
咒 示 支 党 有 界 并 且 包 食 在 蚤 内 的 连续 函数 全 体 。 那 末 下 列 命题 
成 立 ， 

定理 和 设 人 是 BE" 上 的 区 域 , 那 末 集 Oo(0) 是 I?(B, io (ce 
>p 祈 0) 的 稠密 集 ,其 中 放 是 Q 上 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 

证 明 ”为 了 证 明 Co(9) 是 Ze， (co>p>0) 的 独 密 集 ,内 
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要 证 有 明 对 任何 feEI?(B, 0) 以 及 8 0, 必 存 在 PEoofo)y ,使 得 

| [四 (op<etco>p0， (5.8) 
苑 可 .事实 上 , 对 给 定 的 了 以 及 &, 由 定理 3, 必 存 在 LI?(9, 岂 ) 中 
的 有 界 函 数 记 ,使 得 

AOL 

记 于 =sup[ 广 (@)|, 又 在 名 内 取 一 列 单 调 增 加 的 有 界 开 区 域 CC 
2 一 DC 合 得 名 ,天 Oi(n 一 1，2, -…), 并 且 局 0,.—0. 
令 Co= 有 凡 由 于 疡 E 有 (1 从 积分 的 可 列 可 加 性 , 得 到 


jw ban ,iAPap. G6.9) 
从 而 存在 使 得 
| Ih Pa < Ss, 
即 
fo WD Pa < (5.10) 
; File), 当 wE LD, 时 ， 
作 万全 一 [na 0, 当 %EQ— 如 时。 
显然 sap| 户 (| 二 1 风 全 .10) 易 知 
(AO Pa ,AG Pa < 
(5.11) 


国 为 疡 ( 是 Cr 上 可 测 画 数 ， 所 以 存在 2r 上 简单 画 数 列 
{pwc2)》 几乎 处 处 收 合 于 广 (W)， 妈 由 于 sup|f(2) [起 于 ,所 以 不 
芒 设 有 sup [prl%) | 起 开 ， 再 注意 到 Qs, 是 有 界 并 集 , 所 已 pw(CQx,) 
三 oo。 利 用 有 界 控 制 收敛 定理 ,立即 得 到 


Him, | 疡 失 一 mw(e) repo, 


mL 
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| NF) ~ (0) [? gp < Tr: (5.19) 


对 于 简单 函数 pw (2), 昆 然 必 存 在 炎 集 包含 在 Qu 中 的 连续 函数 ， 
使 得 


| en C0 -po) | dw < 5.183) 


利用 latblre(lal? 15] (o> p>0) 以 及 (5.19)、(5.12)， 
借 . 辽 )、(5.8), 立即 得 到 


[lf pl leap) fn) fe) lr ap 
+2% | fC) —fo(m) [? 
+2m [fale) —pn lw) ?dp 


+ | [po) po) ?dr 
< 

证 些 , 

读 光 不 礁 对 定理 4 的 证 明 略 加 修改 ,就 可 得 到 下 述 定 型. 

定理 5§ 设 昌 是 上 的 区 域 ， 那 末 品 上 支 集 有 界 并 其 甩 
险 连 续 导 函数 的 范 数 全 体 O0603) 是 1 人 2 和风 《ce>p>0) 中 的 向 
密集 , 其 中 点 基 Lebesgue-Btlieltjes 测度 . 

2、 可 析 空 间 

定义 设 4 是 诬 景 空间 王 中 的 点 集 。 如 果 存 在 可 列 集 (也 
人 对 许可 能 起 有 限 集 ) {wx} 叶 下 关于 4 称 密 , 那 末 称 4 是 可 析 集 .如 
果 全 空间 让 本 身 是 可 祈 集 , 那 采 称 互 是 可 六 空 间 . 

注意 在 训 析 集 定 义 中 , 并 未 要 求 {wx} 己 A4， 但 对 于 可 析 亿 4， 
我 们 总 可 以 适当 选择 可 列 集 {yx} 吐 4, 并 且 {yx} 在 4 中 秋 密 ， 囊 
实 上 ， 已 知 {wx} 关于 4 称 帘 ， 对 任何 自然 数 上 和 nw， 如 果 A 站 


0 (zo, 荆 )* 多 这 时 就 在 40 0(ww, 十 ) 中 任 取 一 个 元 素 Ys， 显 
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然 tu 由 估 一 二 2 一 二 和 就 在 4 中 竹 冤 ， 

当 4 关于 如 稠密 时 ， 意 味 着 对 任 条 3E 关 必 存 在 few 于 4 
使 得 >5, 也 就 是 说 台中 每 点 都 可 用 4 中 的 点 近似 描述 , 从 而 虽 
然 一 个 可 祈 空间 的 元 素 全 体 柯 能 是 不 可 列 集 ， 但 仍 可 用 本 列 个 点 
来 近似 描述 空间 中 一 切 元 聚 ， 例如 假设 卫 是 某 个 与 互 中 每 个 点 
有 关 的 命题 ,， 如果 它 具有 连续 性 ， 那 末 由 卫 在 秽 帘 集 上 成 立 就 有 
可 能 推断 卫 在 整个 球 上 成 立 ， 这 样 的 思想 方法 在 分 析 数 学 的 各 
个 领域 中 经 常 被 采用 。 因此, 稠密 、 可 析 等 不 仅 是 泛 本 分 析 中 的 蛋 
要 琉 念 , 而 且 泛 函 分 析 中 不 少 命题 也 是 采用 上 述 方法 来 证 明 的 . 作 
为 今后 的 应 用 来 说 ， 判 断 哪 些 度量 空间 是 可 析 的 以 及 在 可 析 空 间 
中 如 生根 据 问题 的 需要 适当 选 出 可 列 的 稠密 集 , 常常 是 很 重要 的 。 

例 1 奔 % 维 欧 几 里 德 空间 了 是 可 析 的 , 

证 明 ”因为 机 标 全 为 有 理 数 的 点 全 体 是 可 列 集 , 并 是 它 在 EE。 
中 和 勿 密 ， 

惕 号 吕 是 环 中 区 域 ， 凡是 口上 Lepesgae-8 夺 eltjss 测度 ， 
TPf(Q， jw) (co >p 之 站 是 可 析 空 间 . 

证 明 ”根据 定理 4 的 证 明 鲁 知 , 支 集 包含 在 如 内 的 简单 函数 
全 体 所 成 的 集 召 在 PCQ，w) 中 秽 密 ， 令 44 是 吾 中 如 下 千 出 单 
函数 9 的 全 体 : 


Os A 二 1 2, », 五 时 ， 
站 
0, 当 2E0 一 i 也 时 ， 


其 中 {加} 是 互 不 相交 的 个 枉 中 的 立方 体 ， 每 个 吾 都 是 由 直 
线 寺 有 理 数 为 端点 的 区 间 的 直 积 , 又 一 切 0:G=14, 2，,…, 间 是 有 
理 数 ， 易 知 集 4 在 瑟 中 竺 密 ， 根 据 定理 工 的 他 )，4 必 在 LI?(@， 
Aifco>0> 世 中 稳 蜜 显然， 和 4 是 可 列 保 ,所 以 了 (8, ww) (co 之 p 
之 是 可 析 空 间 . 

注 次 ,一 般 说 来 天 (9, pj 未 必 是 可 折 空 间 , 例如 , 当 0 一 人 9， 
5), 4 是 Lebesgue 测度 , 令 办 是 集 (w 加 的 特征 冰 数 , 对 任何 
TE Gb) ,AP 按 I" (9, mw) 的 范 数 , 显 热 有 


rO-| 
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[xa— ei =1. (5.14) 
如 果 J~((a, 妨 ,是 二 新 的 , 那 来 必 存 在 可 列 的 狗 容 入 12}. 对 
于 s 一 训令 集 生 一 专攻 E (es 及 ， 和 一 oj< 吉 Ge 二 


由 于 {Xl 和 AE (g, 伪 } 是 不 可 列 的 , 显然 集 fd 中 至 少 有 一 个 , 创 
部 4 筷 人 省 茹 于 一 个 点, 即 有 7X、%r 全 i, 从 而 


本 

这 将 与 名 .14) 光 盾 , 记忆 L”(Q, pp) 不 可 村. 

疗 汶 可 证 明 j 也 是 不 可 析 的 . 

例 3 VCco>p>0) 是 可 析 空 间 ， 

证 明 ”当然 , ?的 可 析 性 可 直接 作为 CQ, pw) 可 新 性 的 推论 . 
《只 要 取 旭 =( 一 co, co)， 而 凡是 由 国 棺 吾 (z) 产生 的 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 即 可 )。 鉴于 缩 出 林村 府 届 中 具体 的 可 列 稠密 集 仍 
有 意义 ,所 以 再 给 出 台中 玫 个 可 列 入 密集 ， 将 刀 上 点 写成 可 列 
个 誉 料 形式 ;2 一 (ww ~…, ao …), 令 4 是 如 中 一 切 举 标 为 诊 理 数 
的 点 全 体 , de 是 和 中 只 有 有 限 个 坐标 不 为 零 的 点 全 体 ,了 是 了 ?中 
一 切 举 标 为 二 进 制 有 理 数 的 点 全 体 , Bo 是 8 中 只 有 有 限 个 坐标 不 
为 零 的 点 全 体 ，4o、4、Bo. B 等 都 是 中 可 列 的 称 密 集 ( 谈 者 自 
己 证 其 ). 

鲍 4 OEw, 加 是 可 析 空 间 . 

证 明 ”根据 定理 2, 有 理 系 数 多 项 式 金 体 EBP 在 Ora, 四 中 调 
窗 ， 又 显然 ,RP 是 可 列 焦 ,后 以 CLe, 四 是 可 析 的 ， 

3， 政 朗 集 

和 和 直线 上 一 样 , 在 度量 空间 中 也 可 引入 朴 谣 集 ，. 

定义 ”、 设 和 4 是 度量 空间 下 的 点 集 , 如 果 4 关于 的 任何 非 
此 环境 都 不 稠密 , 那 末 称 和 4 是 下 庆 业 或 元 处 网 宽 集 ， 

显然 ,上 述 定义 中 的 非 袍 环境 可 以 多 成 非 空 开 球 . 

各 均线 上 一 样 , 可 以 证 明 下 述 定 理 ， 

定理 6 设 和 4 是 度量 空间 了 的 点 集 ， 下 面 几 件 束 等 价 ， 


于 
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(1 工 是 琉 间 集 . 

{人 2) 4. 未 包 会 任何 一 个 非 空 撑 境 , 

(3) 本 是 莹 闭 集 . 

(4) 本 的 余 集 4 是 得 密集 . 

5) 任何 非 空 环 域 日 中 , 必 有 菲 室 环 境 0'CO, 使 得 0 中 不 
合 寺中 的 点 . | 

(6) 任何 闭 球 BCa, 全 记 00) 中 必 食 让 与 本 不 相交 的 团 球 . 

生 ， 基本 点 列 

在 数列 的 极限 论 中 ,Cauchy 基本 序列 概念 是 很 重要 前 ， 衬 度 
量 空间 中 , 世 可 类 似 屯 引入 这 一 概念 . 

定义 设 互 是 度量 空间 , 如 由 是 区 前 点 列 , 如 果 对 任何 86> 
0 ,存在 衣 然 数 六, 当 衣 然 数 m 六 六 四 于 

Do Tn) < B， {6.15) 

称 节 小 是 站 中 的 基本 点 列 或 Ganehy 点 列 。 

和 实数 情况 一 样 , 布 如 下 命题 . 

定理 _ td) 度量 空间 下 收 笋 点 列 必 是 基本 点 列 . 

(23) 设 节 叶 是 度量 空间 上 藻 本 点 列 ， 划 累 1ao 有 一 个 于 点 
殉 收 化 于 点 2, 那 末 {za} 本 身 必 收 籁 ,并 且 也 收 伐 于 和 

证 明 人) 设 {zn} 是 收 人 敦 于 2 的 点 列 , 于 是 对 任何 8 沁 0, 存 
在 语 , 所 RF 六 时 , 必 有 Pw 00<872 从 而 当天 9 产 交 时 ， 

pln, Wm) EDD, W) TPTD, Da) <E, 

即 {wm} 是 基本 点 列 . 

(2) 设 {mw} 是 基本 点 列 ，{e} 是 政策 于 ze 的 子 点 列 ， 因此 
对 任何 > 必 套 在 站 ,使 得 当 和 他 闻 让 ， 吕 关 站 时 


pl gm) 所 和 PADns 由 < 全 (5.16). 
在 (5.16) 中 取 r= 由 6.16) 易 知 , 汝 wz 站 时 ， 
pre 2) EP,, wn) + p(B 6, 
即 {fay} 收敛 于 w。， 证 毕 ， 
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5， 完备 空间 
在 数 域 中 , 任何 节 本 数列 必 收 证， 这 是 数 的 极限 论 中 很 重要 
的 事实 ,然而 在 一 艇 度量 空间 中 , 末 必 每 个 基本 点 列 都 收 全 了 . 
例如 , Ro 表示 实数 域 民 中 有 理 数 全 体 .在 Ro。 上 取 通 常 的 数 之 
间 的 距离 作为 距离 , 这 从 Bo 成 一 度量 空间 。 根据 实 数 副 论 知 道 


有 理 数 列 改 1- 于) | 的 梓 际 是 实数 。 因而 长 1 十 二) 是 三 上 的 


基本 点 列 , 但 。 并 不 在 Bo 中, 所 以 人 (4+ 十) | 在 如 中 并 不 收 全 


如 时 在 一 ns 末 真 有 基本 点 列 设 有 极限 ,显然 从 极 
限 论 米 看 , 这 种 度量 是 不 理想 的 。 钢 如 在 这 种 空间 上 解 某 个 
方程 时 , 尽管 作出 的 近似 介 罗 序 到 是 共 本 的 然而 因为 基本 序列 可 
能 没有 极限 ， 从 而 就 不 能 保证 用 援 限 过 渡 的 办 法 得 到 方程 的 精 狂 
解 ,因此 ,下 本 的 概念 是 重要 的 . 

定义 ” 设 六 是 度量 空间 ,如 时 互 的 任何 基本 点 列 必 收 伍 ， 
那 末 称 工 是 完备 度量 空间 ， 设 下 是 度量 空间 , 4 是 并 的 子 集 ， 
如 时 4 按 袜 工 的 上 距离 所 成 的 度量 空 间 ( 即 妈 作 为 度 延 空间 豆 
的 子 空间 ) 是 完备 的 ， 那 末 称 和 4 是 芋 的 完备 子 集 或 完备 子 空间 . 

显然 , 完备 度量 空 闻 中 的 闭 子 集 必 是 完备 子 空间 。 作 任 何 一 

个 度量 空间 中 的 完备 于 空间 必 基 闭 集 . 

在 泛 曙 分 析 中 , 用 得 更 多 的 是 下 面 的 丙种 空间 . 

定义 ” 设 卫 是 赋 准 范 或 赋 范 线性 空间 , 如果 芒 作为 度 最 空 
闻 是 完备 的 , 那 末 分 别称 卫 是 下 réohei 空间 或 Banach 空间 . 

下 面 先 给 出 一 些 完 备 度 量 空 间 的 倒 ,. 

例 与 。 "OO 都 是 BanaoB 空间 . 

证 明 在 $2 的 俩 7 中 已 经 指出 , "0 都 是 风范 级 性 空间 。 
设 和 mj] (oa 一 (人 0 是 B( 或 上 OD 中 一 个 基本 点 州 ， 由 末 


oe [of — wp | ) 一 Jom— wl, 加 
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易 知 洒 每 个 {fe 让} 是 共 本 数列 ， 所 以 {ef 站 及 化 于 一 个 数 wi. 从 
"(或 中 中 的 点 w= (gt，…，Wn}， 在 $1 人 和 例 3 中 已 经 证 明 六 
(或 CD 中 的 点 询 {2n} 收 襄 于 zz 的 充 轰 条件 蚌 {xf} 收 佣 于吉 ,由 
此 可知 其 作 上 后 上 的 和 极限、 从 而 本、O" 是 
完备 的 赋 范 线性 训 问 , 即 都 是 Banach 空间 ， 

全 Bi 让 廿 :tahet 空间 . 

证 明 在 $2 和 药 例 7 中 已 经 指出 总 是 赋 准 范 空间 ， 设 {zw} 
是 名 的 忒 本 点 列 ,如 


1 =— jen— Zl->0, Cm, n>00). (5.18) 


由 悟 .1 可 各, {2,} 必 是 基本 数列 , 因而 必 收 化 于 一 个 数 %， 但 在 
人 倒 和 4 中 已 指 虹 有 Rt 中 点 列 {vx} 收 侣 于 sw 的 充 要 条 件 就 是 te 小 
按 通 常 的 数列 站 敏 于 4, 因 而 $$ 基 肪 中 基本 点 列 to 小 的 极限 ， 从 
再 Ri 是 了 ricshet 空间 , 

例 ? 了 Ofq, 5 是 Bana9h 空间 ， 

证 明 夺 8$2 的 俩 7 了 中, 已 经 推出 [wm, 加 是 同 范 线 住 空间 . 
设 {zr 是 CFTw, 的 上 的 基本 点 列 , 册 

Re max [ze (的 eB De sn) 0, Cn m—>00), 

(5B.19) 

由 (5.19} 可 知 , 对 每 个 办 0 二 碳 ， 荆 呆 从 了 是 区 负 下 一 或 基本 
的 函数 序列 ， 上 诺 数学 分 析 可 知 必 存在 [e， 妇 工 直 到 大 阶 导 画 数 都 
连续 的 函数 ww( 旭 ， 使 得 从 名 (有 D1 一致 政 锅 于 2 全 而 在 $1 的 
例 吕 中 已 经 指出 六 [gg， 林 中 虚 列 {x} 收 仇 于 的 充 要 条 件 是 
{z 当 (一致 收获 于 字 ”( 巩 , 直 陛 可 知 1 收 化 于 w， 从 而 O*[a， 
于 是 Banacp 容 间 ， 

次 伺 开 可 以 证 明 下 列 几 侠 ， 

全 名 总 是 工 rehet 空间 ， 

例 9 Of[g, 果 是 IrEchsi 空间 . 

例 了 0 .ry 是 了 Fréchet 空间 . 

例 了 5S( 加 6) 是 上 réehet 空间 。 


读 省 可以 证 明 下 售 ， 

全 了 8 COol 见 $3 引 敬 是 Banaoh 空间 . 

定理 8 (0 (p> 四 是 Banaeh 帘 间 ; 了 (BW) (>p> 
人 是 下 reenhet 空间 . 

证 明 在 82 的 例 并 中 已 经 指出 瑟 ( 本 ,由 (p> 了 是 研 范 线 
生 空 阐 ,而 ZCB, 疆 00 是 咸 淮 范 线性 空间 ， 

fT) 我 们 千 证 在 0<g<oo 的 情况 下 , PCB,， 友基 完备 的 , 设 

"小 是 (BE, 向 中 基本 点 列 ， 注 意 到 


fn -| [hm fn) |?du, (0<p<1), (5B.,20Y 


fo (lf -fa ld) p< m0), (5.21) 
出 此 可 知 ,对 一 切 0<p 三 oo，{fj 是 车 本 点 列 等 价 于 


im lf) fmt®) |? dO, 5.22) 
而 Uw} 收敛 于 了 等 价 于 
lm|， [fC8) —F0) [00 一 让 (5.237 


次 六 ， 要 证 明定 理 丰 0<p<<% 情况 下 成 立 ， 只 要 证 明 在 假设 
(5.29) 条件 下 能 找到 ?9 方 可 积 函 数 了 适合 (5.23) 即 可 . 


很 设 全 .22) 成 立 , 取 8 一 iy (6 一 2，…)， 必 存 在 1 当 
%, ns | 时 ， 
[FD fal) |? dn < dy. (5.24) 
不 妨 设 rnini 妖 一 4 2，…, 因而 


A 
lL 
1 
ol 

AS 


人 sse -Au |? dp < ade, 
由 人 5.25) 可 多 
CA EN) 
(5 .26) 
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令 4 一 癌 召 ( [fs 一 高 |>> 吉 由 (5.26) 林 知 
下 -一品 
A Si (a( [fms 一 os! > 说 二 让 < 二 (5.27) 


而 对 任何 加 GE 再 -4 站 再 ( [fi 一 m1<- 训 有 


PO | 二 总 - 坟 <o， 


即 访 Cra (9) 一 所 (的) 在 瑟 - 4 下 绝对 一 致 收敛 ， 也 就 是 说 ， 
{ 记 人 JJ 必 在 吾 - 4 上 一 致 收 伊 , 从 而 ff 人 在 集 上 (局 一 二) 
上 上 处 处 收 敏 。 但 是 
MB- EB-A)-4 (Nd < AD < 
k=1, 2, + 
因而 集 五 -- | (如 一 4) 是 K- 零 集 ， 即 可 测 函数 列 fo(c)} 在 本 


上 岂 乎 处 处 收 敏 幸 一 可 测 函 著 ， 令 Jo) 是 [Ps 的 上 几乎 处 处 收 
合 的 极限 函数 . 

今 证 明了 必 有 适合 全 .338): 在 全 .2 和 中， 国定 2e 关 2 了 ww 
> 并 令 训 二 00, 立 郑 自 (B.2 及 Fatou 引 理 得 到 


Wl Rm 


<lim 二 — fo lt) ?dm 


< (6.28) 

由 (5.28) 不 仅 可 以 知道 户 (2) 一 了 8) 是 力 方 用 积 阔 数 ， 从 而 2) 

二 (ft 一 fa(0)) 十 fa( 吕 ;也 是 罗 方 可 积 瑞 数 ， 而 且 也 说 明了 7 在 

ZIP(B， 册 中 按 准 演 数 收 侣 于 子 因而 了 (六 ,0 0<D<00) 是 完备 
的 ， 

CT 证 其 I( 玉 ,jw) 是 完备 的 ， 在 3 中 已 措 册 王权 2 

是 虐 范 线性 空间 . 容易 证 明了”tEB, p22 上 芍 范 数 ( 蜗 (3.1 的 式 ) 臣 
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“可 法 到 的 ”， 即 对 任何 JE 由 ， 必 存在 凡 - 起 集 Bo 守 如 ( 当 
然 2 是 依 朝 于 了 了 的) 便 得 


If! = sup Go) | (5 .29) 
设 { 记 } 是 薪 本 点 列 , 利用 上 述 事实 , 存在 wu- 党 集 如 .使 得 
| 产 一 六， Sap [flw)—fnte)|. 和 .30》 
令 瑟 一 了 Bm, 显然 (4) 0、 从 了 (可 四 上 范 数 定义 努 知 
[fn sop fal®)— fmte)|, (5 .831) 


因 束 可 知 , (2)} 作为 召 一 加; 上 有 蜡 可 测 函 数列 时 ,是 一 致 蕊 本 
序列 ， 由 数学 分 析 知 识 知 道 ， 必 在 吕 一 加 上 一 强 收 人 证 于 某 务 数 
fly), 显然 了 (lw) 是 是 加 ~- 了 五: 上 上 有 界 可 测 函 中 数 ， 在 地 1 上 补充 定 关 C4) 
一 0. 这 祥 庆 人 思 作 为 召 工 函数 是 有 有 界 可 测 的 , 即 .六 E 天” 习 吾 上) 由 
(3 引 ) 可 知 , 汉 任何 >0 必 在 在 站 , 当 m 7 关 克 时 

e> 1 fi sup | 大 的 一 和 (Go 有 (5.32 
因此 当 2 六 六 时 

lif sop | 六 全 一 Fa1 


= sup. lim Fr) fn ie ， 


即 4 /在 了 =( 隐 ， 由 上 上 收 策 守 了 其 而 到 全, 荐 完备 的 证 
毕 . 
系 了 (13 本 是 Banach 空间 ,入 守 p 汪 人 是 Hréohet 空间 . 
6， 完 备 室 间 性 质 
显然 , 完 笛 度量 空间 最 基于 的 性 质 就 是 任何 基本 点 列 必 收 伍 。 
下 面 再 介绍 儿 个 今后 有 用 和 的 性 后. 
定理 8 闭 球 容 定 亚 ) 设 这 是 度量 空间 ， 广 是 完 备 的 充 避 
.条件 是 全 中 任何 一 容 闭 球 ， 
Si1ONa DD DH, DO, 六 ,一 和 Pa， CE. 
和 如果 m0, 那 末 必 有 唯一 的 一 点 4€ 门 S,( 即 站 8, 是 单 点 集 ) 
证 明 必 释 性 ”由 球 心 构成 一 个 点 列 {4,}, 显然 ， 当 %% 守 ” 
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竺 ， 
p(tn, Tan) < Bn, (5.33) 


由 于 sr*0， 从 上 式 立即 知道 fj 是 基本 点 列 。 根据 空 辣 拱 尘 备 
住 , 必 存 在 点 w, 使 得 ms- 一 wz， 因为 当 n> 时 ow EBC Sy, 币 冰 源 


闭 集 , 白 以 E 吕 对 一 切 闵 成立， 从 而 2E 入) Bx 

如 果 又 有 9E 于 ] Sw, 二 而 yE Slb 一 4， 2,…), 从 而 

Pa Y) 8s, 

再 令 h->o0, 由 此 得 到 p(s, 办 一 0 好 门 5 是 单 点 集 . 

充分 性 ”假设 {2} 是 基本 点 列 ,因而 对 一 7 人 一 1 儿 …) 
性 存在 rw, 当 mn 时 

plom, mm) < (3.54) 

不 妨 设 入 <meaCh 一 二 2,…), 作 于 上 一 列 则 球 


Sle OS hl 
1 
站 sy E Sri 时 ， PT 多 TI 从 而 


Pp (Cn y) pp (Wh, asts) + Pl EM < 去 ， 


即 Soc 所 以 {83 是 一 套 半球 ,并 且 收 的 半径 - 击 - 随 如 >oo 
而 趋 卫 零 , 因 此 存在 一 点 wE 上 Sx， 显然 


v 1 
Pl\ Tn ~) ES 


即 {zw 了 收 全 于， 由 定理 ”的 ( 邓 可 知 ， 基 本 点 询 {gm} 必 收 伍 于 
,从 而 及 是 完备 的 , 证 毕 . 


注意 ,如果 定 理 中 茶 件 ,>0 不 满足 , 那 末 [六 ,可 能 是 裤 汐 . 
例 13 考虑 六 的 巴 空 间 4, 它 是 由 所 有 形 如 


站 所 UV, “2 U, Ll 0, | 


55 得 密 与 完备 EE 
(其 中 除 第 个 举 标 外 其 余 坐 标 为 零 ) 的 点 组 威 。 于 是 ， 当 ?入 
引 于、 到 
po on) = (+(e) ] > 
因此 ,和 4 中 没有 其 本 虑 列 ， 当 然 4 训 成 为 完备 的 度量 空间 了 .。 到 
了 一 2, 在 4 中 作 阅 球 
So— {wl ple, Vn) < Bn}, N=1, 3, 

那 末 5 中 仅 含 点 mmsru …; 所 只 4 必 6s…， 但 是 通信 门 3， 
是 空 集 . 

定义 ” 度 基 空间 中 的 点 集 4， 如 果 不 能 表示 成 有 限 或 可 列 个 
昔 朗 集 的 和 , 那 未 称 4 慧 第 二 岗 的 集 . 

现在 我 们 米 证 明 完 各 度 景 空间 的 务 一 个 重要 性 硕 , 妈 

定理 10(Baire) 完备 度 吕 空间 必 蚌 第 二 网 的 集 . 

泛 明 (用 反 证 法 ) 设 蕊 是 完备 的 度量 空间 ， 而 且 是 第 一 级 
的 ,下面 我 们 要 推出 矛 质 . 

设 于 一 LL 导 ,, 但 是 每 个 子 集 天 ,都 是 厂 朗 集 ， 任 取 一 个 闭 


球 Sim, 二, 根据 定理 6 的 (人 ,由 于 并 ; 是 芍 关 的 , 必 有 互 中 的 闭 
球 Sa TDCTCSG, 1), 使 得 六 Kea， 人 1 中 不 会 有 M1 的 点 ; 由 于 
形 3 是 承 朗 的 ,又 必 有 闭 球 8fes， 72) 二 BC 9 不 妨 设 0<rs 一 


去 , 使 得 8(as, ra) Ms 一 BD, 如 此 下 去 ,可 以 选 得 一 套 闭 球 ， 

Sgs, F1), Sga, ro), 1, Bs, Fe), 
8fesrs) Ms 一 所 而 且 0<r, 一 二， 由 定理 9, 通 集 崩 Sta ro) 
中 存在 一 点 “09。 因为 加 (oo ro) 和 型, 不 相交 ， 所 以 m 不 在 每 个 
六 ,之 中 ,v 一 1 9，…, 因此 om 互 避 于。 但 是 由 敌 ,一 了 ,这 是 


么 大 ， 所 以 了 是 第 二 岗 的 .证 毕 ， 
于 面 的 性质 是 显然 的 , 但 是 硝 用 的 . 
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定理 开 CD) 也 、 了 是 你 距 同 构 的 两 个 度 景 空间 ， 如 果 其 中 
约 一 个 是 完 苍 的 , 那 末 男 --- 个 必 是 完备 的 ， 

(2) 之 .Y 是 两 个 拓扑 线性 同 攀 的 赋 准 范 线 性 空间 ,如 瞩 苇 中 
区 一 个 完备 的 , 那 未 另 一 个 必 是 完备 的 ， 

证 明 (1) 设 2 是 王 一 了 的 保 距 双 射 ， 又 不 妨 设 并 是 完备 
的 ， 今 证 了 也 是 完备 的 ， 事 实 上 上, 设 fg} 是 了 中 任 :- 基 本 点 列 ， 
宙 史 的 保 下 性，or16 必 是 瑟 上 基本 点 列 。 再 由 到 的 完备 
性 , 必 存 在 zE 王 , 怖 得 (一 4、 全 3 一 Po 从 而 

py Dp YD), PN EPP (Wf 20, (R00) 
即 fyw} 收 合 于 9, 因此 了 是 完备 的 . 

(3) 设 p 是 卫 一 了 的 拓扑 线性 瞎 射 , 节 是 完备 的 又 设 {y,} 
是 中 任 一 基本 点 列 , 今 证 {p (gyn) 必 是 卫 的 基本 点 列 ， 事 诺 
上 , 由 于 pp 连续 ， 所 以 对 全 中 任何 8 环境 O00 8)， 必 存在 了 
药 3- 环境 000, 站 ,使 得 pg (000, D9)cCOWD, ae， 由 于 以} 是 
基本 的 , 所 以 对 于 8>0, 存在 育 , 当 Vm> 玉 时 ,多 一 Vm E000,5)， 
从 而 一 O08) 即 {fg 4) 是 
节 上 基本 点 别 , 由 苇 的 完备 性 , 知道 必 有 %E 玉 ,使 得 71) 一 
必 ， 上 骨 岂 的 连续 性 ， 立 取得 到 入 一 9 tw)， 从 而 站 是 完备 的 ， 证 
举 . 

注意 , 定理 十 的 {了 DD) 中, 如 总 王 、 王 仪 是 拓扑 回 榴 , 一般 是 林 
能 由 -一 个 的 完备 性 推出 只 一 个 的 完备 性 , 例 旭 , 六 一 二 是 完备 的 ， 


取 了 是 的 子 空间 (一 他， 他)， 显 然 ， 了 不 完备 ， 但 wr) 一 


志 14 是 即 >( 一 守 ， 所 ) 的 折 扑 也 射 , 即 X,Y 是 拓扑 同 稳 芍 . 
7， 有 限 维 空间 的 完备 性 
下 而 是 基本 的 事实 - 
引 理 1 设 蕊 是 赋 淮 范 线性 空间 , 了 是 瑟 上 的 函数 ,并且 是 
线性 的 , 即 对 任何 &, BE 六， wyE 都 有 
fart By = afr) RBF), (5B ,35 
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那 末 了 在 了 上 连续 的 充 要 条 件 是 人 (让 二 吉 [fi 一 上 0 是 闭 集 . 
证 明 必要 性 ”因为 {0 是 和信 上 半 集 ， 如果 连续， 显然 
让 一 了 C0 是 闭 集 . 
充分 性 ” 先 证 了 在 4 一 0 点 连 绿 ; 不妨 设 了 不 是 零 东 数 . 假设 
7 一 人 不 是 了 的 连续 点 , 内 而 存在 某 个 so 汪 0, 以 及 点 到 {zs}, 昌 然 
or0, 但 :oo | 这 0， 任 到 mw 了 ,显然 | mo 一 Foo) -| 和 


人 (用 中 点 列 ， 因 为 >0， ea 是 有 有 界 数 列 ， 由 2 定理 4 


知道 ,计生 ->0, 从 而 ww 一 fvo) -和 ao， 因 为 -fr(1) 是 闭 


的 ;所 以 mEEAAAD， 全 入 是 下 中 任 取 的 , 所 以 天 = 二 A 有， 四 
了 是 零 画 数 , 这 与 假设 竹 证 ， 所 以 了 在 % 一 0 点 连续 . 
对 任何 xoE 邓 , 由 (6.35), 对 性 何 zEZ, 有 有 
| Fim) — feo) = fw wo), 
关 叶 ,省 gm 时 ， 了 一 了 O89), 基站 在 2 点 连续 ,由 于 如 是 六 
中 任 坡 的 ,名 以 了 在 下 上 上 这 统 ， 证 第 
ee 任何 王 缘 的 赋 准 范 线性 空间 必 谷 此 拓扑 线性 同 构 ， 
任何 赋 准 落 线 性 空间 前 腿 维 线 件 子 空间 必 基 完备 子 空间 , 
因此 地 是 闭 子 空 阅 . 
证 明 不 妨 设 全 是 nm 维 实 赋 准 范 线性 空间 ( 复 的 同样 证 明 )， 
我 们 证 明 所 拘 扑 线性 同 拘 于 五" 
设 e 加 是 有 的 线性 基 ， 对 任何 gE 和 ,有 险 一 的 分 解 


z= 六 a 作 开 -> 瑟 " 的 里 身 (显然 , 它 是 线性 同 构 ) 
名; 他 > 区 一 《94 《5.86) 
先 证 9 是 连续 的 ， 事 实 上 ,对 任何 mw BE 加 
本 


La wm 一 50ei， (5.37) 
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击 此 吻 知 p-+ 是 连续 映射 
再 证 9 是 和 韦 续 的 ， 竺 注意 在 分 解 z=~ 袜 ws 中， 你 标 勾 是 


的 线性 冰 数 . 显然 妥 证 明 w 是 连续 的 ， 只 要 证 明 {wy} 前 是 过 
续 的 就 可 以 了 .我 们 对 维 数 用 归纳 法 来 证 明 这 一 点 . 

当 名 二 工 时 ， 有 = {ea | 0 ER}., 显然 至 中 应 霍 庙 量 光 的 
0 从而 ARD 一 407, 但 {0 是 豆 的 闭 集 , 由 引 理 

ma 是 及 上 连续 函数 ， 这 样 ， 任 何 一 维 风 准 范 线 性 空间 必 拓 扑 
线性 同和 冲 *， 由 列 前 完备 性 和 定理 革 , 立即 得 到 任 有 实 起 汶 

范 线性 空间 前 一 维 子 空间 必 是 完备 子 空 间 . 

设 一 上 上 时针 论 成 立 , 即 丰 维 实 赋 准 范 线性 空间 均 拓 扑 线 竹 同 
梅 于 万 5 从 而 任何 实 同 洽 范 线性 空间 的 维 子 空间 必 是 完备 子 空 
间 ， 今 证 4=+1 时 结论 成 立 ; 这 时 荆 ~ fa 一 洁 ae|mER, ~ 
二 2， 和， 过 罕 (2)， 显 然 …， ep41 EN Cas)， 从 而 
二 span{ea, Bpqyi}C 己 ACG).。 反之 ,任何 #EA tan， 忆 有 
(2) 一 0, 从 而 4EL， 期 工 二 A (l(a) 但 工 是 斑 的 4 维 子 空间 ， 
由 办 纳 法 假设 五 是 五 的 完备 子 空间 , 因而 必 是 他 的 闭 子 空间 . 由 
引 理 1 ai 是 互 上 连续 函数 ， 同 禅 可 证 ,aa as 都 是 连续 的 ， 
这 样 9 是 连续 的 ， 妈 互 与 8M! 拓扑 线性 同 构 ， 又 由 定 理 11， 于 
必 是 完备 的 ， 从 而 任何 赋 准 范 弘 性 空间 的 有 限 维 子 空间 是 完备 子 
空间 、 证 些 . 

证 营 , 如 时 天 是 吧台 千 峰 范 线性 空 加 , 定 开 13 的 证 朋 要 简单 多 ， 


表 实 上 , 令 na- (Sak) 由 (5.57) 得 到 


lg) 一 wz)| < 衬 l“ -bl|led 


性 


<M(Sla Bl? ) =Mig— ob, 
(5B .a7)" 
型 oo 是 连续 的 。 另 一 方面 , 由 |g Ca) 1 的 连续 性 , 报 据 数学 分 析 
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的 知识 , 函数 jp Ce) 六 在 六 的 单位 球 而 84 上 有 极 小 信 %, 并 且 
mh 是 可 达 和 的， 因为 & 关 0 时 ， 人 [0, 反 以 320， 从 而 


, ec |- -| 
:< | "(ET coy )1=- FT 一 -二 一 一 | 人 区 人 (一 订 瑟 让 = 


EX, 
即 对 一 切 “EE, lp(o1< 二 lal( 当 =- 0 时 , 它 显然 是 成 立 的 ). 
因此 ,对 任何 4 YE 三 ， 
[pg(o) -pW I~ lee leile -yl 全.39) 
由 (5.38) 交 即 知道 9 是 连续 映 壬 ， 不仅 如 此 ， 结 合 (5.37)《 令 对 
一 max《|e|、…、je 有 》, 我 们 立即 得 到 m 维 赋 范 空间 天 一 个 重要 


的 不 等 式 , 存在 正常 数 于 .ix, 全 得 
mo <M|g (et, ECT, 


或 者 说 , 当 w%w 一 Yi3; 时 
4—1 


mn( 访 Ila) <lel<A( lm) (5.39) 

8. 完备 化 

正如 完备 空间 于 一 小 节 中 记 指 出 的 , 在 不 完备 度量 空间 中 , 许 
客人 和 分 析 中 的 重要 课题 , 俩 如 方 得 求 睾 ; 极限 柯达 等 问题 的 讨论 将 发 . 
生 困 难 ， 程 自然 地 问 , 对 一 个 不 完备 的 度量 空间 , 是 否 能 将 它 扩大 
{ 即 补 充 一 些 人 新 点 ”成 为 完备 的 度量 空间 ?这 个 问题 的 回答 起 叔 
定 的 ; 这 里 采用 的 扩张 方法 是 和 Cantor 把 有 理 数 扩充 成 实数 的 方 
法 (不 是 Dedekind 方法 ) 一 禅 的 。 尖 于 :有 大 的 了 确切 训 述 已 芭 扩 . 
大 的 这 程 如 下 ， 

定 光 设 玉 是 度量 本 如 果 有 完备 的 度量 空间 至 便 至 
保 距 同 构 于 入 ;的 秋 密 子 空间 , 闭 末 称 斑 ! 是 卫 的 完备 化 空间 
《 称 天 1 中 的 点 为 到 人 &7). 

定理 18 对 于 性 一 度量 空间 , 必 存 在 完备 化 空间 ， 

证 明 ”我 们 逐步 作出 定理 的 证 明 邵 下， 
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(1 证 到 是 度量 空间 ， 考虑 了 中 的 基本 点 列 = {en,}, 本 
互 ， 这 种 点 列 的 全 栖 记 做 储 。 如 果 互 中 前 末 个 基本 点 刻 {mj、 
{zm} 适合 

pn Yn) >0, 
那 末 . 条 2 与 {oan} 相 等 ， 记 为 {ws} — {vn}, 各 等 前 菇 本 点 列 作 
为 译 的 同一 元 素 , 而 且 规 定 , 对 于 任意 的 {21}，{yn} 万 蔗 ， 
P Us}, {vy}) — lim pt, on) 

我 们 要 证 明 PC{s,}， {5 在 人 入 上 有 确定 的 意义 ， 而 且 是 京 上 前 
距 效 . 

事实 .上 , 由 于 {ww} {yn 是 基 术 点 列 , 所 以 对 任 一 正 数 &, 必 有 
本, 使 得 当 % mm 产 古 时 ,p(y vm) < 号，p(gm， gm) < 名 ,因此 


pln Wn) —p Pm, Wn) | EP {La Cm) Ps, Ym) Ee, 
所 以 Jim pftra gr) 存在， 如 果 {84] 一 {wj}，{eww} 一 {yw}, 那 末 利用 
三 月 不 等 式 , 有 
[pla Ya) p(n, Wn) | Ep etn, $7) 十 PC ao 一 0. 
记 以 lim fen gr) = lm pl%, ww), BP PA}, {vs}) = pg}, 
{wr})。， 这 就 是 说 ,对 于 5 mE 久 ， P(E, 四 与 用 来 表示 .wm 的 具体 
序列 是 {xo}、 {yw} 还 是 {aw}、{ww} 无关， 所 以 PCE, 功 在 和 衬 上 有 
显然 ,PE 才 宇 0, 而 且 站 长， fo =0 的 充 要 条 件 是 p (x;， 
gn) -3 0, 即 12a} = {gs} 又 如 时 Te， {ya}, {fz} 昼 ， 那 末 
Pl{ze,}, {y»}) ™ lim PLn, Yn) 
limp (zn, 2a) “LTim Pop， $1) 
—P{g)}, {0)) Py}, {a}), 
因此 地 按 5 他 ,中 成 一 度量 空间 ， 


(2) 对 于 ww, 点 到 fm 小 量 然 是 基本 的 , 把 它 记 成 乞 
记 以 TE 礼 ， 作 定 的 子 集 


HE 


i 


和 种 密 与 完 省 371 
To= {twE TT}. (5.40) 
容易 看 油 , 当 ww, yE 时 ,p(w 只 一 PCz, 航 , 即 映 射 sPz 是 保 距 
的 ， 我 们 来 证 明 , 子 空 间 To 在 证 中 稠密 . 
事实 上 , 任 取 上 一 {ws} EY, 泛 岂 Ko 中 的 点 到 
由 定居 知道 p (py, 一 了 im Oly, Ty, 太一 工 ， 本 
国 为 {2w} 是 下 中 的 基本 点 列 , 对 于 任 一 正 数 。 必 有 丈 , 鸽 得， 
nN 时 ,有 piv 2 < 达 8， 因 此 当时 ,有 


Plxy, [Zn}) Ee, 


即 
所 以 对 于 二 E 全 ,有 及。 中 的 点 列 {tj 收 侣 于 二， 这 就 证 明了 也 
在 吝 中 稠密 . 

(3) 天 证 明 证 是 完备 的 . 设 名, 志 是 京 中 的 迁 末 点 列 ， 
由 于 Xe 在 评 中秋 密 ， 取 各 E Yon Of 工 ) 更 


BE, &,) < 过 . (5.42) 


对 任 一 正 数 8 了 下 > 使 得 当 和 is 下 时 po 全， 下 


是 . 

Pees, Ln) EDR, En) my Sn) 十 请 全 En) Zu, 
于 {2 是 就 前 基本 点 列 ， 记 上 = {zs}, 则 EY， 和 由 (6.41) 女 洲 
lm 亡 (3o， 各 一 0, 又 由 (了 .42) 得 到 


Plén, ESP Es, tr) Ps, E>0, (n>00), 
即 吉 一 $, 这 就 证 明了 部 是 完备 空间 ， 
(4) 由 于 当 m YE 瑟 时 ，pfo 四 一 PCz, 人 ,在 毫 中 把 子 空 
间 和 前 元 素 24 换 成 w， 而 不 改变 证 一 甩 o 中 的 元 素 , 这 样 并 不 改 
刻 已 中 的 距离 ,因此 可 以 拒 互 视 为 定 的 子 空间 。 从 证 明 的 (2) 
知道 在 他 中 稠密 ,证 全 . 
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定 班 14 设 完 、 开 ' 是 度量 空间 三 的 两 个 党 备 化 空间 ， 那 末 
必 有 广 到 互 ' 的 叭 一 的 保 降 局 构 映 和 9, 使 得 对 一 切 oE 各 pe) 
一 x, 因此 , 麻 量 空间 的 完备 化 空间 在 壬 距 同 构 前 意义 下 是 唯一 的 

证 明 由 于 三 在 立 中 竹 密 , 对 于 每 个 上 E 全 , 必 有 一 列 fo 
忆 节 ,使 得 在 证 中 wo->E， 因 为 互 " 也 是 互 的 完备 化 空间 , 所 以 
{2 也 是 于 ' 中 揭 基 本 点 列 ， 从 而 必 有 w'E 卫 ,使 得 在 恬 ' 中 mr 
ww ,我们 作 有 映射 如下， 

PE = 
读者 可 以 证 明 , 这 个 觅 射 有 有 确定 的 意义 , 而 且 满 是 定理 中 的 要 求 , 

反之 ,如果 卫 有 全 一 互 ' 的 保 距 同 构 喘 射 几 使 得 

, 坟 (v) 一 0 全 三 ， 

那 末 , 对 任何 二 E 训 , 存在 了 中 基本 点 列 {2,}, 信 得 vw 一, 从 而 由 
保 虐 映 射 9 由 的 连续 性 ,有 (6) 一 Im p (oo) 一 Ham 风 (on) 一 (8)， 
即 p 一 二， 证 毕 

利 且 定理 14, 可 以 得 到 赋 范 线性 空间 的 完备 化 定理 、 

定理 匠人 任何 赋 范 线性 空间 可 以 完备 化 为 Banaoh 空 


{2) 任何 赋 准 范 线 性 空间 可 以 完备 化 成 汐 Fréohet 空间 . 

证 盟 ” 人 先 证 下 的 完备 化 空间 匀 是 线性 前 。 设 {wm,}、{y,} 是 
周 准 范 或 赋 范 线性 空间 对 的 两 个 基本 点 列 , 对 任何 m 8E A, 由 
于 

fern — Pm) + B (ys — ym) < 有 fo 一 ao 十 [Bn — yn} 1， 

(5.48) 

箱 用 准 范 数 的 条 件 (9 (固定 数 y, 17w1 在 w=0 点 是 连续 的 ) 或 范 
数 的 绝对 一 次 齐 性 , 从 全 .名 ) 可 知 {om 十 Byw} 是 基本 点 列 ， 如 规 
定 京 上 组 性 运算 为 , afe 十 = Ta-HBo， 那 末 出 此 可 知 定 
型 18 中 听 作 的 焦 是 线性 空间 . 

再 证 各 上 的 具有 平移 不 变性 ， 设 = {fmj、9 一 fp “一 
{fz 是 证 的 三 个 点 , 旦 然 


全 省 并 


AT 


人 


——— Tor 
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PEE, CC 一 7) 一 lim {0 — go, 和 一 多 — lime, ~ a | 
~lim 有 (2 2n) 人 PLé, £2), (5 .44) 


即 他 上 的 广 具 有 平移 不 变性 ， 

进一步 的 证 明 下 而 将 分 开 游 行 .. 

(人 设 蕊 是 赋 范 空间 . 要 证 明 变 上 方 由 范 数 导出 ， 只 要 证 
明 对 任何 «EA BCos, 0) 一 |el5C, 仿 即 可 ， 尘 实 上 

Bl, 0) —Hm ow = fel lim len ~ le BC8, 0), (5.4 
根据 82 定理 8 的 系 ,知道 户 确 是 宙 范 数 导 出 的 距离 ， 

人 2) 设 支 是 赋 准 范 线性 空间 ， 根 据 &32 宗 理 8, 要 正骨 区 上 
是 由 淮 范 数 导 出 的 距离 , 羽 谢 还 明 户 满足 $2 定理 3 的 连续 性 笨 
件 (vD， . 

根据 $2 定理 4 和 $4 定理 7 了 前 (DD)，(o, ww) aw 是 度量 空间 
从 X 玉 一 世 的 连续 映射 ;因而 对 任 们 ow 的 8- 环境 0 (mx，8), 必 存 
在 六 x 的 点 la, 2) 的 5 环境 QCe, 2), 5)， 使 得 当 《ao 4 》E 
Ote, 2)， ) 轩 , 必 有 ow EC 8)， 即 六 (oe al 
93 时, 必 有 


ae 和 一 oh <8, (5 .45) 

设 芋 一 {6} 己 王 , ow 抽 ， 和 并 且 mm 一 0. 先 证 lm ploné, 人 一 由 
由 于 {zs} 是 基本 点 列 , om->0, 所 以 存在 元， 当 吧 rm 关 各 时 ， | 一 
cj < 于 5，lo| -二 8， 由 全 .40)( 取 wm De 一 0 可 知 , 站 及 入 


mm 时 ， 
Fa 一 om) < 8, 《5.46) 


因此 (到 有机) 


iim Plowé, 0) 一 im lim lowe,l 
<lim lowwa{ + Lm lira JorCwn ~ wo) 
<lim|owexl tse, (6.47) 
但 8 给 定 后 , 入 就 确定 f 米 了 。 对 确定 的 wx, 由 于 >0C(% 玉 5090) 
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和 次 范 数 前 性 硕 人 )，Jmlasevl”w 这 拉 ， (5.47 变 感 
lim Plont, Oe 
于 式 左 边 不 依赖 于 8, 在 上 式 中 令 a->0, 立即 得 到 
Tim P (Cont, 人 一 0 


再 设 cE 办， 相让 是 度 中 收 人 得 于 竺 移 十 列 , 今 证 其 
lim p(wty, 0) =0, 


令 床 一 让} 一 I 二 康生 ,全 得 mw 过 pr 时， 


{29 一 28|< 坊 ， (5.48) 
因而 
Istés, 0) — lel] = limlet) loll 
<lim lz — oe] < 二， (5.40 


笛 假 设 Ji Ps 四 一 D, 上 内 全 ,和 9) 涉 立即 得 到 ia 省 一心 
对 任何 从 定 的 s>0, 必 不 在 5 二 0, 便 得 全. 45) 成 六 ， 取 器 注 
中 天 <， 因而 当 志 六 如 时 ,由 (5,48) (w=… an 得 到 


ew ot )| es (mne), (5B.50) 
然而 ok 一 az 
Plate, 0) 一 ]im ew! 


<lm awl ot) 1 + oie), 
沁 于 lmjaw1=0; 所 以 Bmleww|=9， 注 意 到 (5.50), 就 得 到 
lim Bets, 0) 8, 
再 令 s->0, 就 得 到 i 
Jim P(eés, 0) 一 0. 
这 样 ， 我 们 亚 明 了 之 上 的 5 确实 是 由 准 范 数 记 导出 的 距离 ， 
证 毕 . 


外 重 洛 与 学 光 Ei 
显然 ,因为 家 上 六 与 大 二 的 请 昨 -一致 的， 所 以 导出 二 下 户 
的 准 范 数 必 是 革 上 淮 范 汶 的 证 折 . 
从 完备 化 观点 来 荐 ,由 于 OAe， 四 作为 一 个 集 是 工 [g, 四 的 和 
窗子 集 , [a, 四 是 完备 的 , 显然 OLg, 轨 按 工 [L&, 四 的 范 数 上 = 
| 1 | 于 六 下 完备 ,但 Cfe 切 接 让 的 完备 化 空间 正 是 五 [e, 如 . 
换言之 ，[e， 旭 上 Tebosgno 积分 可 以 视 为 连续 两 煞 的 Riemann 
各 分 的 完备 化 的 结 芭 完备 化 是 分 析 煞 守 由 一 个 重要 欧 苇 本 思想 
方法 。 下 面 得 介绍 这 -思想 三 依 知 分 方程 中 的 个 重要 应 用 ， 
9. CodoneB 空间 谈 吕 是 癌 "上 的 并 集 ( 简 单一 点 , 也 可 假 直 
经 是 和 开 区 了 下 ， 并 所 旭 的 境 异 62[ 往 二 是 光 消 的 )， 人 (9) 开外 支 
集 [ 注 习 有 界 并 莫 在 如 中 的 无 康 次 连续 可 微 阔 数 全 体 按 通常 函数 
的 吉 法 和 数 缚 所 成 的 线性 空间 。， 人 先 说 明 C5(Q) 于 化 事实 上 ， 作 
"上 鸭 数 


po, 用 二 | me, hol er, G6.51) 
tu， ET 

其 中 省 一 (oo ， ol: = lel. 殷 知 多 (2 人 甘于 

vs 大限 滩 可 镇， 任 到 weE9, 同日 是 开 的 ,这 以 站 本 闭 球 BUa, vo) 

Woe), 它 包 会 在 全 汗 ,snppp(v-a roOCB(y, re) a. 

引 理 名 CT 十 了 2202D<ceoy 申 而 赂 集 . 

证 明 人 先 候 设 2 症 并 区 上 域 ， 我 们 侈 证 明 ， 于 任何 了 E Cu) 
WoC) 是 交集 痛 界 并 包 含 在 日 中 的 连续 冰 数 全 体 ) 避 衣 OYLQ) 
中 友 集 一 玻 有 界 的 轴 阁 到 {pw4; 在 如 上 pa 一 笋 疫 雍 于 车 

开 守 二 ;内 为 3202 站 sm9ppf 了 一 名 并 有 Bgupp 了 是 有 有 界 闭 集 ,容易 
和 证明 p(t683，sup5 让 一 ?之 0 ( 量 一 般 的 结论 可 元 58 定理 10 的 系 
3)， 漳 用 (5.50, 作 Weierstrass 将 异 积分 核 

[ 注 1] 按 度 量 空间 一 艇 记号 , 集 筷 的 境界 记 为 了 (如, 用 202 到 示 身 的 境 兴 ,这 大 


洗 和 多 数学 分 支 巾 也 是 常用 的 ， 
[ 注 3] 明 数 了 的 支 摔 是 指 华 媚 一 种] (人 壮 二 的 闲 包 , 记 为 snpbz. 见 第 一 小 季 。 
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of 
下 (2 一 -2 
Jole He : 
(5.52) 
又 作 函 数 
CRONRIOLACE OL (5.58) 


显然 ， 当 二 < 分 ， Pew suppf) > 六 十 ， 对 任何 <Esuppf， 总 有 
FR) 一 0, 即 

suppgnc {zlplz, supp < 中 No, 
从 而 {gm} 是 支 集 一 致 有 异 前 琴 数 列 ， 从 (5.52 中 的 各 必 一 号 是 
无 限 次 可 微 的 ， 立 即 可 知 pa 也 是 无 限 次 可 微 的 ， 并 且 当 过 一世 


时 ， pm ODS)， 
在 台 上 补充 定义 了 ?的 值 为 零 . 这 样 


Pn) ~ | fbn do | fo) bn ls— 2)de 
-| f(y+o hn)ay. 
又 注意 到 | 训 ()Qy 一 1 为 Go)0, 折 以 从 
ga( 四 一 Co) = | Fete) ~ fC)) nly dy 


$5 秋 窗 与 完备 $77 
得 到 
(on -| ft) fn) len oy 


mes tet- fiw) | ， 


由 了 的 均 久 连 张 性 , 易 知 fpsta)] 在 局 上 -下 收 敏 于 Fo 
总 然 , 集 | olpGz， suppf) 之 村 | 的 闲 包 万 是 有 界 闭 集 (从 而 
mF) 00), 并且 seppj 守 了 了， 所 以 
J en ~ fa) [demg pak) ~ flo) mC) >»0 
(rm >00), (5.54) 


即 .CFCD) 在 Col) 中 稠密 . 但 在 定理 二 中 已 主 明 Oo( 吕 在 (9， 
m%) 中 稠密 , 所 以 019) 在 (CQ, 加) 中 乎 密 ， 证 毕 . 

引 理 9 设 AE QD，m) LO<co)、 加 果 对 任何 wpE 
U5 (0), 


| Kewce) de 一 0， . (5.55) 


那 末 f( 双 必 关于 TLebesgue 测度 加 几乎 处 处 等 于 堆 . 

证 明 ”我 们 仅 证 p> 的 情况 , g 一 工时 证 明 是 类似 的 , 留 给 读 
者 作为 练习 ， 先 说 明 状 Po 在 口上 积分 存在 ， 记 五 一 sappP， 
昆 然 tCF) <co， 所 以 2 必 是 只 上 次 可 积 前 (9>0)。 特别 ， 取 
y 满足 Tl 由 HHlder 不 等 式 可 知 (2)p(2) 可 积 ， 

当 gE O09) 对 ,我 们 证 明 (5.55) 也 成 立 。 事 实 上 , 由 引 理 2， 
存在 O08(Q) 中 支 集 一 到 有 界 的 序列 {pa}，{Pm} 在 Q 上 一 致 收 伊 
于 8 因而 存在 有 界 闭 集 如 (显然 m1) <<co0), 想 得 

全 SU 和 过 下 SQL pa TE Ey m=1, 2,-* 
由 E5lder 不 等 式 


中 rap ds 
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<|[ /rw dn | Ka woD)go 


<(, 1 wo) (| Ion 人 一 PCo | 由， 请 + 
(5 .56) 


但 是 
flen(e) -po) lan= | hos) pe) [ge 
所 ID pm pe) mF), 
(CB.B7) 

令 reco, 由 下. 夺 ) 《5.568) 可知 (5. 本 ) 对 ppEOo(2) 成 开 . 

我 们 再 证 明 当 是 闭 包 包含 在 台中 的 立方 体 工 的 特征 萤 数 
时 ，(6.55) 仍 成 立 。， 事实 上 上 ， 对 于 p(w) =xrf2)， 旺 热 ， 必 在 在 
cot 中 一 致 痛 界 的 并 县 支 华 - 一 致 有 界 的 函数 列 {pm! 处 处 监 误 
于 wg， 设 常数 性 满足 |p(%) | 所 ,|pnC2) | 所 (m=]， 2, )， 
又 说 有 内 闭 集 吾 3 满足 supp pC Ba, supppn 守 Fa(m=1, 2,*…), 
由 有 办 控制 收 伍 定理 仍 可 得 译 


lim| po( 风 一 p(o) |e on 


-lm| pu (2) gl8) | dw=0, 二 + 二 (5.58) 


再 由 6.86) 式 就 得 到 C5. 外 6) 对 op( 四 一 和 (成 立 . 

者 为 (5. 虹 ) 对 wiCw) 成 立 ， 从 全 (6. 妈 ) 对 支 集 包 会 在 蝇 内 欧 
简单 阔 数 成 立 ， 再 利用 这 个 事实 , 我 们 来 证 明 当 gp 是 闭 包 包含 在 
人 中 的 可 测 集 4 的 特征 函数 时 ，(5. 瑟 ) 还 成 立 ， 半 于 gp 人 2) 一 
xa(m), 显然 , 存在 一 致 在 界 的 并 且 支 集 -- 致 有 界 的 函数 列 {fo} 处 
处 收 训 于 gg， 同样 用 有 界 控 制 收 敏 定理 可 以 证明 (5.58) 成 立 ， 从 
而 遂 过 (6.586) 得 到 (6. 多 ) 成 立 . 

网 然 (6.5) 对 一 切 闭 包 包 含 丰 日 中 可 测 集 4 的 特征 孙 数 
(565.65) 上 成立 ,由 吡 可 知 (2) 在 全 中 任 全 一 个 有 界 闭 集中 必 几 乎 处 
处 等 于 零 , 从 而 f(2) 必 在 日 中 几乎 处 处 等 于 零 ， 
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如 果 吕 是 - - 航 开 集 , 不 难 把 吕 分 成 最 多 可 列 个 互 不 相交 草 开 
区 城 加 以 过 个 讨论 , 从 而 下 理 3 成立， 证 毕 . 
注 上述 的 证 朋 , 实质 上 是 利用 05(9) 在 Jr(Q,m)( 坟 十 广 
一 二 中 三 当 得 到 的 。 当 注 意 到 这 一 点 后 ， 和 如果 对 每 个 EI?(9， 
mm)， 引入 I4C0, om)( 计 二 二 一 1) 上 醒 数 


Pi(0) = | fp eo, pE IAQ, m), 


出 der 不 等 式 LFAP) | 所 上 p 必 抽 知道 了 ;是 HC(B, my) 上 连 统 
卫 数 .休假 设 (6.55) 玫 示 了 By 在 (8, 9) 的 稳 省 集 O509) 上 的 什 
是 0 由 连 绪 性 ,对 一 切 pgEZT2CO, 9), 天 jC9) 一 0， 从 而 对 肌 的 一 
切 可 测 子 集 的 4 前 特征 商 数 {5.55) 成立 , 即 f=0. 

广 沁 导 画 数 ” 和 刹 用 引 理 3 可 以 引入 加 下 概念 


定义 设 6 一 (9;,…, 8,) 是 自然 数组 , 记 181~ 阅 8 ”一 


i 设 帮 9E PQ m)(1<p<oo)， 如 果 对 任何 PE 


Os (2), 
[gold (Dm fe) Dopo)ds, (6.50) 


那 末 称 9 是 下 在 Cofones 意义 于 的 尽 阶 广义 导数 ， 简 称 为 广义 性 
歼 ( 又 称 弱 导 数 }， 常 记 9 为 号 9 
- 从 引 理 8 可 知 ， 如 举 于 的 广义 导数 Dsf 存在 ， 那 未 它 必 吓 叭 
一 前 《两 个 儿 乎 处 处 相 著 的 施 数 视 为 同一 个 )。 又 其 果 了 是 马上 
充分 光滑 的 普通 天 数 ， 人 仿 上 具有 总 阶 全 导数 ， 并 且 
Bm: Br a fT) ELFD, m), 

那 来 用 分 部 积分 易 证 了 的 广义 导数 Da 就 是 普通 的 导数 D5. 

现在 , 利用 广义 导数 概念 沪 定义 Co6oxen 空间 . 

定义 没 名 是 旧作 束 妆 ,所 p 过 00, 在 集 WT20) 一 {A|D 吧 在 
在 , 并 且 DefE Prka zn) [8|<<m} 上 引入 
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Jro= 人 | 区 |1DsFls do ) ， (6.60) 


称 上 xscooy 是 Codones 范 数 , 称 同 范 线性 空间 印 3 (C0) 为 C050rea 空 
间 . 

定理 培 “Cogoyea 空间 是 Bananh 空间 . 

证 明 ”假设 广 ,f€ET8CO), 容易 从 广 六 导数 定义 中 的 司 . 驱 ) 
和 引 理 3 知道 , 对 任何 m BE 从， 

Dafit BF) = oD f+ BD IE LN, m), (6.61) 

即 WC) 是 线性 空间 . 

用 让 | 下 示 I m) 上 范 数 ， 从 下 wzco 的 定义 (5.60) 和 
Minkowski 不 等 式 知 道 ， 对 任何 天, 广 EWYCD), 


sthlrge {BIDfrt D's} 
<{ BE MPALTIDAD’Y 


<( EDF DE Dl 


= fbrpeest almseey 

外 | 满足 三 角 不 等 式 . 而 上 rzeo 满足 范 数 的 另外 两 个 条 
位 是 显然 的 , 所 以 上 rco 是 范 数 . 

得 证 全? 按 ]‖rgco 是 完 第 的 .事实 1, 设 {fn} 是 和 W259) 
中 一 个 点 列 ， 着 按 ” | eco 基 基 本 的 ， 兄 然 ， 对 任何 六 一 {S83, my 
SB )， LDS} 必 是 了 KG, ?700) 中 的 基本 点 列 , 出 于 2582， 16) 是 完备 
的 , 所 以 存在 庆 EIPCQ, mm), 使 得 1D3 一 10tn->o53。 对 任 
村 籼 人 EOFCQ), 由 HB5lder 不 等 式 ， 


I oD ff) (ojw(o)am 


<1Ds4, -fs (| Ipce) an) C5.6D) 


其 中 于 十 二 一 六 当 2 一 工时 ,dg 一 co， (Jive f oa) me We 站 )， 
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然而 对 任何 天 以 及 pE 07(9)， 
po do D0) FC) Drpta) ds, (n=1, 2, »), 
由 (5.6 力 立即 得 到 
lim{ Dsf, Co) plo) d= | f°(w) p(w) dn. 
再 在 (5.61) 中 取景 = (0, 0, …，0)， 小 Cw) = Deg(a)， 又 得 到 
lim| fo) Prp(e)qz= | fC) Dip Ca) dn, 
因此 对 任何 pEOF(R)， 
{f° pod (—1) "| fl) Drplw)do, 
即 DAF 了 ,从 而 了 EWYC3), 并 且 


lim jf -fi MPD -lim( 马 |, [Df -Di “ do) ~ 0, 

这 就 是 说 ,W300) 是 Banaoh 空间 ， 汪 此 

显然 ,， P5090) 是 可 析 空 间 ， 如 果 % 讽 分 大 ,WV3CB) 中 函数 应 
该 具有 光滑 性， 樟 如 ， 可 以 证 明 当 mr 半 jy 时， 机 ?C0) 包 售 在 
O99) 中 ,并 且 生 在 常数 0, 擂 得 

sup [fa lO rm FEW? OD. 

10. 商 空 间 

下 而 再 对 高 空间 的 完备 性 进行 讨论 . 

设 过 是 赋 录 线 性 空间 , 工 是 所 的 子 空间 , 冰晶 在 廊 / 工 中 引 


入 _ 

2 (万 一 各 让 着 ，7E X/L. (2.16) 
由 2 定理 5 知道 一般 说 来 2(") 只 是 且 / 石 上 拟 范 数 。 但 有 下 
列 基 本 事实 。 


定理 17 设 开 是 赋 将 句 性 空间 和 中 的 闭 子 空间 , 那 束 生 
(2 .16) 所 定义 的 w(-) 是 于/ 荆 上 的 范 数 、 而 当政 还 是 Banaeh 
空间 时 , 天 / 厂 世 是 Banaoh 空间 ， 

证 明 $2 定 理 5 己 证 明 2() 是 拟 范 数 ， 今 只 槛 指出 当 厂 是 
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闭 集 时 ,pC ) 是 范 数 , 即 当 p( 六 一 0 寺 ， 必然 了 一 0， 事 实 上 ,， 由 于 
外 入 一 六 必 存 在 关中 点 列 {fn} 请 号 上 1->0， 但 
了 一 他 一 六 ttf, f—If, EL, (5.62) 

由 上 | ->0, 可 知 五 中 点 列 他 一 Jr} 收 化 汪 廊 因为 上 是 轩 的 , 所 以 
fE 二 从 而 了 一 久 即 9() 是 范 数 ， 

2 ) 肛 是 范 数 ,下 面 政 记 gp( 罗 为 上 i. 

现在 证 明 在 了 是 Banacb 空间 的 条 性 下 ,及 / 二 也是 Banaoh 
空间 , 即 证 明了/ 研 中 任何 基 本 点 列 {2} 必 站 化， 不 乱 设 他 满 


是 ; 当 en 时 ,|4n 一 zm < 3 2 一 本 2 … (和 理 划 用 {2} 的 子 
~ mr 
序 训 人民 震 {wn}), 因而 在 在 yw EE 1 一 站 mn 一 fn 一 向 ny 使 得 
| < %=1, 3, “ (5 .68) 


又 任 取 yoEs 令 -号 wx. 显然 ， 册 二. 63) 可 知 ， 点 列 {o} 是 
2 ms 时 ,oh | < 记 以 


有 极 服 z， 我 们 只 站 征明 就 是 {} 的 极限 就 可 以 了 . 事实 上 ， 
对 任何 s>g, 必 存 在 玖 ,使 得 lw 一 o-<s, 从 而 


[ee Ee PN < (5B.64) 


但 是 


A 2 
En 之 3 一 之 Yi 一 它 (tr1™ wo) Tt wi ny (5.65) 
由 (5.65) 利 (5.64), 立即 得 到 名 是 {,} 的 极限 ， 证 毕 

系 ” 设 荆 是 赋 范 线性 空间 下 的 闭 组 性 子 空间 , 轨 是 耳 的 有 
限 维 子 空间 , 那 末 五 十 再 一 世 十 gmE 五 YE 加 4 必 且 于 的 闲 线 性 
子 空间 . 

证 明 显然 ,卫士 召 是 线性 子 室 间 ， 下 两 证 明 二 十 到 是 六 的 ， 
因为 羡 / 工 是 赋 范 强人 性 空间 , 而 太一 {|sE 了 可 } 是 瑟 / 卫 的 有 限 纵 
线性 子 空 间 ， 因而 如 是 赋 范 线性 空间 元 / 工 的 所 集 . 叉 因 为 映射 

0 qt, 放 伺 侣 
是 赋 范 线性 空间 互 到 研 范 线性 空间 交 / 五 的 线性 同 春 ， 并 日 


8 5， 稠密 与 完备 四 
a 
. me ef vy) ls yl, 
所 以 日 是 连续 的 , 因而 闭 集 加 的 原 旬 ?C8) 一 五 -二 是 下 中 的 
闭 集 ， 证 毕 。 


司 题 

1. 主 昌 定 提 $5. 

当 - 证明 定理 4 澡 对 马 是 开 下 的 稍 浊 出 成 证。 

3. 证 明度 量 空间 .So 的 是 可 折合 。 

4- 证 明 庄 范 线性 空间 如 06 是 可 析 的 ; 入 及 是 完 亩 的 ， 

5. 证 明 两 个 可 析 《或 完备 ) 度量 宝 间 的 乖 积 度量 空间 必 是 可 析 的 {或 完 
省 的 ); “ 

6. 评 明 度量 空间 中 任何 可 煌 介 的 势 丰 超过 X。 


了. Unz 家 示 直 线 上 周期 为 的 连续 画 数 全 体 按 通常 通 数 的 加 法 和 获 深 十 
成 的 线 呈 空间 ， 并 规定 范 煞 2]z| 一 max |zQ)|， 证 明 直 线 上 三 角 志 项 式 企 


体 Yan 必 在 0sx 中 笠 窗 ， 

8. 证 明 Co 是 到 (LO 2wm]， mm) 《0<g<s) 中 笠 密 ， 但 G3s 在 了 ?C0 
der]; nD (0<<p 志 00) 中 水 称 密 

9 证 明度 景 空间 中 基本 点 列 必 蚌 有 界 点 列 , 

10, 定义 没 王 是 醋 准 范 线性 空间 ,fa 是 玉 的 一 个 点 列 ， 如 果 存 在 


ae ,使 得 jim 总 一 q| 一 凡 那 未 称 级 数 习 心 收效, 并 称 a 是 癌 四 的 和 ， 

证 明 : 当下 是 Fréohet 空间 时 , 总 6 收 竹 的 充 要 条 件 是 对 任何 sy 
在 在 3 当 四 m> 玉 时 ,| 妆 m1<e 

志 .证 明 完 备 度量 空间 中 的 闭 集 必 是 完备 子 空间 。 而 任何 度量 空间 中 
的 完备 于 空间 必 是 闭 子 集 . 

1 二， 证 明度 时 空间 是 完备 的 完 要 条 件 是 ， 任 何 单调 下 隆 非 空间 集 序 列 
扫 }, 如 果 jw 的 直径 机 一 ,sop ple 护 >0, 那 末 几 Ps 不 空 
。。 13、 证 明 完 务 度量 突 同 中 任何 一 列 再 浅 的 开 入 {0,} 的 交集 门 0。 必 症 
而 密集 . 

14. 变 {3 中 是 一 列 院 范 线 性 空间 , 在 一切 满足 总 zo "< 的 序列 
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{rn 上 pn ER 各 一 车 本) 全 优 按 通常 的 序列 的 加 法 和 数 乘 构成 的 线性 空 
间 革 中 引入 


Mel= (el), ob, 
证 明 脏 接 |- 上 成 为 赋 范 线 住 空间 ,并 且 当 及 ,n==1， 2 都 是 Banach 空间 
时 , 苹 也 是 Banaeh 窒 克 , 
让 证明 上 [ma 1.VoTm, 站 都 且 Banaoh 空间 
46. 证 明 无 限 纹 Banach 宝 间 豆 由 ， 决 址 存 在 可 列 个 所 量 {wa} 村 成 互 
的 线性 基 . 


$6 紧 和 集 


i1. 引言 
设 了 是 fw, 如 上 的 连 线 换 数 ， 在 数学 分 折 中 曾经 证 朋 ， 必 在 
在 mc [mw 切 ， 使 得 fao) ~ samp Fa)， 因 而 ,Feo) = sap Fo) 一 


max 六 o. 证明 这 个 命题 时 所 用 的 一 个 基本 工具 就 是 Woierstrasg 


定理 : 间 线 上 任何 一 个 有 界 点 列 几 有 收 分子 点 列 ， 事 实 上 , 在 许多 
分 析 数 学 领域 (例如 方程 求解 问题 ， 阴 数 方程 求 根 问题 ， 攻 民 站 
问题 等 ) 中 , 为 了 证 明 事 先 给 定 的 映射 能 取 到 绘 定 的 特殊 值 ， 经 党 

采用 抽取 收 伍 子 序列 的 方法 。 对 于 度量 空间 本 身 , 我 们 也 有 信用 
这 种 方法 的 需要 例如 , 设 已 是 度 且 空间 耻 中 的 点 集 , zo€ 六， 
我 们 曾 定义 过 zo 与 卫 的 虐 离 (参见 $4 第 9 小 节 )，p(wo，F) ~ 
in{ pkwo, 2)， 假 如 要 癌 这 个 距离 pCeo，) 是 否 可 达 ， 即 症 否 存在 


名 所 下 ,使 得 p(wo, go) 一 plzo,， 下 )， 如 果 介 玉 具有 这 概 的 性 质 ， 玉 
中 和 任 衙 一 个 点 列 {mw} 必 有 收 敏 子 点 列 ， 那 末 我 们 就 可 以 肯定 地 
说 , 这 时 ptwo, 配 必 可 达 ， 事实 上 , 按 ptlwo,， 耳 的 定义 ,在 也 中 可 
先 取 上 纪 一 个 点 列 {os,}， 使 得 lim p (wo, Dn) 一 ptmo, 了 F)， 然后 再 从 
{zo 中 搬出 一 个 收 黎 子 点 列 {a} 记 这 个 点 列 的 极限 为 办 ， 易 知 
Plzo, 90) 一 Pfxo, 丰 )， 诬 时分 要 念 损 是 各 个 分 析 领 域 中 有 关 概 

念 和 方法 中 共同 特性 的 抽象 ， 筷 然 要 问 ; 究竟 怎样 的 集 才 具有 有 它 


4 人 3 


的 人 性 何 一 个 点 列 都 能 抽 叶 上 收 伍 子 点 列 的 性 质 电 ? 在 直线 上 ， 由 
Woiorsirass 定理 ,可 知 有 界 集 都 具有 这 样 的 性 硕 。， 在 -- 般 度量 空 
间 中 ,有 界 集 斌 未 必 上 有 具有 这 痒 的 性 质 丁 . 

，. 例 1 在 闭 区 间 [0, 加 上 作 连 续 函 数列 户 (o， 2 一 1 2 其 
中 


0, 当 zz 二 时 ， 
fn) = 1 
I 一 mw， 当 DA 时 . 
显然 ,{ 记 } 是 度 量 空 间 CE, 二 中 的 省 界 点 列 ( 由 {fi} 所 成 的 
和 集 4 是 有 界 从 ), 丁 为 
ifrl—max lf tm [el w=1, 2, 


但 不 可 能 有 子 序列 在 口 [0, 订 中 收 人 敏 、 事实 上 ， 如 果 {f(z)} 在 
Gu, 刁 审 按 范 数 收 和 伍 于 六 ze), 那 末 应 有 
， I 站 9 一 0 时， 
7) -{o 当 4 二 0 时 ， 
这 和 了 (zw) 应 在 sw 一 0 具有 连 绪 性 相 巴 盾 ( 这 顺便 证 明了 4 是 佬 集 ， 
因为 它 没有 极限 点 )， 所 以 , Weierstrass 定理 在 度量 空间 G10,1] 
中 不 成 立 . 
因此 ,在 一 般 的 度量 空间 中 ,不 是 每 -- 个 有 界 点 列 都 有 有 收 合子 
点 列 , 这 就 有 必要 引入 下 述 致 密集 的 概念 . 
名， 列 紧 集 ( 致 密集 ) 
定义 “ 设 五 是 度量 空间 , 4 是 下 中 的 点 集 ， 如 果 刀 中 的 任 
何 点 列 必 有 在 万 中 收 化 的 于 点 列 , 就 称 4 是 (了 Y 中 的 ) 列 紧 业 ,或 
致 害 全 ， 如果 也 本 身 是 致 黎 华 ， 那 未 称 下 是 列 紧 空间 ,或 笋 密 空 
间 . 
显然 ， 百 " 中 有 界 集 必 是 列 紧 集 (好 果 读者 在 数学 分 析 中 未 兽 
学 过 这 个 定理 , 可 以 自己 仿 直 线 上 Weiarsirass 定理 的 证 明 方 法 ， 


“只要 将 直线 上 区 间 的 两 外 法 换 成 如 中 立方 体 的 2 等 分 法 来 证 


明 ). 本 | - 
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容易 看 忠 列 紧 集 有 下 面 的 几 点 性 质 ; 
(DD 有 限 点 集 是 列 紧 集 . 
(2) 有 限 个 列 紧 集 的 和 集 是 列 紧 集 . 
(3) 列 紧 集 的 任何 子 集 是 列 紧 集 , 因此 ,任意 一 族 列 紧 集 的 交 
集 是 列 紧 集 . 
(4) 列 紧 集 的 闭 包 是 列 紧 集 。 
事实 上 , 设 4 是 列 紧 集 ,任意 取 万 中 一 烈 {z,}， 那 末 对 每 个 
全 有 yn 忆 上 4， 使 得 疡 (my Vn) < 二 二 为 马 是 列 紧 的 ， 冯 芋 冯 {fan} 
上 点 yt 广 ， 使 得 Yay oo 所 六 Dn, 因此 各 是 列 紧 集 .、 
(5) 列 紧 集 中 的 基本 点 到 必然 收敛 , 因此 ,如果 全 空间 无 是 
列 紧 华 , 那 末 度 量 空间 下 本身 是 完备 的 . 
事实 上 , 设 {2。} 是 询 紧 集 4 中 的 基本 点 询 , 那 末 必 存 子 点 列 
fw} 收 航 于 度量 空间 X 中 的 一 点 和 根据 5 定理 了 的 ( 芒 ， 有 
Ln > To., . 
(6) 列 紧 集 必 是 有 界 集 . 
事实 上 , 如 果 集 4 是 匹 界 的 ， 那 来 容易 用 归纳 法 从 4 中 选取 
一 个 点 列 {sp},， 使 得 plzn am) > 关中 ， 这 样 ，fo]} 就 不 存在 
收 铺 的 子 点 列 , 从 而 4 设 不 可 能 是 列 紧 集 . 
在 一 般 的 度量 空间 中 ， 有田 集 末 必 是 列 紧 集 。 但 我 们 有 如 下 
定理 . 
定理 1 用 限 维 的 冉 范 线性 空间 上 的 有 界 集 必 是 列 紧 集 . 
证 明 设 e. …. en 大 维 赋 范 线 作 空间 互 的 线性 其 。 类 外 
于 $5 定 再 12 的 证 明 , 对 任何 2EX, w= 六 ae, wwEA 人 G-2 
…; ,和 作 革 二 本 的 线性 同 构 . 
和 LE Ce 《gd Ca, GD， (6.1) 
记 形 一 maxjel， 又 记忆 上 连续 函数 f(a) 一 1p-1(o) 上 在 单位 球 
面 上 药 最 小 值 ma(m 必 是 正 数 )， 由 (5.39) 得 到 
mle—bl<)z -yl < Me bl, (6 .3 


6 时 集 2 

其中 ge 一 9(o 一 2 人 的) 

设 44 是 豆 中 的 有 界 集 , 由 各 .分 左边 的 不 筹 式 (地 多 一 0， yE 
4 可 知 ，ot4) 必 是 盏 " 上 有 界 集 。 因而 对 4 中 任何 点 列 {ow}， 
{pCa} 在.B" 中 必 有 了 收 伐 子 点 列 {gtows)}， 记 它 的 极限 为 mw 由 
(6. 肪 右边 前 在 等 式 ( 取 9 一 和 下 一色， 一 六 0 可知 

| 一 二 更 (ay — ol-—>0, 《一 ee)， (6.8) 

即 {zw} 的 予 点 到 {ww 是 收 伍 的， 所 以 44 是 芋 中 列 紧 集 ， 证 毕 . 

注意 , 有 限 维 赋 淮 范 线 性 空间 上 的 有 界 集 未 必 是 列 紧 集 ， 例 
如 , 在 赋 准 范 空 章 .上 , 由 于 任何 两 点 的 距 尚 木 超 过 二 所 以 自然 
数 序 列 fm} 是 忌 !; 上 有 界 傈 ,但 是 当天 各 时 


PAR, We) 一 


所 以 4 在 二 ;下 没有 收 合子 点 列 . 
3. 列 紧 灌 和 完全 有 有 界 集 四 
全 4 已经 措 出 度量 空间 上 有 园 入 未必 是 列 紧 的 ， 而 度量 空间 
上 列 紧 集 必 是 和 办 集 ,内 出 , 列 紧 性 比方 界 性 昌 求 更 高 , 召 * 中 有 界 
集 之 所 以 必 是 列 紧 的 ， 基 证明 过 程 中 可 知 , 主要 在 于 Br" 上 有 朋 限 立 
方 体 在 进行 等 分 时 ， 随 着 等 分 的 次 数 趋 疝 无 银 天， 小 立方 体 的 
才 径 趋 于 党 ， 受 这 -事实 的 启发 ,我 们 引入 下 面 的 概念 . 
”定义 设 4. 吾 是 度量 空间 励 前 点 售 ， 如 日 有 正 数 。 全 得 以 
如 中 每 点 为 心 的 sa- 开 球 全 体检 六 4 
(OC, 8) 4， 


那 水 称 丑 是 4 的 一 个 e- 内 .。 特别 , 当 台 是 有 限 集 时 , 称 避 是 4 
前 识 限 a- 问 

如 果 对 任 次 正 数 8, 点 集 4 总 有 有 限 的 e- 网 fo oa，…， en 
握 台 (这 些 点 负 及 它们 的 个 数 可 以 随 着 而 改变 )， 邦 末 称 和 4 是 党 
全 有 界 集 ， 

”容易 看 出 下 击 的 一些 性 质 . 
(I) 完全 有 界 集 是 有 界 集 . 
事实 上 , 类 昌 要 是 有 和 田 集 , 取 8 ~1, 那 来 了 4 有 有 限 王 网 {wi 
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5 即 LO(z 芒 二 4 因此 对 任何 sE 4 必 有 相应 的 on 
使 得 fg， Ly) < 冯 记 M ~ max plw,, wv), 显然 


Pv, 切 ) p(w, Wy) + Pm, v1) < 二 形 ， 

因此 4 是 有 办 集 . 

(3) 如果 {s} 是 度量 空间 中 的 基本 点 列 ， 那 来 出 {mw} 所 构 
成 的 集 4 必 是 完全 有 界 的 . 

事实 上 ,对 任何 s>0 因为 {zs} 是 基本 前 ,所 以 必 存 在 站 ， 当 
%> 育 时， p(wn, ww) 之 8， 易 知 {v1 …; vy} 便 是 集 和 4 的 有 限 。- 
网 . 

(3) 如 果 4 是 完全 有 界 集 , 那 末 对 任何 80, 必 存在 和 4 中 有 
限 个 点 {1, wa ,wn} 构成 半 更 8 网 

事实 上 ,对 。>0, 任 取 有 限 当 -网 fy Ys,"…, gm}， 当 AN0 
(yi 生 )9G=1 2,…, m) 时 ,在 O(y, 号 ) 介 4 中 任 取 一 点 
这 样 得 到 的 {zo} 全 体 设 为 {wm za …， za} (nm)。 由 于 对 任何 
vw.4, 必 有 %, 使 得 pz tr) < 于, 从 而 


pw, zt) < ple, yi) 十 Ps 1) < 

即 {sp2, 部 2 + wa} 是 4 的 s- 网 ， 

定理 & 度量 空间 二 中 指点 集 人 4 是 完全 有 界 的 充 要 条 件 是 ， 
对 4 中 任何 一 个 点 列 {wo}, 必 可 抽出 一 个 基本 的 子 点 列 ， 

证 明 必要 性 设 和 y,} 号 4 中 的 一 个 点 列 ， 今 证 它 有 基本 
的 于 点 列 。 显然 ， 我 们 不 妨 可 设 iy} 是 无 限 窗 个 点 所 梅 成 的 点 
列 ， 取 一 二 n=l 2,…)， 设 {fe 外， …，o 妈 } 是 和 4 的 有 限 
网 。 因 为 OQ, 了) 汪 {yo}, 所 以 在 球 

Ow, 1D), OF, Ds, Oo , DD) 

中 必 有 一 个 球 , 例如 ve, 了 D, 包 会 {gn} 中 的 无 限 个 扎 。 又 因为 
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Uo(e: 9, 3) =f), 
所 以 Ova, Dn(LJ 0(s9, 雪 )) 中 包含 {fy} 中 无限 多 个 点 因 
此 , 必 有 Cfz 名 ,去 ) 使 得 0 只, 力 nO(a 加 ,和 寺 ) 中 含有 {gy 中 
的 无 限 多 个 点 ， 这 样 继续 下 去 ,对 每 个 自然 数 思 有 集 
人 1 
人 工 
[0 wD, 
含有 {0%} 中 的 光 限 多 个 点 ， 所 以 可 以 取 子 列 {yi.}， 使 得 gE 
向 0 (og, 二) 于 是 , 当 w>jp 时 
ty —. 
| pCa, Rh < 总 
因此 , 当 %w 守 4 时 
Yes Yi) Sp lyn oR) tp lye oO) < 


所 以 {ys} 是 之 中 的 一 个 基 从 点 列 . 

充 秀 性 ( 反 证 法 ) ”如 果 和 4 不是 完全 有 界 的 , 也 就 是 说 在 在 荣 
个 seo>0 各 不 存在 有 限 的 -网 ， 从 而 在 4 中 任 取 一 点 mm 显然 
是 一 (ou sm) 关 人 区 任 取 maE4-D(m 显然 4 一 (faeu 
50) UO(wo，80)) 天 人 再任 取 jwEA4 一 (OCv, 80) UO(vs, 60)), 
如 此 一 直 做 下 去 , 便 得 到 4 中 的 一 个 点 现 {mj}, 至 然 、 

pm, Vm) > B60 NE mR), 

从 而 {fw} 中 当 不 可 能 有 基本 的 子 点 列 . 这 与 假设 子 盾 .。 所 以 如 
是 完全 有 界 的 . 证 毕 . 

定理 3 《Hausdor 企 ) (I) 度量 空间 中 列 紧 集 必 是 完全 有 缠 
的 . 

(2) 完备 度量 空间 中 完全 有 办 和 集 必 是 列 紧 的 . 

证 明 (1) 设 4 是 列 紧 集 ,因而 4 中 任何 点 列 都 有 收 全 的 子 
点 列 ， 这 个 收 伍 子 点 列 自 然 是 基本 的 .。 由 定理 2 的 充分 性 可 知 4 
必 是 完全 有 界 裳 
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(2) 设 4 是 完全 有 界 集 , 根据 定理 2 的 必要 性 知 放 ， 妃 中 任 
何 一 个 点 列 {ws} 必 有 沙 本 的 子 点 列 ， 查 度量 空间 是 完 乔 的 ， 因 而 
这 个 基本 子 点 列 是 收敛 子 点 列 , 从 而 4 是 列 紧 集 ， 证 毕 . 

系 ” (1) 在 完备 度量 空间 中 , 集 4 的 列 紧 性 和 和 完 侈 有 界 性 等 
价 ， 

(2) 在 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 ,， 集 4 的 询 紧 性 、 完全 有 界 性 
和 有 界 性 彼此 等 价 . 

(3) 和 氏 果 度量 空间 己 的 每 个 完全 有 办 集 都 是 列 紧 集 ， 那 末 
冬 必 是 完备 的 . 

证 明 由 定理 2 立 其 可 得 到 系 中 芍 { 了 了， 再 由 定理 1 和 5 定 
理 12 就 得 到 系 中 的 {2)， 现 在 证 (3)， 设 { 是 寺中 的 基本 点 
列 . 由 完全 有 界 集 的 性 质 ( 艺 知道， 出 {zn} 中 点 构成 的 集 凤 是 区 
的 完全 有 界 集 ， 由 (3 的 假设 , 4 是 的 列 紧 集 ， 既 然 4 是 列 紧 
集 , {ww} 是 4 中 的 点 列 , 因而 {ww} 有 收 敏 的 于 点 列 ,由 5 定理 了 
的 (3),， {ew} 是 收 合 的 。 所 以 , 开 是 完备 的 度量 空 的 “ 吃 ， 

定理 和 完全 有 界 集 是 可 析 的 {《 即 其 中 必 会 有 有 限 网 或 可 列 
药 秽 密 子 集 ). 

证 明 设 44 基 完全 有 界 集 ， 令 {2 ， 2} 是 4 的 奉 限 


二 -网 ， 那 末 集 

B= {eo |v=1, 2 bh, 1, 2, .-} : 
是 耕 限 集 或 可 列 集 ， 只 要 证 明 靖 在 4 中 畏 密 好 了 ， 过 实 上 ,对 于 
”4 中 任何 一 点 名 及 任 一 正 数 5 取 工 一 s 由 于 

Wm 要 1 
生性 \0 mo > 二 

和 er -一 fi 1 [E23 1 了 CE fy 
必 右 PP 使 得 EO ?， 二 ) 好 PLD, Wr ) < 因此 Ey EB 
Nocw, 8s)， 扬 以 卫 在 4 中 釉 密 ,十 毕 , 


由 于 弥 紧 集 是 完 爹 有 界 的 ， 我 们 得 到 下 述 推 论 
系 列 紧 集 是 可 本 的 ， 


4 村 人 梨 上 i 

&， 某 些 具体 空间 中 列 紧 集 的 特征 

从 定 班 2 知道， 在 完备 的 度量 空间 中 列 紧 性 与 完全 有 界 性 是 
一 致 的 ， 下 面 我 们 就 在 茜 些 具体 的 完备 空间 中 给 出 点 集 是 完全 有 
界 的 充 要 条 件 . 因为 在 有 限 维 空间 中 完全 有 界 性 和 和 答 性 是 一 至 
的 ， 而 有 异 的 条 仔 较 易 掌握 ， 所 以 我 们 总 是 设法 江 间 题 引 导 :到 有 
服 维 欧 开 里 德 空间 下面 只 以 局 ie, 四 及 为 便 来 说 明 处 理 这 类 
问题 的 方法 ,空间 戎 . 吃 中 点 集 是 列 紧 集 的 条 件 可 以 类 似 地 给 出 ， 
当然 ,很 多 情况 下 是 比较 复杂 的 . 

设 扫 是 4<z<b 上 的 一族 连续 西数 。 如 果 对 任何 一 个 正 数 
5, 必 有 5>0， 使 得 区 间 Ew, 可 中 任 个 全 点 zz E Lg, 四， 当 |s 一 
vw | 所 38 时 ,对 4 中 每 个 函数 了 都 成 立 着 

[Fw | 全 外 

那 末 称 4 是 等 度 连续 的 冰 数 族 . | 

全 如, 设 了 和 利 上 是 两 个 正 数 ，4 是 在 [a, 站 上 适合 HGlder 连 
续 性 条 件 ， 
| — fr) Les |, 2, E [ec b], 
的 画 数 了 所 成 的 主 数 族 , 那 末 4 是 等 度 连 续 的 耳 数 族 , 

前 已 指出 ， 度 此 空间 OFe, 村 中 点 集 的 有 办 性 小 足 忆 推出 列 
紧 手 , 但 是 , 只 要 再 如 上 等 度 连续 性 条 件 就 行 了 . 

定理 六 :总 zzelar ago OEg, 5] 中 集 4 症 列 紧 的 充 要 条 
性 是 4 是 有 上 界 集 六 是 等 度 连 续 函 数 艇 ， 

证 明 充分 性 设 4 是 Ce, 切中 的 有 界 点 集 ， 同 时 又 是 签 
度 连 续 前 ， 央 为 0[g, 问 是 完备 空间 , 田 定 型 3， 只 须 证 明 4 基 完 
全 有 界 的 就 可 以 了 。 对 任意 给 定 的 正 数 e 由 4 的 等 度 和 连续 性 ,有 
正 数 人 使 得 当 Lg, 厂 中 的 点 ww 适合 |2 一 了 1 < 人 时 ,4 中 每 个 了 了 
必 有 适合 


17Gw) —f (9) | < C6.4) 
利用 这 个 5, 任意 取 定 [a, 万 中 的 有 限 个 分 点 


Pe 0 
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使 得 jv, 一 wz| 过 6。 因为 4 是 有 界 祭 , 有 常数 0, 使 得 对 一 切 
fE4, 1 了 | 一 max |f(2) | 所 名 因此 ,点 集 

A {fmD, ~, Foam)) |FE A) 
组 成 % 维 欧 几 里 德 空间 如 (或 OO) 中 的 有 界 集 (事实 革 ， lf 


< ). 由 定理 1 和 定理 2， 4 是 配 中 完全 有 界 的 , 所 以 有 刻 ， 
户 ,… 访 EJ4 使 得 站 个 点 
(fu{w1), fu (v3), “ny gn)), pl1, 2, *, La 


组 成 4。 中 的 襄 - 网 ， 现 在 来 证 明 开户， 户 ，…， 册 是 和 4 的 。- 网 
就 行 了 。 事 实 上 , 任 取 JE4, 由 Cf(es)，…, f(zn)) 4， 所 以 有 
riev 革 有 ,使 

室 [fu te) — f(a) “9 


六 此 ， | 一 六 (po 1 一 可 岂 一 二 2， 对 于 La 位 中 的 点 
5, 设 5 洲 在 对 区间 [er，zrs] 上 ,用 不 等 式 人 ,和 得 到 
| Fe) ~ £8) [Fo) — fm) | + fn) — f(a) | 
+ |f (lm) — hol) | <s, 

因 访 ， opt, £7) 一 上 一 交 1<e， 即 了 E Of 廊 ， 8). 

必要 性 设 4 一 C[e, 妇 是 一 列 紧 集 、 因 为 列 紧 集 是 有 界 的 ， 
所 以 只 须 证 明 4 是 等 旗 连 续 的 、 对 任意 的 。>0， 必 有 4 的 有 限 
训 - 网 及 .fs、"…、 所 ， 因 为 每 个 所 (2) 在 Lz, 杂 上 连续 , 所 以 有 正 数 
5,v 一 1， 2,…, 下， 使 得 [4,5] 上 的 2、 wi， 当 12 一 w+ 之 5 时 ， 
(2) 一 (2 ) | < 于 、 取 5 一 min{81, …, 8 由。 我们 来 证 明 ， 对 
每 个 了 E 4, 只 要 [eo, 站 中 的 两 点 %.2’' 适合 | 一 2'| <8 时 , 便 有 

Fo) ~ fC) | <a. 


事实 上 ,对 于 JE4, 有 v, 1<v<<hb 使得 plf, 思 ) < 村， 因此 


寺 间 紧 个 339 


Cm) — Fr) Em) ~ fm | 二 | 太一 巨人 | 
十 [few ) — Fa) | < 

由 刀 是 等 度 连 续 的 .证 毕 ， 

略 来 考察 空间 下 作为 数 剂 空间 的 馈 . 

定理 6 空间 如 (ce 0>>D 中 的 党 才 威 为 列 紧 集 的 充 开 条件 
是 才 为 有 界 集 , 丽 且 对 任何 正 数 5s, 有 自然 数 n.， 使 得 对 一 切 % 一 
{zy} Ed 成 立 着 

> e178. (6.5) 

证 胡 ”我 们 只 证 p>1 的 情况 , 对 于 >>p>0 的 稍 况 ,可 类 似 
证 明 ， 

充分 性 设 冯 是 有 办 人 达 而 且 适 合 条 性 56. 的， 因为 户 是 完 着 
的 , 所以 内 要 证 明 4 是 完全 有 界 的 ， 对 和 伍 一 ;0, 取 


:人 (7 必 
于 是 有 自然 数 育 一 .>>0, 使 (6. 配 成立。 作 
Aw = {mo, Ra) {t= {0, Wy EAA}, 


由 于 4 是 有 界 集 , 有 使 得 当 zE4 时, |ol85E] 一 这 |v ?< 
因此 Iw,|<， 高 ww?<NK, 即 hw 是 术 维 欧 几 里 德 室 间 再 


纪 的 有 办 集 ， 因而 是 名" 中 的 列 紧 集 . 于 是 有 2EA, 5 一 二 2, 
中 使 得 
(ze 名 了 vw ), x=, 2 ry , 


成 为 4w 的 六 -网 ， 现 在 来 证 明 sm、 ao 便 是 妈 的 信 网 事实 
上 ,对 尾 柯 一 个 tsE€4, 必 到 Sb 使 (2 Te， vx) EO( (op, + 天 
op), 于 好 


各 lw 


“[ 注 ] 这 里 为 防止 沉 清 ,用 |- 上 表 东 如 中 范 数 ， 
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因此 [oo 一 2 扣 | 过 大 ， 而 县 


1. 
[2-2] + ) < 
记忆 wwEO(, DD). 
必要 性 设 4 是 完全 有 界 时 . 人 上 只 要 证 明 愉 .号 成 立 好 
了 这 时 ,对 任何 正 数 s, 必 有 有 限 的 部 1 3. 网 {wD et 他， 
因此 , 必 有 有 自然数 % 使 得 对 每 个 v= 二 了 站 成立 


> lol < a 


无 一 mp 十 二 


其 中 让 一 {oto} 忆 Minkowski 不 等 武 ,对 入 个 z= {zx 人 4,， 有 


1 1 
Gd om 下 bed 可 
(二 ， Dy <( 加， [wl? ) +( 写 ， [名 一 加 站 
< 站 2 十 1z 一 2 
得 因为 sea 是 全 的 下 人 9 网， 所 以 有 ?使 上 起 有 过 小 于 
叶 。 证 毕 . 
条 件 (6. 下 对 应 竹马 [e,， 妇 中 的 等 度 连 号 性 ， 可 以 称 做 “等 度 
收敛 ”. | 
5.， 紧 和 集 
在 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 和 Welerstrass 定理 等 价 的 是 关于 
闭 区 间 的 Heinn-Borel 覆 蓉 定理, 内 娶 仓 组 考察 :下 Haine- 
Borel 覆盖 定理 的 证 了 明 , 就 发 现 ， 可 以 把 闭 攻 间 移 条 开 淮 /到 直线 
上 的 殉 紧 4 即 有 界 ) 闭 集 、 元 些 , 在 极限 论 中 列 紧 闭 集 有 较 好 的 性 
质 ， 这 对 于 一 般 的 庶 量 空间 也 是 如 此 ， 
显然 , 4 是 列 紧 阔 集 的 充 要 条 侍 是 4 中 任 一 点 列 必 有 有 收 苞 到 
4 中- -点 的 收 贫 子 点 鹿 . 
下 面 ， 我 们 给 婴 列 紧 了 于 集 的 一 些 基 杯 性质， 首先， 底盘 空间 
在 中 的 刘 紧 交集 4 大 成 革 的 子 空间 对 是 完备 的 ， 
事实 上 ， 册 询 紧 集 的 性 质 司 )， 列 紧 集 4 中 任意 的 基 亦 点 列 


§6 紧 集 305 

{oo} 必 收 煞 ， 设 mw->ao。 中 于 十 是 闭 人， 所 以 mmE 4， 就 是 说 , 4 
中 每 个 基 术 点 列 几 收 敏 到 4 中 的 点 ,所 以 4 是 完备 的 子 空间 . 

下 而 我 们 把 直线 上 的 HIeine -Bor"1 有 限 履 瘟 定 理 拓 广 到 -- 最 
的 度量 涪 闻 ,进而 给 出 列 紧 集 的 特征 性 质 ， 

定理 Y(Gross) 设 和 4 是 度量 空间 也 中 的 列 紧 闭 集 , .7 是 六 
中 前 -- 族 开 集 , 项 困 . 天 者 落 4 即 1 1O= 4 那 末 必用 中 有 限 个 
开 集 01.0s、….0O, 覆盖 4, 即 

| (0.>4. 

证 明 对 了 4 中 的 每 个 点 wm 必 有 允 中 的 开 集合 有 %， 因 此 
和 5 的 一 个 r- 环 境 O(o 7) 忆 0O， 记 y(s) 为 使 得 O(o, r) 含 在 六 
市 某 个 开 集 内 前 这 种 ”的 上 泣 田 , 那 来 7(w) 之 0， 今 证 明 

ro—inf rw >0, 

由 下 确 界 的 定义 ， 显 然 和 月 4 中 的 点 列 ta, 使 得 7(@w)->ro， 由 
于 有 4 是 列 紧 闭 集 ，{Qw} 中 必 有 子 列 {ow} 收敛 于 44 中 的 一 点 a. 
因 多 覆盖 4 必 有 开 集 0E.F ,使 得 go EO， 因 此 有 正 数 7 使 得 
Oleo， 人 CO， 由 于 aw->ao， 当 充分 大 时 ， 例 如 当 > 加 时 ， 
peo om) 芝 生 ， 因 此, p(aw， 备 )=0Cao, 四 CO 这 样 一 来 ， 河 玫 
之 加 时 有 *?(am)> 务 ， 所 以 fo 之 务 >0， 称 正 数 fo 为 列 紧 闭 集 4 
的 勒 贝 格 数 . 

因为 4 是 询 紧 集 ， 由 定理 8 的 (DD，44 中 必 有 有 限 个 点 fm 
…， wn} 组 成 4 的 站 7- 网, 这 昭 46 是 4 的 勒 贝 格 数 ， 由 于 vo 
inf r (%), 拭 以 rg) 这 rolz= 二 1，2,…, ?0), 从 而 nC) 之 二 To 由 
ra) 的 定义 , 必 有 .所 中 的 一 个 开 集 0,0(w,, 言 roh 因此 


UJ Pn WM O(a,, 工 0) D4. 
r=1 匡 二 主 分 . 
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定理 了 也 称 为 有 限 覆 盖 定 理 ， 它 的 道 命题 也 正 确 ， 

定理 8 设 是 度量 空间 到 中 的 点 集 ， 划 果 ' 工 中 每 个 覆盖 
秋 的 开 集 族 中 必 有 有 限 个 开 惟 覆盖 4, 那 末 4 是 列 紧 闭 集 . 

证 明 党 证 明 4 弟 闭 集 . 设 加 人 4, 证明 om% 不 是 并 的 极限 点 


好 了 .对 于 4 中 每 一 点 四 作 球 om， 去 pfmo, 办) 这 种 开 球 的 
全 体 记 做 显然 狂放 4， 册 假设 ， 存 在 有 限 个 开 妹 0, 一 
O (oo 于 plzo，m))G- 2 … 贡 覆 盖 4， 记 


5~ min 去 1 eg, wo) 


显然 ,5>0 并且 Ofewo, 5) 与 .不 相交 因此 D(xo, 5) Nn 4= 伟 自 
然 wo 不 是 4 的 极限 点 ， 这 样 , 4 的 极限 点 都 在 4 中 , 即 4 是 闭 集 . 

再 证 4 是 列 紧 集 ”如 果 4 不 是 列 紧 集 ， 必 有 4 中 的 一 列 豆 
不 相同 的 点 {4}， 它 不 富有 收 敏 子 点 列 。 记 {8} 中 点 所 成 的 集 为 
CC 那 末 对 每 一 个 点 %,,，O 一 w[ 注 ] 都 不 可 能 有 极限 点 因为 如 果 
马 一 2 有 极限 点 ， 洪 中 必 有 互 不 相同 的 询 点 {yw} 收 各 ,于 是 fa 
中 含有 收敛 子 列 了 ,这 就 和 对 于 fa 的 假设 冲突 ， 这 样 ,OQ 一 w, 是 
闭 集 ; 它 的 余 集 @ 一 性 一 押 就 是 开 集 ， 显 然 


HG.= L(V (F—0)) 4, 
由 4 的 假设 , 应 有 自然 数 名 使 得 FU.…UG,>4， 但 是 
UG.- {mi U0), 
所 以 omrs 由 Gs， 这样 一 来 ,有限 个 GG，…, G5 又 不 能 覆盖 4 
这 是 饿 在 ， 所 以 4 是 列 紧 集 ， 证 毕 ， 
定义 设 44 是 度量 空 包 及 中 的 点 集 , 如 时 对 任何 覆盖 4 的 开 


集 族 , 必 能 从 族 中 选 出 有 限 个 开 集 覆盖 4, 那 玉 称 4 是 互 的 紧 太 ， 
如果 祥 相映 是 紧 集 ， 那 末 称 4 蚌 紧 度量 空间 ， 


一 c-- 表示 集 口中 诚 届 站 战 oy 


6 和 集 . M+ 


显然 , 有 下 列 定理 ， 

定理 9 设 六 是 度量 空间 , 4 是 总 的 点 集 , 那 末 

(1) 4 是 紧 集 的 充 要 条 件 是 它 为 列 紧 闭 集 ; 

(2) 玉 是 紧 空 间 的 充 要 条 件 是 它 是 列 紧 空间 ( 煞 审 空间 ). 

注意 , 当 节 是 一 般 的 拓扑 空间 时 , 紧 与 列 紧 这 两 个 概念 不 等 价 ， 

8 紧 集 上 的 连续 映射 

我 位 现在 把 闭 区 间 上 连续 函数 的 基本 性 质 拓 广 到 度量 空间 的 
紧 集 上 来 . 

定理 10 设 卫 、 了 是 两 个 度量 空间 ,DD 是 五 的 紧 集 , f 是 加 
-> 了 的 连 读 映射 ， 那 末 也 的 象 有 一 AD) 也 是 紧 集 . 

证 明 设 {y,} 是 吾 中 的 一 列 点 ,相应 地 有 五 中 的 点 列 {0}， 
使 得 旬 = Jo)，n=d 2 …。 因为 五 是 紧 集 ， 所 以 fj 售 有 收 
敏 子 列 fxm}, 并且 wu->eoE 万 ， 由 于 了 在 加 处 连续 , 所 以 Feo) 
一 lim f(aw) 一 li ys。 因此, 召 是 列 紧 集 ， 又 显然 ,jao) 一 %E 
马 , 所 以 五 是 图 集 ， 证 毕 ， 

从 这 里 的 证 明 过 程 表 以 看 到 成 立 着 下 面 的 

系 1 定义 在 护 个 度量 空间 上 的 连续 映射 必然 把 列 紧 集 遇 射 
成 列 紧 集 . 

系 2 度量 空间 中 紧 集 五 上 的 实 连续 函数 了 必然 有 界 ， 侧 且 
上 ,下 确 界 可 过 ， 

证 明 ”由 于 f(DD) 是 实数 二 线 上 的 紧 集 , 所 以 了 (DD} 是 有 界 的 ， 
即 有 常数 下 ,使 得 | 了 2) | 所 下, zE DD， 义 因 为 1(D) 是 闭 集 ,f(D) 
的 上 诡 界 yi 及 下 确 界 g6 也 在 DD) 中 ,于 是 在 DD 中 有 wow 使 得 
六 ao 一 Yo， 了 (8 一 所。 证 毕 . 

系 3 设 委 是 紧 集 ,了 了 是 团 集 , 并且 A 站 FF= 名 那 来 p(.4, 玉 ) 
Eli ， 

证 明 最 然 4 上 函数 p(a, 了 ) (w€ 4) 是 连续 的 , 由 系 2, 存 
在 soE A, 使 得 0<plao, 了 了 ) ~inf p(w, 也)， 证 毕 . 

系 和 4 紧 集 上 的 连续 双 射 必 是 拓扑 映射 ， 
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证 明 设 了 是 紧 傈 六 到 用 上 的 连续 双 射 ,最 然 , 内 要 证 明道 
映射 * ! 匡 连续 的 ， 事实 上 上， 证明 广 + 的 道 映 射 了 拒 了 的 任何 团 
子 集 4 胶 射 成 闭 集 就 好 了 。 因为 五 是 紧 集 ， 所 以 闭 子 集 4 也 是 
紧 集 , 因此 ,了 (4) 也 是 紧 集 , 自然 (4) 是 闭 集 、 所 以 , 是 拓扑 映 
射 ， 证 毕 . 

我 们 可 以 仿照 图 区 间 寺 的 函数 那样 定义 度量 具 间 中 函数 的 均 
与 连续 性 ， 可 以 证 归 ， 度量 空间 的 紧 集 上 的 连续 映射 其 有 均匀 连 
续 昼 ， 也 可 以 象 在 闭 区 间 上 一 样 地 定义 等 度 连 续 函 数 族 , 并 且 把 
Arzela Aseoli 定理 拓 广 到 度量 空间 中 的 紧 集 上 类 。 这 些 证 明 几 
平和 在 闭 区 出 上 的 情况 一 模 一 样 , 我 们 这 里 予以 从 略 ,读者 可 以 把 
它们 一 一 写 出 , 作为 练习 . 

? 无 限 维 赋 范 线性 空间 上 单位 球 的 非 紧 性 

在 研 范 线性 空间 中 , 闭 单位 球 是 有 界 集 , 根据 定理 荆 和 $5 定 
更 12， 立 即 襄 知 | 任何 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 闭 单位 球 必 是 紧 集 ， 
然而 万 限 维 典范 线性 空间 的 闭 单位 球 品 必 不 是 列 紧 集 ， 从 而 站 
决 不 是 紧 集 ， 这 是 有 限 维 空间 和 无限 维 空间 的 根本 差别 , 正 因 为 
这 个 差别 , 无 良 维 空间 中 分 析 课 题 远 比 有 限 维 空间 复杂 .为 了 证 
明 这 一 点 , 先 证 下, Rieg” 的 引 理 . 

引 理 1(F, Riesz) 设 吾 是 赃 范 线性 空间 下 的 闭 线 性 子 空 
间 , 并 且 召 关 五 、 那 来 对 于 任 一 8 0<8<<1， 必 存 在 也 中 的 单位 
问 量 mm，lao| 一 使 得 

plwo, BB)>a. 

证 明 由 于 琅 是 玉 的 真子 集 , 及 一 吾 天 四 任 取 一 点 wE 下 一 
召 ， 又 由 于 名 是 闭 的 ;所 以 plz 加) 一 人 -0( 如 果 pz, 召 ) 一 0, 那 
末 w 所 琅 ~ 忆 ). 因 为 所 >g, 必 有 如 中 的 … 点 w 满足 

[a 


jo-w|< 息 . 


古本 一 正直， 那 求 jaal 一 对 任何 YE 本， 因为 省 二 jz - 
wy 应 议 


S6 紧 党 399 


ls Cot howl ad, 
因此 


I | es» .. 
Ix- -l= 人 =z 8 


ET dir 2 
汪 是 ， P(xo, D> wT zi| >8, 引 理 证 毕 . 


定理 I 如 时 防线 性 空间 区 是 无 限 维 的 ， 那 末 豆 中 必 有 有 不 
列 紧 的 有 界 集 . 

证 明 今 证 下 的 单位 球 {mis| 拟 1} 就 不 是 列 紧 集 ， 在 并 
中 任 取 -个 单位 向 量 wy， 有 es 一， 令 下 1 表示 由 zi 张 成 的 - - 维 
子 空间 , 邓 1 一 {zz=azz, % 是 数 }, 于 是 全! 天 下 ,由 和 5 定理 了 2 知 
道 互 : 是 及 的 闭 子 空间 ， 由 上 述 Riesz 引 理 ,存在 ma 后 互 ，| oa 


-1 使 得 po 夺 D) > 王 。 我 们 用 Xs 表 杀 由 各, os 张 戌 的 二 维 
子 室 闻 , 天 3 是 互 的 闭 子 空间 , 并 且 在 s 玫 瑟 。 于 是 又 可 以 对 全 3 
应 用 Riesz 引 理 ， 这 害 继 续 做 下 去 , 从 互 中 选取 了 一 列 单 信 向 量 
{yy =1, 2, “中, 以 及 一 列 闭 子 空间 + 全 对 ， 如 一 Span{tel， 3 
mx} 而且 

PD pA mm) > 站， =1, 2, 六 二 站 
因而 当 之 BB 轩 ; 由 于 全 这 -1 

| — zl Sp Cr,, ,D> 二 
这 种 点 沸 {wm} 不 可 能 含有 收 伍 的 子 序列 。 认 以 脏 中 单位 球 不 是 
询 紧 集 。 证 毕 . 
习 


1. 设 f(s) 是 复 平 产 忆 上 解析 函数 , 问 ， 使 得 集 和 [fC 一 了 是 上 列 
紧 邢 限 集 的 了 是 否 存在 ?又 问 : 使 得 集 和 [CD 二 DU {| 了 (6) =:3) Uy {e172) 
二 如 攻克 上 列 紧 无 限 集 的 了 是 省 存在 9 

日 ， 设 下 是 复 本 向 Ce 的 子 华 , 证 明 互 是 @ 的 列 紧 集 的 充 委 条 件 已 到 你 济 
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结 和 中 辆 上 投影 所 得 的 集 帮 是 如 上 的 列 紧 集 . 当 拟 是 名 的 紧 子 党 时 , 证明 
投影 所 得 的 集 必 都 是 豆 的 紧 集 ,举例 说 明道 合 题 不 碟 立 ， 并 将 下 这 结 果 推 广 
到 乘积 座 量 空间 的 情况 . 

. 3. 设 矶 ,如 是 赋 准 学 线 柱 空间 区 的 两 个 完全 有 界 集 ， 那 末 对 任何 mE 
芭 , GE 人 巢 g4 一 foz|zE A}、wo+A4={ro+z|TE A A4+B={%+y|re 
地, YE Bl 都 是 完全 有 界 集 . 

4. 证 明 Co 空间 中 集 4 是 列 紧 的 充 要 条 件 是 

(i) 4 是 有 春 集 ; 

tiiy lima, =0 对 总 是 一 至 的 ;其 中 5= (Co 99 ns 中 E44 

5， 证 明 忆 空间 中 集 4 是 列 紧 的 充 要 条 件 是 (让 间 是 有 界 集 ; (说 对 任何 
e>0, 几 存 在 仅 依 赖 于 es 的 W， 使 得 由 各 基站 时 ，| a 一 cj 对 一 切 a= 
《al …， an 蕊 革 成 谋 . 

6， 证 明 训 量 空 间 所 是 蜂 空 间 的 充 交 条件 是 中 任何 一 族 河 集 {F,|X 
E 如 都 具有 下 列 人 性 质 : 如 果 {EAE 4A} 中 任何 有 限 个 集 的 交 不 空 WF 


必 不 是 空 集 . 

7. 证明 丙 个 基 度 量 空 间 的 乘积 意 量 空间 必 是 紧 空 间 . 

8. 设 下 ,了 是 两 个 度量 空间 ,DG 有, 了 是 D> 了 的 映射, 如 果 对 任何 8 
>0, 必 存在 6>0, 当 z, ED, p(x, 2 < 时 ,就 有 pO, 了 Cx) < 称 
了 是 在 六 上 -- 将 迷 鳞 的 上 映射， 证 明 ; 当 五 是 紧 集 时 , 任何 D> 了 的 连续 映射 
必 是 -一 敢 连 续 的 ， 

9。 设 五. 了 是 两 个 度量 空间 , 力 CX., 令 ZF 是-- 切 D> 了 的 连续 映射 人 
体 ， 对 台中 任何 两 个 fC:)、gC), 规定 

pO CY, 9(")) =aup DOF OD, gery)). 
证 明 p 是 如 上 距离 . 

设 4 是 另 的 一 个 点 柴 ( 即 D-> 了 的 一 族 渗 续 映 射 )， 如 果 对 任何 se， 
必 存 在 >0, 当 zz DD, ptr go <<6 时 ;对 一 切 4 中 的 fC.) 者 有 pO (2)， 
了 (wx)) < 上 称 冯 是 等 度 连续 的 连续 上 映射 族 ， 证 贡 , 当 呈 是 苹 的 紧 集 ,了 是 紧 
室 间 时 , 4 是 号 上 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 和 是 等 度 连续 的 

10. 设 五 (rm 奶 是 [4 杂 X Ha, 切 上 二 元 连续 钞 数 ，4 是 工 (Lg 中， 各 
上 有 界 集 , 证 明 ; 集 


fpletn = KC, Wf Day, fe A} 


是 Cg, 小 列 紧 集 . 
1， 设 证,} 是 一 列 度量 空间 了 到 度量 空间 了 的 映射 ， 并 且 是 一 敏 基本 
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的 , 印 对 任何 es 总 必 存在 NN， 当 9 % 宇 村 时 ，pCfn(5), fo) <e 对 -- 切 
扣 下 成 之 ， 证 明 , (如果 对 每 个 加 六 (是 完全 宙 界 集 , 那 末 由] Fat my) 
必 是 完全 有 异 集 ; (2) 如 果 陪 是 完 备 的 , 并 且 对 每 个 为 思 ( 巧 是 列 紧 集 ， 那 末 
4 一 也 m (2)|z& 及 } 是 列 紧 集 . 
123. 六 可 题 { 中 , 和 如果 仅 假设 对 每 个 TE [fs(2)} 是 基本 点 列 , 那 束 


如 果 假 设 同 习题 11, 但 工 不 是 完备 的 , 那 束 习题 1 中间 ( 信 未 必 戌 立 ， 
试 举例 说 明 这 一 点 ， 

13. 设 工 是 让 6chet 空间 马 的 闭 线性 子 空间 ， 王 是 羡 的 有 了 恨 维 子 空 
间 ， 证 明 spanitz to 是 六 的 诸 线 性 子 空间 . 
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1， 压 弧 映 射 原理 

把 一 些 方程 的 求解 问题 化 为 求 映 射 的 不 动 点 ， 以 及 用 逐次 通 
近 法 米 求 不 动 点 , 这 是 代数 方程 .微分 方程 、 积 分 方程 、 泛 函 方程 
以 及 计算 数学 中 的 一 个 很 重要 的 方法 ， 这 个 方法 起 源 很 早 ,-- 
家 可 以 追 湖 到 和 牛顿 求 代数 方程 的 根 时 所 用 的 切线 法 ， 后 来 ， 
Picard 用 逐次 融 近 法 求解 常数 分 方程 。 产后 , 这 个 方法 在 不 向 的 
领域 中 都 有 庶 用 ， 1922 年 ，Banach 把 这 个 方法 的 基本 点 提炼 出 
来 , 用 度量 空间 及 其 中 的 正 缩 映射 的 一 些 概念 , 更 -- 般 地 揪 述 了 这 
个 方法 ,这 就 是 本 节 中 要 着 重 介绍 的 内 容 . 这 种 箱 用 泛 函 分 析 来 
研究 方程 的 解 的 近似 方法 以 及 关于 算 子 不 动 点 存在 性 的 研究 ， 自 
Banaoh 以 后 又 琅 得 了 不 少 重要 的 进展 , 其 至 成 为 非 线 性 泛 函 分 术 
的 一 个 重要 内 容 ， 有 关 不 动 点 的 较 一 般 的 定理 将 在 下 一 节 中 维 
出 . 

定义 设 节 是 一 个 非 空 集 ,4 是 全 上 的 胰 射 , 称 适合 方 种 


w= (1 


的 解 汪 为 映射 4 的 不 动 点 ， 
如 何 来 求 出 映射 的 不 动 点 ? 先 大 如 下 的 一 个 简单 事实 ， 设 五 
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是 配 空 间 中 一 个 企 守 集 ， 最 然 - . 
XOAXOALY De HAY DD, (7 .2) 
其 中 Py =ACAd"™™?E}, n=1, 


从 图 上 可 兄 , 如 果 集 如 并 的 至 径 dCA"X) 一 sup ,p(w, 的 -> 00 


一 co)]， 那 末 集 列 《4 是 } 将 “下 缩 ?于 一 点 EE. 门 ArX， 易 若 局 


是 A4 的 不 动 点 . 如 何 保 证 集 列 44* 蔷 } 的 直径 序列 伺 C4" 卫 半 踊 
贷 于 零 呢 ? 显然 , 最 简单 的 就 是 假设 4 基 压 编 迎 的 腾 节 就 可 以 了 ， 
这 -一 起 想 的 更 一 般 化 使 是 度量 空间 中 甘 纺 上 隐 射 的 未 动 点 定 玛 . 
定义 设 研 是 度量 空间 , 4 是 半 到 它 自 身 的 一 个 有 映射。 如 
保存 在 数 &,，0<a<1, 使 得 对 一 切 二 yE 广 成 立 著 
piAs, A Empto, 的 ， (7 .8) 

那 来 就 称 4 是 下 上 的 一 个 正 缩 映射 (对 于 线性 度量 空间 , 往往 又 
称 之 为 扑 续 算 子 )， | 

一 个 点 集 纵 过 压缩 映射 后 , 它 的 象 中 两 点 间 的 距离 缩短 了 , 至 
多 等 于 原 象 距离 前 xfa<d) 民 . | 

显然 ， 全 缩 跳 而 是 过 续 的 ， 即 对 任 何 收 人 襄 点 广 zz， 必 有 
4Azn>4z0o， 浓 实 上 - 

plAms, Axo) op ms, wo), 

当 9->oo 时 ,由 Pt zo) 一 0 认得 到 piAzs,， Aw0) ->0. 

定理 1 (Banaceh, 1922) 压 编 映射 原理 ”在 完备 的 度量 空间 
中 的 庄 缩 上 映射 ,必然 有 玲 -- 的 灰 动 点 ; 


[7 


9 不 动 点 定 盘 Eh] 

证 明 设 度 量 空间 让 是 完备 的 ，4 是 下 到 它 自 身 中 的 左 第 
映射， 先 证 帅 妃 存 在 小 支点 . 

在 蔷 中 任 到 一 点 2 从 开始 , 作 一 选 代 程序 : 令 

m1—Avo, wa— Av = Alpo, pw， Wa APn = po, 

一], 2, 。， 

这 妊 得 到 互 中 的 一 询 点 {zw}， .如 果 我 们 能 证 明 {zr} 是 基本 点 
列 ， 那 未 它 在 千 符 空间 在 中 存在 唯一 的 摄 限 几 :g 一 2 因为 由 
压缩 驳 射 的 连续 性 ， 又 有 42.>As", 但 是 466 二 wot， 及 因为 
收 襄 点 列 A 的 极限 是 唯一 的 ， 必然 有 A2" 一 敢 ， 这 就 是 说 ，w" 是 
所 的 不 动 点 . 

现在 证 时 {z 是 基本 点 列 . . 由 于 4 是 压缩 映射 ,我们 有 

站 [Po a) — pl Av, Azsi) Eaplgs, Hoi)}, ND), 

(7.4 
反复 应 内 站 式 , 不 玲 由 归纳 法 筛 到 
PC Da) EPP UD Lo, RD). CB: 
于 是 ,对 于 性 意 赴 整 北 p, 由 三 角 汕 等 式 扩 从 . 闭 得 到 
| Pn py Wn) < ps Wn p14) 二 ovisgl1, Op 十 … 
+ pm, En) 
二 上 49 zo) 


~ p(n, 0) < 
i 


由 于 0<a<1, 所 以 {fe 是 下 中 的 基本 5 

我 们 再 证 明 不 动 点 的 唯 -性 ， 设 灾 也 是 妹 的 不 动 点 ，w 一 
4z'， 于 是 必 有 

pa oY ~—p(As, Av’) 所 op 人 er 0)， 

但 是 0<a<1， 要 上 式 成 立 ， 攻 须 p(os w) 一 0， 所 以 一 ew*， 证 

我 们 应 注意 到 ， 空 间 也 的 完备 性 条 件 ， 只 是 为 了 保证 跨 身 
4 的 不 动 点 存在 ; 至 于 不 动 点 的 唯一 性 是 瘟 接 从 映射 前 压缩 性 来 
的 ,并 不 要 假设 空间 是 完备 的 . 


PCD wo), (7 .0) 


人 剃 凹 章 席 王 空间 


不 毫 点 定理 , 非 值 证 明了 不 动 虑 的 存在 性 和 唯一 性 ， 辐 时 仿 
提供 了 求 不 动 点 的 方法 一 一 选民 法 ， 就 是 说 ， 在 完备 的 度量 空间 
中 , 从 任意 选取 的 一 点 “ 初 值 ”wo 出 发 , 逐次 作 点 列 zw 一 Awo) 

1 23, …， 它 必然 收 合 到 方程 4% 一 x 的 解 ， 这 种 方法 也 称 为 逐次 
逼近 法 ， 此 外 ,图 它 还 给 出 第 ”次 选 代 与 精确 解 的 近 做 估计 ， 事 
实 上 , 只 要 在 作 - 人 式 令 gpg->c00, 就 得 到 


0]， CQ. 


这 个 舍 计 在 近似 计算 中 很 有 用 .中 .站 同时 还 告诉 我 们 , 方程 4a 
一 上 的 解 所 可 能 应 落 的 范围 ， 便 如 , 当 % 一 0 ,由 他 .人 得 到 


vo). (7.8) 


此 外 还 应 注意 , 上 述 定理 1 中 , 空间 所 的 完备 性 条 件 不 能 除 
去 、 例 如 考察 的 子 空 间 (0，co) 到 它 自 身 的 映射 


AT—ar. | 
此 处 we 是 小 于 工 的 一 个 正 数 , 它 显 然 是 压缩 胰 射 , 但 是 它 存 (0, co) 
中 没有 不 动 点 ， 
又 条 件 0<ae< 工 不 能 减轻 为 0<a<s1， 事实 上 , 即使 四 为 完 
备 的 度量 空间 , 而 且 对 于 所 有 的 m, yEX, 当 &g 寺 yy 时 成 立 着 


pCAz, A 一 Po y), (7.9) 
映射 4 也 可 能 没有 不 动 点 ， 乌 多 在 吾 的 闭 子 空间 [0，co7 中 
于 wv 二 史 十 TT 3 


容易 验证 映射 4 适合 条 件 信 .的 , 但 4 在 [0，co) 中 没有 不 动 点 

呈 然 如 此 , 定理 工 还 是 允许 作 一 些 适 当 的 拓 广 . 

定理 设 度量 空间 互 是 完备 前 ，y 一 Be 是 互 到 刁 的 喘 
射 , 如 果 存 在 一 个 自然 数 和 使 得 也 是 交 上 的 一 个 压缩 日， 那 
来 映射 号 在 互 中 必 有 唯一 的 不 动 点 . 

在 ”= 工时 ,定理 2 就 是 定理 工 

证 明 令 4=B， 则 4 是 天 上 的 压缩 钢 射 , 由 定理 1, 4 有 
不 动 点 和; 必 一 4z*， 我 们 证 明 才 是 吾 的 不 动 点， 事实 土 , 脆 射 


$9 术 动 点 定理 4 
AB=B"*=BA, 

所 以 4(Ba 一 B(Adwe*) 一 Ba 因此 ,Be 也 是 44 的 不 动 点 , 由 于 正 
缩 有 映射 4 只 有 一 个 不 动 点 ， 所 以 必然 成 立 着 Be" 一 sw*"， 即 2 也 是 
瑟 的 不 动 点 . 

若是 旦 的 尾 一 不 动 点 , 由 于 Bx’~2', 则 

及 "本 

因此 , w' 也 是 4 一 好 的 不 动 点 ， 又 出 于 4 的 不 动 点 共有 一 个 加 
所 以 w=" 就 是 说 吾 的 不 动 点 也 具有 一 个 .证 毕 . 

2， 应 用 | 

现在 将 给 出 压缩 映射 原理 在 一 些 分 析 课 题 中 的 应 用 ， 

注意 ,应用 于 具体 场合 时 , 要 点 是 根据 所 讨论 的 问题 四 先 适 当 
构造 一 个 度量 空间 ,然后 四 验 证 该 空间 是 完备 的 , 最 后 加 要 验证 映 
射 是 理 是 该 空间 到 自身 的 栅 射 ,并 号 省 压 编 的 ， 上述 三 步 完 成 后 ， 
就 可 直接 应 用 定理 1 或 2, 得 到 所 要 的 不 动 点 . 

(T) 应用 压缩 映射 原理 ， 可 以 证 明 下 面 的 常 微分 方程 的 解 的 
存在 定理 . 

定理 3 设 f(w, 办 是 矩形 Do [zs 一 zo 所， [|g 一 go| 所 和 上 
二 元 连续 函数 , 而 且 对 gy 漠 足 Lipsohits 条 件 : 存在 常数 工 >>0, 使 
得 当 tw, 1) ED 位 = 工 2) 于 ， 

If, y) — fo, yo | LE|y ysl, 

” 那 末 一 阶 常 微分 方程 


Wf le, Y) (7.10) 
必 有 适合 初 验 条 件 Yi。 一 % 的 唯一 解 


证 明 显然 ，y(2) 是 适合 初始 条 件 kem 一 wo 的 上 述 微分 方 
程 的 解 的 充 要 条 件 是 9( 中 是 下 述 积 分 方程 


yo yt fe, yO 


的 解 - 
令 到 一 up, lf te, 只 1, 也 表示 矩形 ; |z 一 wl < |y 一 gp| 所 
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A On 是 [ws 一 和 oo-FEl 让 个 得 问 象 (zz，y fo Dn， 开 满 避 
yp 二 go 的 连 练 所 数 全 估 ， 显然 ， Ov 是 Banach 空间 CE 天 
ze 二 上] 药 亲 季 空间 【 因 面 Co 是 完备 子 空间 )， 作 Gp->0Oiwo--h， 
wo 十 如 | 的 归 儒 


4 or 二 | fl, pI, pE OB (7.11) 


我 们 来 证 且 , 当天 二 站 各 请， 二 由 (他.11) 记 涌 定 的 喘 射 4 上 县 
有 下 述 性 质 : 

{DY BpEOpHN, so= ApEO, 

全 当 4 Py pa 和 Cnp 时 了 pA oa <CDTOT， Du}, 和 而 = 上 
<l, 

惠 实 上 ,由 (zo0) 一 go 是 旦 然 的 当 上 -so| < 时 ， 风 (Co) 为 连续 
消 数 ,而 且 i 

上 (Ce 一 多 | 一 人 Fe 9 (0 dt a < 

所 以 (we) EOD, 到 (成立 ， 

pi, Ps EE Op 时 

PlAp, Aps) = mx [7 全 p10)) f(t, gal)) 1 


< max | fpf) -wtt) | 时 
< Lhp(lg, Wa). 
售 a 一 Lh 那 术 @<l1, 则 (全 成 证 ， 
由 定理 工 立 庚 串 知 从 任何 隙 数 goE Op 出 发 , 经 下 斑 先 代 程 
Pi— Apo, Pu= AP1, ti (7 .12) 
必然 是 度量 空间 Os 上 上 收 敏 序列 ， 关 且 凑 报 睛 了 基 半 的 哈 : -的 不 
动 点 , 即 六 式 成 立 ， 
yo) = Ay eo) yt | fl, yl at. 
也 斌 是 说 ， fo- 天 驱 十 巾 上 图 数 yyC6) 是 方程 他 .10) 适合 条 什 


FT ov 


+ 不 动 点 定理 4 
Ve 一 Wn 的 解 ， 保 这 只 是 局 各 和 解 ， 因 为 gy (8) 还 不 是 定义 在 [za 
jo 2 上 可] 上 的 衣 数 ， 为 了 给 显 全 .10) 的 [v6 一 Ao zs 十 jo] 上 的 
镶 ， 我 们 用 (wo 十 hg(wmo 十 且 ) 代 棕 (zxo，go) 进行 上 述 讨论 ， 于 是 可 
拒 [xo 一 ,wo 十 如 上 的 解 y(9) 唯一 地 延 拓 到 [wo 一 zo 十 36] 上 ， 
成 为 他.10) 的 解 , 如 此 手续 只 要 做 有 限 次 , 就 可 闭 得 [go-- ho wo 十 
加 1 上 方程 作 .10) 的 瞧 一 的 解 yCz)， 证 毕 ， 


Bh 
最 然 ， 根 据 定理 4 后 面 的 说 明 ， 萄 知 太 代 过 程 中 第 nm 次 下 代 

Vn (2) 与 精确 解 yt2) 的 误 闫 入 计 是 (注意 ppo 22 于 

pot®) -pute) | < 和 

(CL) 

I- Dh" 

{ID 应 用 压 窜 映射 原 惠 可 坟 证 明 下 面前 税 分 方 租 解 的 在 在 


max | 加 (2 — yw) | A (¥ .18) 


江 g 下 二 四 呈 江 "| 


定理 . . 
定理 旦 设 .为 号 SS 王 的 连 练 函数 ， 天 (8 介 为 止 方形 
ws Gt 上 的 连续 图 数 , 本 有 有 党 数 形体 每 


JK (Cs, Dat Me 0, (ogeeb), 
型 末 , 当 ]| < 匣 时 , 必 有 唯一 的 PEO[, 纪 适 各 方 各 
pO) -FO 二 | Ks, Dp. (7.14) 
证 明 ”在 连续 耳 数 空间 CLw, 杂 卡 定义 睦 射 


K, g(t» (0) 4 | Et, p(t 
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记 a 一 MIX|, 那 末 4<1, 对 于 任意 的 p, 业 EO[a, 杂 , 有 
jg 一 天 中 一 相让 KG, Opat-] KG, Oba 


< Amar | [EG, Ho ~ le 
<|XIM max|g Od ~ OD) =elg -Hl 


应 用 压缩 有 射 原理 ， 便 知 道 积分 方程 (7 .14) 有 唯一 的 连续 解 p( 有 D， 
证 毕 . 
下 而 我们 写 册 利用 定理 革 中 的 逐次 站 近 法 求解 积分 方程 
(7 .4 的 过 程 。 
取 必 一 puts) 三 0, 作 pr 一 到"po(8) ,容易 算出 
Pi 8) = (8), 


ps) f+ EKG, DSW, 
gel =f (0 tA] EK Gs, DF 
+ ECs, OU FC, 1)f (td6 Jat. 
置 Ks, 二 | 久 G, 人 EC, 雹 二 , 则 
oa =f (9) + EG, OF OLN Eas, DF OO). 
一 般 地 有 
的 7 二 下 Ra DO tN Esks, FOO 
rt) Eo, Df 
这 里 的 下,(s, 站 由 下 面 的 递 推 基 系 确定 ， 
Es(s, DE(s, D, Eas, D— | EG, WR Hi. 


这 一 列 函 数 {p,(8)} 都 是 [x, 中 上 的 连续 函数 ， 并 且 在 [e,， 5 
上 一 致 收 伍 于 解 p(s)。 又 对 于 给 定 的 正 数 s, 只 要 取 吨 使 得 
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9p 一 于 后 1) | < 
就 可 以 由 (7 .7?) 得 到 
|gn 一 2 一 max le Cs) ~— p(s) |<s, 
即 积 分 方程 第 n 次 过 近 解 pw 的 误差 小 于 8. 
作为 定理 2 的 一 个 应 用 , 我 们 考察 积分 方程 
9 人 fo) 十 和 | Eo, Vp) oy, C7.185) 
这 里 入 是 常数， 这 种 类 型 的 方程 称 为 伏 尔 特 撞 (Volterra) 型 积 
分 方程 。 某 些 数学 物理 问题 和 茶 些 变 分 问题 均 可 以 归结 为 解 这 种 
积分 方程 的 问题 ， 近来 在 二 阶 梢 贺 弄 偏 微分 方程 的 研究 中 , 伏 尔 
特 拉 积分 方程 也 有 应 用 . 
我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 5 设 .Jo) 是 区 间 [a, 相 上 的 连续 函数 ,KK (w, 切 是 三 角 
形 {(w, |a<w<3， oxy<<w} 上 的 连续 函数 , 而 且 设 |K(%, 9) | 
< 下 , 那 末 对 任 他 常数 入, 方程 
po) 一 十 对 -天 人 yp dy C7.18) 
在 [a, 町 上 有 唯一 的 连续 函数 解 9(2). 
证 明 考察 Ofe, 引 到 Ora, 下 的 映射 
B pO WO) +N Kw, Wop) oy, 
对 于 OTa, 中 任意 两 个 隙 数 pix) ,pal2), 当 ss [a, 村 时 
[Bopi(0) — Bps(®) | = | K (0, 9) (ps Cy) —paCw))ay| 
< 二 名 一 ole: pl. (7.16) 
今 用 归纳 法 证 明 , 当 *E [a, 瑞 时 ， 
[Bg (2) ~ Brga(o) | < Ih" 一 [pi 一 ol 


(7 了 .17) 
当 呈 于 时 已 经 证 好 , 设 (Y.17) 对 于 % 成 阐 , 现在 来 推出 (7 ,II 六 对 
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[Big 二 Ba 
- a WD) (rg: (9) — Brpsly) ay | 
in 


71! 


1 | ”+1i Tr "+t wt ， - 
一 CT - jp — ell, 


于 是 人 .27 得 以 证 明 . 
取 自 然 数 %, 合 得 
w= 3"M"B- a) "nl! <1, 


一 | Gy) ro Np, -wal 


那 来 
|B"p:— Brgs] ~max| Brgi(%) 一 Boato) | ofp — pal, 
条 用 定理 2 就 知道 . 方程 人 .5 在 Ce 四 中 有 唯一 的 解 . 证 华 , 
(CGI 诺 用 让 缮 了 英 射 原理 , 可 以 证 明 脆 也 数 站 在 定理 ; 
定理 6 设 丽 数 了 (%w, 急 在 条 形 区 域 
1 人 二 间 ， — PACYLO 
上 处 处 连续 , 关于 8 处 处 月 俩 导 对 访 ( 纺 ， 而 且 有 常数 只 、 型 , 
三 陡 , 使 得 在 上 述 篆 形 区 域 中 
Om 
却 末 方程 f(z, ‘9) 一 0 在 闭 区 间 [4， 引 上 必 有 唯一 的 连续 解 2 一 
Po, 
证 明 在 完 各 空间 Ofa, 如 中 作 喘 射 


1 
4 一 8 一 再 eg 


这 是 Ofa, 到 自身 的 压 纠 上 映射， 事实 二 ,对 -于 py Ele, 81, 
由 微分 中 信和 定理 ,有 0 一 <T， 使 得 


| (Ap2) (2) — CAP (2) | 
一 je Cr) -到 je pa] a fp, pi) | 


=| pao) pulo) fe pr) Opa(0) -pao))) 


&7 水 动 点 定理 a11 
(paw) mo)) | 
天 [gitw) pa) | (1 名) 
由 于 0< 喜 < 1, Br 0<1 -名 < 令 以 二 二 -- 天 ， 乌有 
: | (CAP) pm) CA ) Cv) | < | palm) — PiCw) | 3 
所 以 Ap -Ap Sal pa gq), 
这 就 说 山 4 是 Cre, 门 中 的 于 缩 瑞 射 ， 由 定理 i， 有 趴 一 的 p€ 
OLg, 28], 使 得 : 
Ap=p, 
因此 fw pL) 0, weve ph, 
CV》 利用 压缩 映射 原理 讨论 解 的 连 继 性 . 
定义 ” 设 革 是 度 最 空间 ,对 每 个 yE 玛 , 大- 一 个 环 上 的 映射 
fy; 如 曙 对 尾 何 go, 都 有 


fyn (FI fy 2), TE TT, C7.18) 
屠 末 称 .f, 在 go 点 连 壬 。 进一步 ,又 假设 对 每 个 yE 于, 方 革 
fy Ww) 一 用 (7.19) 


有 唯一 解 思 , 如 虹 妆 护 二 加 上 时， 有 地 一 娩 ， 那 束 称 方程 他.19) 的 
解 在 Vo 点 连续 . ， ， 

定理 7” 设 素 是 麻 是 空间 , {4o|yE 及 } 是 下 上 一 族 中 项 ,如 
时 存在 常数 ae， 0<a< 一 ,对 一 切 mm wy 马 尺 ,都 有 

p(de， Asw’) apy, 2), (7 .20) 

那 末 , 当 4 在 加点 连续 时 ,映射 如 的 不 动 点 码 必 在 % 点 连续 . 

证 明 ”对 每 个 yE 了 于 , 旺 然 4, 有 唯一 的 不 动 点 起 、 对 和 任何 9 
E 玉 ,以 翅 , 必 为 求 4 的 不 动 点 品 的 初次 近似 , 那 未 , 由 (7 .中 得 
到 


| 次 下 1 将 
pp (Wy, Wp) < Ta pp 《2d， 人 


1 机 ， 对 | 
本 Pd ga - 


一 碟 
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所 以 当 y->yo 时 ,pftzo 2 一 0， 证 毕 . 

显然 ， 定 理 ?7 又 可 应 用 于 具体 场 台 (例如 微分 方程 、 积 分 方 
程 , 诺 数 方程 等 ) 研 究 解 的 连续 性 ， 

号 ， 凸 集 

为 了 介绍 更 一 般 的 不 动 点 定理 ， 先 介绍 线性 空间 上 的 凸 集 概 
念 , 山 集 村 身 也 是 泛 通 分 析 中 常用 的 一 个 重要 概念 . 它 起 源 于 Min- 
kowski 所 考察 的 有 限 维 空间 中 的 一 种 几何 学 .有关 赋 范 或 感 拟 
范 线 性 空间 的 许多 研究 可 以 转化 为 凸 集 的 几何 学 的 研究 .， 泛 函 分 
析 的 -- 个 分 支 局 部 凸 拓扑 线 姓 空间 的 理论 ， 就 是 在 这 个 基础 
上 发 展 起 来 的 ， 凸 集 的 并 点 理论 在 许多 表示 理论 中 有 着 较 大 的 影 
响 ， 晚近 发 展 起 来 的 凸 分 析 与 此 密切 相关 , 而 县 在 不 同 的 领域 中 
找到 了 应 用 .这 里 我 们 只 能 按 本 书 今后 的 需要 作 极 简单 的 介绍 ， 

定 头 设立 是 一 个 线性 空间 ,要是 互 的 一 个 子 集 , 如 果 对 4 
中 尾 咎 两 点 w.y, 联接 它们 的 线段 

{faz{ (my 0<a<ly (7.21) 

都 在 4 中 , 那 末 称 和 4 是 凸 集 . 

例 设 王 是 线性 空间 , PC) 是 互 上 的 一 个 拟 范 数 , 任 取 a 
EE 世 及 正 数 7?， 利 用 p(") 帮 于 中 的 球 S(Ca, 7 一 {zs1xsE pts 
一 0) 号 7}， 那 末 Sw, 7) 是 一 个 山 集 ， 事 实 上 , 当 %, yES(g, 7) 
时 , 由 jC 一 习 丰 7 PG 一 拉 忆 7, 得 到 

Parsi -oy po 8) 1 0) (~ ®)) 
opy— w+ (1 -a py — 0 rr, 


因此 Sta, 是 凸 集 . _ 

例 吕 线性 空间 于 的 每 个 线性 子 宝 间 都 是 同人 案 . 

定义 设 达 是 一 个 线性 空间 , 如 果 {4;| 和 hE 是 一 族 丁 集 , 
(容易 看 出 ) [1 本 , 也 一 定 蚌 上 同 集 . 因此 ， 如 果 吾 基 站 中 的 一 个 子 
集 , 令 {4;| 和 EA 是 于 中 包含 BB 的 凸 集 全 体 ， 那 末 [ 14; 就 是 包 


含 吾 的 最 小 的 凸 集 , 称 为 8 的 凸 包 , 记 为 coY 8B， 
易 知 吾 的 凸 包 是 洁 


$Y 不 动 点 定理 1 


{ ait on | my EB, oy, 0, wi. 22) 
tr 二 1 


定理 8 设 革 是 线性 空间 ,是 互 上 子 信 . 

《1) 如 果 下 是 赋 准 范 线 性 空间 ，4 是 凸 集 ， 那 末 拟 也 是 凸 
集 . 

(2) 如 果 节 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 完全 有 界 集 , 那 末 4 的 止 
包 cov 4 是 完全 有 界 梨 . 

(8) 如 果 于 是 Banach 空间 ，4 是 完全 有 界 集 ， 那 末 cov 44 
是 达 上 的 凸 紧 集 . 

证 明 (DD 设 4 是 圳 集 ， 对 任何 z，gEA4A， 必 有 所 中 点 列 


{za} {yn}, 分别 满 足 
Dn {7 .23) 


因为 4 是 凸 的 ,所 以 对 任何 0<a<sT， cows 十 (1--o)ynE4, 又 最 然 
ow -上 1 一 -oa 十 (1—o}y, 

所 以 ez 入 一 DwyE 4, 从 页 帮 是 凸 集 . 

(2) 设 4 是 完全 有 界 集 , 所 以 对 任何 s>0. 必 存 在 4 的 有 限 
于 网 地 | 了 也 对 、 阳 自然 数 使 得 洁 中 < 部 9- 2 
… 有， 显然 ， 吾 :一 -{yiy= Sew, we G0, 1, |} 是 有 限 
集 . 今 证 Bi 构成 cov 4 的 se- 网 ， 事 实 上 ， 对 任何 zEGaov 4， 由 
(7 .22) 知 道 , 必 存在 4 中 有 限 个 点 mam 以 及 mm 个 非 负数 ol、 


、om, 疡 一 1 使 得 "一 妆 wer， 但 对 每 个 mw 存在 gr 使 得 


ba — gl < 可 . (7 .24) 


令 gy 一同 onli 合并 多 j} 的 系数 ,一 匠 an 显然 >0, 总 a 一 1 
对 每 个 mw， 取 适 当 指 me。 使 |re 一 ai << 寺 ， 从 而 


天 o 


< 局 se yl+ bc 0 
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a (7 ,25, 

所 以 cov 4 是 完全 有 界 的 ， 

(3) 上 由 于 4 是 完全 有 界 集 ， 由 (28), coY A 是 完全 有 界 华 .再 
出 ( 人 DD，eov A 是 十 半 沈 全 有 界 集 ,， 但 及 是 Banaonh 空间 ， 折 加 
cor 4 是 凸 紧 集 ， 证 毕 . 

及 ， 凸 上 集 与 凸 泛 邯 

定义 设 下 是 线性 空间 ,x(") 是 下 上 的 区 数 ( 介 闻 对 取 充 限 大 
值 ), 如 | 梁 油 足 

(《 非 负 虱 ) (0) 宕 0, nsE 了 ,并 有 目 2(0) = 人 0 

【次 可 斯 性) 大人 十 拉 乓 下) 二 p(y 是 

(iii) ee Pe) op), 名所 及 ，o 滨 0[ 注 1 
于 末 称 PD 是 下 1. 外 汽 运 . 

王 然 , 乞 上 宙 并 合十 避 所 上 的 凸 证 函 . 

定义 ” 设 了 是 定义 在 赚 量 空间 芝 的 点 集 4 上 的 允 车 取 一 oo 
值 (或 允许 取 十 co 值 ) 的 实 画 数 ,mcE4d. 如果 

lm sup ， ao 


Ta ET 


(或 lm int Ff(2) f(t0)), 


TH 二 ry 
那 未 称 如 基 了 的 上 站 连 续 志 (或 下 平 连续 点 )。 如 黑 万 中 矢 个 点 
都 是 子 欧 上 半 连 续 点 (或 下 半 连 毯 点 ), 那 末 称 了 是 4 上 上 的 上 站 连 
续 注 数 ( 或 下 幸 连 续 函 数 ). 
引 理 1 设 了 是 定 六 在 度量 空间 下 的 点 集 4 上 的 有 好 实 晤 
数 , 下列 命题 等 价 . 
(DD 了 是 A4 上 的 下 : 于 爱 续 孜 数 ， 
(2) 对 任何 gER, 集 4(f<q) 是 相对 4 的 辣 集 . 
(3) 对 任何 ER, 集 40f> 四 是 相对 4 的 开 集 . 
[ 注 1] 涯 5=0 时 ,如 起 plar) 一 op 他) 呈现 0 mo 规定 0 "00 一 0。 这样，tii 让 也 


音 们 四 的 条 件 归 (及 一 0 
[证 3 显然， 对 任何 *， sup 7 了 Ciro}, nf FT EF {mn 


Eta FEMInd 


(7.26) 实际 上 是 等 式 、 


(7 .96) 


时?7 不 动 点 定理 415 
(由 对 任何 mr->ao， lim fC,) (vo). 
(5) 一 了 是 4 上 的 上 半 连 续 画 数 . 
证 明 “人 (站 全 全 设 mE4Fso) 站 4 因而 对 wo 的 任何 环境 
Ofzo tyr>0), 必 会 有 447Sg 中 的 点 ， 从 而 inf fm) em, 


:Nn 
由 他 .26) 立 即 知道 了 (oo <ae, 从 而 so E4(Cf<@), 即 4Cf <q) 是 相 
对 于 4 的 闭 集 . 
(2) 二 (9) 显然 ， 
(3) 坊 (D ( 反 证 法 ) 如 好 有 zo CA， {zs} 忆 4, mr>ao, 使 得 
lim f Cw») 三 f (wo)， 从 而 存在 有 限 数 &< 了 (wo), 使 得 


lm je) < (7 .2877 


由 (3) 集 4 之 四 是 相对 于 4 的 并 入 ,但 zoE4(F 这 ,因而 在 
在 下 中 的 环境 Ozo, 7)， 使 得 Ozo, 让 人 4c ACf>)、 骨 于 
cao, 风 而 存在 , 当 m>N 时 , mEO(oo T) 站 4(CA(J>a))， 
显然 , 这 与 人 .277 相 矛 盾 

(=>(1) 今 证 任何 4 中 点 ow 必 是 了 的 下 半 舌 续 点 ; 各 r- 
工人 一定 2，…), 对 任何 s>0， 史 知 部 丰 .Ole 4 使 


得 


fo)-s< inf FO, 07.28) 
EO {gp :In 
注意 , 对 任何 x <i7, 总 有 
Foe inf ， fe), 


inf 
全 Tor) A UE 


因此 . 
Hm inf Fo 一 im .inf. fl) 


| 一 疗 严 袜 了 站 放 pi 门 几 Mm PC Oo nA 


一 1im inf Fw) >lim/ Ge) 一 上 


Ho pencros na 

ja — 8, 
再 令 8->0; 立即 知道 于 在 嫩 版 让 学 连 绪 ， 
( 相 程 (D 的 等 价 性 是 显然 的 。 证 毕 . 


10 菇 四 章 度量 空间 


系 设 广 是 定义 在 度量 空间 于 的 点 集 4 上 的 有 限 实 函 数 ， 
那 末 了 是 连续 的 充 要 条 作 是 了 既是 上 半 连 续 函 数 ， 又 是 下 六 连续 
函数 . 

证 明 ”利用 连 继 函 数 的 充 要 条 件 是 开 集 的 原 象 必 有 是 开 集 ， 从 
引 理 工 让 的 他) .人 3) 易 知 系 中 的 必要 性 是 显然 的 ， 反 之 ,如 暴 了 既 
是 世上 的 上 半 连 续 资 数 , 又 是 下 半 连 壬 函数 , 那 林 对 任何 4<5,A(a 
之 <) 必 是 相对 于 4 的 开 集 , 再 由 直线 上 开 集 的 构造 定理 ， 易 知 
对 直 钱 上 任何 开 集 G, 4(7EG) 必 是 相对 于 4 的 开 集 , 从 而 了 是 
万 上 连续 函数 . 证 毕 . 

定义 设 44 是 线性 空间 证 上 的 子 集 ， 如 果 对 每 个 EE 下 , 必 
存在 正 数 &%, 使 得 azE A4, 那 末 称 4 是 六 的 吸收 集 ， 如 果 4 满足 
如 下 性 质 , 当 s“E44 时 , 对 任何 «EA 和信，|a| 一 4, 都 有 omE4, 屠 末 
称 4 是 均衡 集 ( 当 六 是 实 空间 时 , 称 4 是 对 称 集 )[ 注 ]. 

显然 ， 如果 和 4 是 吸收 集 ， 必 然 QE 4 又 线性 空间 训 中 的 任 
何 线 性 了 空间 未 必 是 吸收 集 , 但 总 是 均衡 集 . 

例如 好 上 单位 赔 启 是 均衡 集 ， 但 不 是 吸收 集 .。 赋 准 范 线性 
空间 中 任何 包含 了 0 点 的 某 个 环境 的 集 4 必 是 吸收 集 ， 当 乓 ， 冯 
未 必 是 均衡 集 . 

引 理 和 设 于 是 Fréohet 空间 , 凡是 元 上 均衡 凸 闭 吸 收集 ， 
那 末 必 存在 开 球 D(0， 使 得 000, @) 4. 

证 明 ”对 任何 数 %E 从 , 记 a4={as|w€4}. 因为 44 是 琢 收 
和 集 ,; 所 以 0E€4, 又 因为 4 是 凸 集 ,， 所 以 当 zE€E4 时 , 一 切 ax&E A 
ml), 由 此 可 知 互 一 Wnd. 由 于 4 是 闭 的 ,根据 8 和 定理 16 
的 系 , n4 (n 一 1, 2, ，…-) 必 都 是 仇 集 。 根据 完备 度量 空间 的 第 二 纲 
人 竹 , 必 有 某 个 %4 在 某 个 开 球 Ofzo, 9 中 稠密 , 因为 xd 是 闭 的 , 所 
以 ?4 让 (oo， 人 (人 oo， 人 门 一 种 | 一 oo < 二， 由 于 也是 对 称 
集 , 所 以 ?4 二 8 一 0 7)， 注意 , 由 于 4 是 凸 的 , 扬 知 n4(nx 一 1， 


6 注 】 本 节 中 的 均衡 沫 与 一 般 其 它 书 中 的 均衡 此 路 有 不 同 (台电 假设 |al 1， 
pgEA), 


8 未 动 点 定理 看 
中 …) 都 是 凸 的 , 因而 对 任何 YEOD0O， 7)， 


y 一 豆 Czoty) 十 于 一 和 十 扩 亿 mn， 


从 而 n4 二 O00, ry)， 即 4 二 040， ry， 但 二 0(0,") 是 包含 0 点 


的 开 集 , 从 而 存在 ec, 使 得 4 二 0(0, 鸣 ， 证 毕 . 

下 面 给 出 凸 集 , 凸 泛 函 之 亲 的 联系 . 

定理 8 在 线性 空间 世上, 下 列 命题 成 立 . 

(1) 4 是 斑 的 相信 , 并 且 对 任何 zo0E4, 集 {oja>0,awoE AY 
是 直线 上 包含 0 点 的 闭 集 前 充 要 条 件 是 存在 蕊 上 唯 -- 的 凸 泛 函 
Pp, 使 得 4 一 五 (p<1)， 而 且 , 4 包含 射线 {owojus 0 的 充 要 条 件 
是 p(woy —0, 

(2) 4 是 于 的 矶 吸收 集 ， 并 且 对 任何 E44, 集 {ula>0, 
aoE 43 是 直线 上 了 闭 集 的 充 要 条 件 是 存在 下 上 叭 -的 有 限 上 是 泛 
汪 史 使 得 4 一 五 (p< ， 

(9) 设 互 是 赋 准 范 线性 空间 ,4 是 忠 的 凸 、 闭 吸收 集 的 充 要 
条 性 是 存在 不 上 唯一 的 有 限 的 下 尘 连 续 西 泛 男 使 得 4 一 世人 
<1). 

(由 设 瑟 是 赋 准 范 线性 空间 ，4 是 的 均衡 是 亲 吸 收集 的 
充 要 条 件 是 存在 对 上 唯一 的 关于 淮 范 数 下 半 连 续 的 拟 范 数 p, 使 
得 有 右 二 了 (6 所 二 ). 

(5) 设 下 是 赋 准 范 线性 空间 ，A4 是 也 的 不 包含 任何 线性 子 
空间 的 均衡 几 闭 吸收 集 芍 充 要 条 件 是 存在 了 上 唯一 的 关于 淮 范 
数 下 半 连 续 的 范 数 p, 使 得 4= 耳 (@ 拟 1D). 

(6) 设 有 是 Banaoh 空间 ,， 范 数 是 [|，、4 是 五 的 有 界 均衡 
西 闭 吸收 集 的 充 要 条件 是 存在 卫 上 的 唯一 的 范 数 1 上 使 得 4 一 
{ze| jz 县 匡 ,并 且 此 时 ( 互 ,1 及 与 (下 ,二 扩 拓扑 同 攀 ， 

证 明 本 定理 的 核心 在 于 证 明 (1)， 

(J) 充分 性 设 p 是 忆 上 的 西汉 函 , 令 

A= 于 (Cp 志 1), 


二 二 第 站 音 府 晤 空间 
对 任 向 和 GE 本 以 及 Does 因为 2 是 凸 泛 曾 , 所 以 
pas (~ pes) +p (1 oY) 
一 af) (lop neil, .29) 
所 书 4 是 出 集 . 及 因为 p.0.-…0, 庚 以 0E4. 对 企 语 wo.4, 册 上 4 
的 凸 性 和 0€ 4 所 以 7 和 44(0 和 7 二 站 ,因此 ，{fa|az0， ovo EA4} 
是 包含 0 点 的 线段 ,图 定 各 E 和 从 2feat 一 ap 以 及 P(two) 拟 1， 
易 知 zlowo) 是 [0,00) 上 vw 的 连 统 函数 ,从 Wi {a [ee0, Bfaaoy 4} 
是 直线 上 逆 集 ， 网 虹 fewxz0，eaoE 4 还 是 直线 上 阿 线 段 . 
必要 性 ”利用 给 定 的 集 4, 作 过 上 的 函数 : 
pm) ~inf {1%>0, 多 EA]. (7 .80) 
注意 , 如 时 对 某 个 2 万 下 ,不 存在 和 >0,， 使 得 元 E 4, 那 末 规 定 Pz) 


一 屋 然 ,是 关 二 非 久 前 数 ， 光 为 0E4, 所 以 p(0) 一 0 对 
任何 @>0, 以 及 vw 及 ， 


p(s) ~inf {IX>0, 名 EA4| 
=inf 电 [2 了 EA b 
' - ee 


~inf {or >0, 三 E4 aptly, 
这 样 , ?满足 了 凸 泛 冰 的 条 件 全 ，Gi). 
为 证 ?是 凸 泛 责 , 仪 尖 它 满足 条 件 (0 ， 即 次 可 加 性 ， 对 任何 
zy 人 一 ， 刘 果 2(2)、2( 扫 中 在 一 个 是 无 限 去 ， 易 知 少 人 2 十 妇 穴 
2 人) 十 中 扩 马 成 立 ， 扬 以 不妨 设 中) 、 路 力 光 为 月 限 的 这 时 ， 
对 尾 何 e> 小 由 他 .30)， 0E4 以 及 十 的 凸 性 , 号 知 


-一 一 一 Ed -一 一 一 人 也 
2 十 地 (十 可 


DA 
记 wa 一 mm To I ,再 击 要 的 同人 性， 易 知 


87 不 动 点 定理 权 刘 
D+ of 


Py J 和 tC - 人 4， 
PO) HP) Te plo Di ”p(y 十 广 


因素 2 pe SP(o 坏 2 纹 十 6 再 令 e->0， 又 得 到 ?Et 去 
2 A 
再 证 4 一 二 (拉动 ， 显 然 ， 对 任何 ao 生 村 pr0) 志 1， 计 以 ， 


4C 瑟 (pH) :反之 ,对 任何 名 E 习 (osTt) ,由 条 .30) 翅 和 人 
I 


E 4A(n=1，2，…). 青 根据 {ete>0, ago€ 4} 是 闭 集 的 修 设 得 下 
we 一 EA4,WmADXyED. 因此 , A 一 (p<D， 


nm 
最 所 证 明 适 合 4 一 x (pl) 的 五 的 唯一 性 可 安江 , 如果 再 有 
上 咱 泛 二 吻合 得 4= 王 人 所 ， 利 用 下 泛 衣 的 正章 件 ， 立 即 印 道 
对 仁 何 & 册 


下 fp 号 四 -siSE4} -x (把 四 (7.81) 

由 (7.3D 易 知 p=P', 事实 上 ,如果 有 woE 了 尺 , 人 得 p(w0) 汪 p C08)， 
不 奶 设 有 ,使 得 Ploo) > ro， 最 锥 这 弄 弛 -世相 乞 盾 . 

显然 ， 由 《7.30) 易 知 4 包含 射线 {ozo|o>07 的 充 要 条 件 是 
bo) —0. . 
2 由 于 0D, 易 知 只 要 证 明 古 的 吸收 性 和 名 的 有 限 性 等 千 价 
部 可 ， 如果 4 是 吸 交 的, 那 末 对 任何 wE 广 , 必 有 a 之 0, 使 得 awEE 
马 , 由 .80) 知 证 多 (9)00, 从 而 加 是 芒 上 有 有 限 男 数 ， 反 之 ,如 时 
妈 是 有 限 止 泛 衣 ， 显然 集 广 伪 所 习 必 吸 收 欧 . 

(3) 治 交 是 - 下 半 连 续 时 ， 由 引 浊 1， 集 文 (p< 办 是 阿 集 、 反 
之 , 如 于 给 定 的 集 旭 是 止 囚 吸 收集 , 由 明 收 人 性 机 知 4EA, 持 由 岂 
本 性 可知 ,对 任何 wp 有 4， 集 {eer0, amv E44} 是 直线 上 闭 线 臣 ， 
南岗 和 性 妆 基 在. 汉 ) 记 帮 的 有 限 亚 泛 卫 记 对 应 的 集训 (PH) 二 4 
是 闭 的 . 注意 在 赋 准 范 线性 空间 中 , 对 任何 5E 入 以 及 闭 集 4 集 
dA 一 fag]w 忆 4} 必 十 闭 柴 ， 从 而 对 任何 4>0， 集 王 加 所 四 一 K4 


4 站 第 下达 度量 空间 
是 闭 华 . 而 当 a=0 时 , 令 6 一 下 (% 二 从, 因为 Focd, 而 4 是 财 
的 ,所 以 oC4. 对 任何 zxEDko, 必 有 {mw}CCLo, 并 且 ww， 对 任 
何 0>>0, 由 于 srE Zo, 即 p(ww) 一 0, 从 而 Plown) 一 op (zw) 一 0, om 
ELoca 但 是 az 一 oo 4 是 闭 的 ,所 以 Ed 从 而 区 (一 由 
即 Lo 是 闭 集 这样， 对 一 切 wE 民 , 荆 (p 所 9) 是 闭 集 。 由 引 众 二 
锯 是 下 半 连 续 的 ， 

(4) 由 (3) 可知， 仅 需 证 明 44 的 均衡 性 等 价 于 丈 的 一 次 绝对 
齐 人 性 ， 当 具有 绝对 齐 性 时 ， 显然 ， 对 任何 EE 下 (P 拟 1), 以 及 a 
人 肉 ，|a| 一 1, 有 

Par) = |a|pE) El, (7 .82) 
所 以 aw€ tp 了 DD, 即 访 (Pp 扎 1) 必 是 均衡 的 ， 反 之, 如 果 给 定 的 
目 闭 吸收 集 4 还 具有 均衡 性 , 那 末 对 任何 wsET 以 及 aE 不 ,|ea| 
一 1 由 7.80) 所 作 的 古 泛 廿 加 必 席 足 


paw) =inf {Ala>0, 宪 E4} 
—inf {|»>0, 将 <E4| -2(o)， 
理由 的 正 香 性, 身 知 郊 具 有 -- 次 绝对 齐 人 性. 、 

(6) 显然 ,由 (人 (DD 订 知 生 水 包 会 非 零 线性 空间 的 充 要 条 件 
荐 了 po) 一 0 一 人 0}, 即 充 要 条 忻 是 9 为 范 数 . 

6) 记 ( 嫩 中 于 为 |*:1 上 | 是 范 数 . 因为 4 是 有 界 集 ,所 以 
存在 并 >>0, 使 得 任何 xE4= ‘wlll, je 所 下 . 因此, 对 任 
司 yE 于， 

yl <M yl (7 .88) 
另 一 方面 ， 因为 4 是 均衡 瑟 闭 豚 收集 ,根据 引 理 2 存在 a>0, 使 
得 0000， BC 对 任何 严 人 0 由 于 a i E00, 6) ,所 以 


Jyl’ < 过 |yl. 


从 上 式 和 中 .33) 易 知 于 上 的 恒 等 映 射 是 (于 ,上 } 到 (之 , 1: 风 
的 拓扑 映射 。 证 毕 ， 


条 9 亦 动 点 定理 . 4 

细心 考察 定理 8 的 (1) 的 必要 性 证 明 ,不 难得 到 下 列 系 . 

系 1 设 互 有 是 线性 空间 ，4 是 包 人 育 吕 点 的 凸 集 , 那 来 必 存 在 
唯一 点 泛 阔 pb, 使 得 

PLTCACX pS), (7 .34) 

证 明 从 定理 8 的 人 的 必要 性 证 明 中 , 易 知 由 (7.30) 所 作 的 
Pptw) 就 满足 从 .34), 所 以 上 只 要 证 明 唯 一 人 性， 类似 于 定理 3 的 {人 D 的 
唯一 性 证 明 , 显然 ,只 要 证 明 , 如 果 又 有 凸 活 函 ,使 得 了 Cp 天 1) 
宇 4 开 三 (人 所 芒 , 那 来 必 有 互 (<T 一 并 (< 切 就 可 以 了 . 

事实 上 , 任 取 wwEXp' 志 4)， 如果 (ws) <<<1, 那 未 x64, 从 而 
pw) IT， 即 w 世 (p11); 如 果 p'(w) 一 4， 那 末 对 任何 0<w<1l, 
on) 一 0p (5) 一 a 之 1 所 以 ap(w) =p(aw) 所 二 再 令 o>1, 立即 得 
到 P22 所 1 即 wpS1)， 这 样 , 守 (B' 所 了)C(pS1)， 对 调 
2 和 六 的 地 位 ,就 得 到 定 (p 所 1) 一世 (pgp 志 1)， 从 而 pgp 一， 证 毕 ， 

今后 ， 称 满足 他 .384 的 呈 为 由 凸 集 和 革 决 定 前 三 泛 孙 (或 Min 
kowski 汽 池 }， 同 样 , 对 给 定 的 凸 证 图 邦 称 集 4 一 工人 < 了 为 由 
和 决定 的 了 凸 集 ， 

系 2 设 政 是 赋 准 范 线 性 空间 . 

(3) 如 果 冯 是 天 中 包含 如 点 的 凸 集 , 是 由 .4 决定 的 泛 函 ， 
那 米 如 连续 的 充 要 条 件 是 4 包含 口 点 的 某 邻 域 . 

(9 玉 上 存在 非 零 连 续 是 泛 函 的 充 要 体 基 下 中 存在 包含 人 
点 的 某 邻 域 , 但 不 是 全 空间 的 凸 集 ， 

证 明 (1) 充分 性 ” 当 p 连 续 时 ， 于 (p< 是 包 会 口 点 的 王 
开 集 , 自然 , 由 4 二 了 (p<1) 立 即 得 到 和 4 合 有 0 点 菜 邻 域 . 

必要 性 ”4 既 合 有 人 点 某 邻 域 ,例如 O09, 7) (7>> 站 , 生 就 是 
豚 收集 。 这 时 多 基 腿 的 凸 汉 阔 .对 任何 给 定 的 1>s>0, 自 j 
的 正章 性 ,对 任何 zE e000, r)= {ew|zsE000, 7)}, 

PE) pm) ~ BD(W) 8, 

由 于 2Q.0, 7) 是 于 中 开 集 ， 所 以 存在 5>0, 使 得 000, 人 ) 忆 
2Q00, 中， 具 面 对 任何 xEQf0, 本, gC) 号 s， 理 利用 wp 的 次 可 加 
性 , 立即 得 到 对 任 鸽 x 于, 2:EO(C0, 8) (从 而 一 zEO0, 人 )), 有 
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PTL) EP + , 
po) 二 (zy Tp(—D), 

即 fw 色 十 避 一 pw) | se， 这 就 十 说 , 是 连续 的 ， 

{2) 必 昌 性 当 非 霍 目 泛 画 2 连续 时 , 显然 ; 广 (p<< 了 基 租 食 
0 点 候 不 疙 金宝 间 的 凸 开 集 ， 

充分 性 ”如果 4 基 和 包含 吕 点 某 邻 域 的 中 开 焦 . 那 末 由 和)， 上 
刀 所 决定 的 凸 证 酚 了 是 连续 的 。 由 系 I 性 .84) 成 立 ， 由 委 .34) 
可 知 , 当 4 不 基 全 空间 和 尘 ， 名 必 是 非 零 由 泛 画 ,证 半 . 

注意 ,不 是 每 个 赋 准 范 线性 空间 都 有 非 罕 连 续 同 这 省 的 . 

讽 在 Fréchei 空间 5C[0, 1], mm) 上 上 不 存在 非 零 的 连续 雌 泛 
熙 ， 事 实 上 ， 根 据 上 述 系 ， 我 们 只 要 证 明 呈 C[0, 司 ， 了 上 任何 包 
合 O(0，s) Ce 的 西 保 必 是 全 空 辣 谍 可 吉 了 ， 用 工 表 示 


{0, 1] 上 长 度 为 二 元 的 区 间 , 显然 ,对 任何 gf 区 ES(E0, 条 ,m2), 总 
站 


| 


| 一 jz 人 | i .5) 
工 可 四 中 


特别 , 取 菜 个 由 使 工 <<s， 并 将 [o, 1w 等 分 令 五 -( 宇 | 
(他 一 个, 工 2 一 人 ,六 上 二 
za = rw) x), 


其 中 各 是 区 闻 . 荆 的 特征 郑 数 ， 由 个 .36), 易 知 nz( 约 x,( 拉 万 
Ot0, 和， 又 因为 三 是 凸 集 ,所 凡 2 有 EL 即 瑟 一 CD 1}, 0). 

所 了 rouwrez 不 动 点 定理 . 

这 是 拓扑 学 中 一 个 盐 本 定型 ， 企 奉 限 维 空间 理论 中 它 圳 有 重 
要 前 埋 位 .在 它 指 共 釉 上 可 以 兰 到 更 一 般 的 不 劲 点 定理 ， 

定义 设 工 是 怠 范 线性 空间 , 2o、…、 写 是 芋 中 吧 二 个 向 
晤 .和 如果 {i 一 知人 一 二 3,…', 中 是 互 上 的 线性 无 美的 向 量 , 称 
集 1 目的 廿 于 包 Stwo, 2 0 为 芷 维 音 纯 形 , 简称 为 单纯 形 . 
和 称 zo. pa. v4 为 单纯 形 (gg, 2 90) 移 顶 点 . 兰 果 在 
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如 .2 中 去 掉 荣 瑟 个 向 量 mm、 wi; 那 米 余下 的 向 量 构 成 
(一 到 维 单纯 形 ,， 称 它 为 启 (oo 6， 中 反 位 于 顶点 Bi 
Wi 的 (4 一 总 稚 境 园 . 

例如 , 形 上 由 wo,w1, wa 所 构成 的 单线 形 就 是 下 图 中 未 有 般 线 
的 三 角形 .有 反 位 于 顶点 和 的 境界 便 是 联接 ;wo 的 线段 ， 及 位 于 
zo.wi 的 境界 便 是 单 点 ws( 它 是 去 维 弟 纯 形 ). 


注 章 ,由 他.393) 忆 及 { 一 和 1 一 二 2 外 是 线性 无 关 的 ， 
易 知 对 任何 %E BCaw, ，…， %n)， 必 存 在 叭 -的 2 十 工 个 非 贫 实数 mw 


cd、 “Cn, 色色 一 二 使 得 


2 一 全 | ie 他 .36) 


今后 , 称 (co， ….m) 是 点 相应 于 {ww} 的 坐标 显然, 反 位 于 wm， 
二 风 玉 办 中 训 交 村 wo 一 0 称号 中 全 拓 清 四 
加 一 人 一 wo 的 点 迪 是 及 ao …， ww) 的 重心 ， 
下 面 用 归纳 法 引入 单纯 形 的 子 单纯 涝 统 念 
定义 ”对 于 一 维 单 纯 形 8(zo, wx), 称 Bzo, 去 (vo tw) 有 
(ce 二 Co-reD ) 是 入 的 1 级 于 单纯 彩 。， 如果 对 一 1 维 单 统 形 
已 经 定义 了 二 级 子 单纯 形 , 那 末 + 维 单纯 形 访 (qo, 1， …, ww 的 + 
级 子 单纯 形 定义 如 下 : 取 滞 的 基 个 % 一 1 维 境 中 ,如果 它 的 1 级 十 
单纯 形 为 瑟 、…、8m, 那 束 在 Seb 一 1 2，…, 加 ) 上 期 入 局 的 再 必 
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2"， 得 到 避 个 # 维 音 纯 形 ， 如 上 对 每 个 一 1 维 境 界 所 得 到 的 一 -要 
% 维 单纯 形 ( 计 mx 十 1 个) 都 称 为 SGeo，…+，ww) 的 1 级 子 单 纯 
形 . 总 (go 2 和) 的 每 个 下 一 工 级 子 单 纯 形 的 工 级 子 单 纯 形 称 
为 号 (oo mi 2) 的 到 级 子音 钝 形 ， 


EA | Ys 


例如 Stzo zu za) 的 1 级 千 单 纯 形 有 6 个 ，S Ceo, gy 他 )， 
SN (wo, w", yf1), Sy 此 45 oO"), SB (wp1, 2 ,下 S (afu, 2 ， Be) 


(er oa 的 ) 等， 其 中 妨 一 名 本 生 ，a 一 色 全 一 区 二 全 过 一 
人 9 和 各 ,而 (wo, wy, ov) 的 2 级 于 单纯 形 将 是 全 一 86 个. 


显然 , 当 开 一 本 时 ， Ceo…， 2%) 的 任何 一 级 子 单 纯 形 锌 此 
之 间 最 多 只 有 公共 境界 , 设 有 公共 内 点 ,并 且 泪 车子 单纯 形 的 级 数 
天 和 址 向 无 耻 大 ， 相 应 于 天 级 子 单纯 形 的 直径 必 趋 于 零 . 因为 任何 
% 维 赋 范 线性 空间 必 是 彼 比 拓扑 同 梅 的 ( 见 85 定 理 翅 的 系 ), 因 
而 对 和 任何 % 维 赋 范 线性 空间 互 ，&(zo，… wn) 的 任何 同一 级 单纯 
形 彼此 间 景 多 只 有 公共 境界 , 没有 公共 内 点 ;并 且 随 着 级 数 上 趋向 
无 限 大 , 子 单 纯 形 的 直径 必 趋 于 零 . 

设 S=S(lwo, "…， zo) 是 ww 维 单 纠 形 。 人 5、…、 sm 是 总 的 某 一 
级 的 子 单 纯 形 全 体 ， > 是 定义 在 5S、…、 Sw 的 所 有 顶点 的 集 各 上 
面 取 值 于 但 , 1，2, ，…，%} 中 的 歼 数 .plSy) 表示 所 有 总 的 顶点 
的 值 的 全 体 ， 如果 

2 人 一 TO 二 3, …, %}, (7.87) 

那 东 称 5S; 是 (关于 功 正 党 的 . 
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显然 , 如 果 v(z) (2E2) 没 有 适当 的 限制 ,对 于 vv 的 ,可 以 没有 
正常 的 子 单纯 形 ， 例 如 , 对 一 切 zE8, v0) 一 0, 这 种 zw 人 就 没有 
正常 的 子 单纯 形 ， 但 是 有 下 询 命 题 : 

引 理 3 ”如果 v2) (zE2) 满 足下 列 条 件 ， 当 z 是 蒂 在 恒 的 某 
个 五 维 境界 S(t … mw) 时 , v() 必 是 名、… 如 中 的 一 个 数 , 那 
未 , 任何 一 级 的 子 单纯 形 全 体 S1、…、Sw 中 必 有 一 个 是 正常 的 . 

证 明 ( 用 归纳 法 ) 我 们 只 要 证 明正 常 子音 纯 形 的 个 数 是 奇数 
就 可 以 了 ， 对 于 零 维 单纯 形 ，S 退化 为 一 个 点 so， 引 理 3 显然 成 
立 ， 假 设 对 维 数 为 % 一 + 的 单纯 形 , 引 理 已 成 立 , 今 证 维 数 是 % 时 
引 理 也 成 立 . 

事实 上 ， 考 察 子 单纯 形 5 的 % 一 1 维 境界 成， 如 果 甩 满足 
wv (SD) 二 {0, 1 2,，-…, nn 一 二, 称 克 是 值得 注意 的 境界 显然， 如 
果 局 是 正常 的 , 那 米 5 的 信 得 注意 的 境界 的 个 数 PP. 是 1: 反之 ， 
P 一 0 或 3， 这样, 和 了 局 Pi 与 S51、…、 So 中 正常 子 单纯 形 全 
体 的 个 数 的 奇偶 性 是 一 致 的 ， 据 此 , 将 Si、….Sm 中 所 有 值得 注意 
的 境界 分 为 两 组 : (T) 是 不 含 在 8 的 革 m-- 维 境界 中 的 , 这 -一 组 被 
注意 的 境界 全 体 的 个 数 记 为 P'， 由 于 这 种 雯 界 必 是 总 .… Sm 中 
某 两 个 的 公共 境界 ， 所 以 在 和 卫 中 应 算 两 次 ， 《IT) 是 含 在 如 的 
某 % 一 1 维 境界 中 的 ,因为 这 种 境界 仅 能 作为 51、…. Sn 中 的 一 个 
% 一 工 维 境界 , 所 以 它 的 全 体 的 个 数 P" 一 了 一 2P'， 由 此 可 知 ,了 本 
PP" 的 奇偶 性 一 致 ， 根 据 引 理 的 假设 ,显然 ，(ID) 组 中 所 有 值得 注 
意 的 境界 必 在 (wo,，…, zw) 一 中 ,然而 SS。 中 所 有 可 能 
落 在 8 上 的 4 一 1 维 境界 个 数 , 正 是 构成 5 上 相应 同一 级 的 名 的 
子 单纯 形 中 为 正常 的 个 数 ， 由 归纳 法 假设 ， 它 必 是 奇数 ， 引 理 让 
毕 . 

引 理 生 设 太 =5 (mo,…, zo) 是 nn 维 赋 范 线性 空间 玉 上 的 
维 单纯 形 , 了 Fo, 机、…'、F， 是 三 上 的 2+4 革 个 闭 集 ， 如果 


到 
BS (a, Wh Ze) Cj Ps ， - {7.38) 
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对 0.1.2.…% 中 任何 + 个 数 各 名、……、 训 都 威 立 , 对 水 [| 了 


由 
证 明 很 设 Bi、…、Sn 是 如 的 p 级 了 单纯 形 企 体 ，2 是 它们 
的 顶点 全 体 ， 当 各 中 的 点 2ES(wws …, ou)EC 时 Fy 时， 必 
存在 如 ,使 得 :EF4. 这 时 ,定义 (2) 一 甸 . 易 知 这 样 的 (适合 引 
理 3 的 条 件 , 由 引 3, 对 于 ?人 此 有 一 个 正常 的 子 单纯 形 SB4, 既 
然 z(8D 一 {0, 4，…, 但， 按 z(z) 的 定义 知道 5 必 与 每 个 PrG 一 
0, 了 六 的 交 和 不 (至少 包 合 司 .中 适合 vw) /的 项 点 区 . 设 
84 的 顶点 为 it、……、 5 从 而 
nC 一 个 二， 一 下， (7 了 .39) 
由 于 太古 列 紧 于 集 , 并 注意 到 当 p>co0 时 , 太 和 多吉 和 4(S2)->0, 因 
而 必 丰 在 子 序列 {pj, 和 点 作 E 访 ,使 得 
P00), FE=0, 二 多。 7.40) 
因为 对 任何 记 YW?E Fh, 而 Fy 是 闭 集 ,所 以 Pek 一 0, 1 …， 
,从 阿门 :天 计 毕 ， 
定理 9(Brouwer) 设 3 一 8fzo， …，m) 是 维 赋 范 线性 空 
间 下 审 的 m 维 单纯 形 , 4 是 恒 到 自身 的 连续 映射 ,部 林 4 必 有 有 不 
动 点 . 
证 明 对 任何 ES， 设 (co … mw) 是 5 关于 {og 的 举 标 表 
未 , 令 
Bs=fieo, 50, 十 多 


是 点 4wm[ 注 关于 {x} 的 侯 标 .于 是 Bi>0, 总 B, 一 {。 由 4 的 连续 
性 假设 ， 易 知 廊 G 一 0, 1，…, 税 都 是 连续 画 数 ， 令 本 是 3 中 适 


心 
记 
| wpB (O08;—o) (7 .41) 
[ 注 1] 这 里 对 纺 定 的 «请 G6 …， mu) 应 网 解 为 和 会 5E8(rws … mm) 条 件 中 
维 获 最 小 的 一 个 到 绾 谍 界 。 
[ 注 区 46 足 a 在 且 射 4 下 的 象 的 另 一 种 简 等 读 。 
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的 成 儿 的 金 体 , 因 户 蚌 连续 的 , 所 以 是 全 的 闭 子 集 . 
现在 证 明 {84} 满足 引 理 4 的 条 件 ; 事实 上 , 设 Ekar …， 


wv6) ,如果 2 UP, 于 是 由 7- 和 所) 得 到 


ft 了 一 < 1, ， {7 ,42) 
而 当 针 一 0, 二 …, 部 二, om 一 0, 因而 
me Bs, 名 对 二 (j=0, 1, gy ey). C7 .48) 


由 (7.42)、(7.48) 得 到 下 述 牙 盾 ， 


1- 宫 w< 忆 Bi 

狐 以 {Fj 满 于 直 理 4 的 条 件 . 四 

按 引 理 4, 存在 EE 局 机 。 如 记 尝 4z 的 胡 标 分 别 为 (oi 
oi) BL, BY, 由 (7 .1) 

of BY’, j=0, 1, "2 

从 而 1 一 闻 吕 > 字 记 1， 由 由 可 知 ,只 有 名 一 局， 即 22 一 42 
证 毕 

为 了 得 到 更 一 般 的 结果 , 我 们 还 带 娶 下 面 的 引 理 . 

引 理 5 设 怠 是 Banaeh 空间 六 省 的 有 界 闭 由 体 (含有 内 点 
的 凸 集 称 为 同体)，5; 是 吓 上 的 闭 单位 球 。 那 来 必 存 在 日 到 5 
的 拓扑 映射 ( 即 度量 子 空 间 2 与 庶 量 子 空间 5 必 拓 扑 同 构 ). 

证 明 因为 瑟 上 移动 映射 mw tt >wt8 必 是 下 上 拓 扯 映射 ， 
所 以 可 不 妨 设 OEQ, 并 且 口 是 如 前 内 点 。 又 由 于 台 是 有 界 闭 山 
集 ， 由 定理 8 系 3 的 充分 性 可 知 ， 相 应 于 的 满足 0 一 了 (p<<1) 
的 凸 泛 通 六 是 连续 的 , 并且 fp(w 一 归 一 10}， 

再 根据 上 @ 欧 有 界 性 ,存在 常数 天 >0, 当 zEA 时 ,|s| 志 开 , 由 


二 多 | 
于 对 任何 z 拓 由 pe 它 如 ,所 以 


| lvl < Mp(). .44) 
而 当 % 一 9 时 , 上 式 显然 也 成 立 , 区 (7 .49) 对 一 切 3E 王 成 立 ， 
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作 映射 全, wi> 人 z, 并 规定 20=0, 易 知 下 可 视 为 品 到 品 


的 映射 ， 下 面 证 明了 是 拓扑 喘 射 ， 
对 任何 2，aza 和 全 (不 芒 设 加 关 0) ,如 果 


pw) Taf —p(wa) 区 Te (7 .46) 


从 而 TT -TeT: 即 一 oz， ce 一 p(ws)， 最 然 上 内 有 c== 
4, 即 zs 一 m4， 从 而 下 是 单 射 利用 p(0) 一 0 以 及 加 是 连续 的 , 易 
知 了 是 连续 的 .对 任何 yE Ss, gy*0, 取 4 一 Il y, 显然 ,5 ED 


并 且 Tw 一 y， 而 当 y 一 0 时, 取 = 一 0, 显然 ， ra, 斯 以 了 了 R= 遍 ， 
即 玫 是 台 到 8; 的 连续 双 射 ， 下 面 再 证 人 1 连续， 注意 TT 入 一 


ey y(gy 关 0)， 而 当 % 一 0 时 ， TP 70 一 0， 显 然 , 对 任何 YE， 当 


9 了 0 时，g 必 是 TP" 的 连续 点 ， 改 剩 于 仅 需 证 明 y 一 0 是 连续 点 ， 
任 取 Sr 中 收 襄 于 0 的 点 列 {ny (小 妨 设 yD, n=1, 2, 1 | 


Ty, -yl 和 7.44), 易 知 当 刀 >0 时 ,必然 -yg,>0, 从 


而 Y 一 0 也 是 了 的 连续 点 、 这 样 , 荆 是 如 到 总 的 拓 补 映射 ， 证 
毕 . 

由 引 理 5 立即 可 以 得 到 下 面 的 系 . 

系 Banach 空间 上 任何 两 个 闭 上 是 体 必 拓 扑 同 构 . 

定理 和 (Brouwer) 设 名 是 % 维 赋 范 线性 空间 了 上 的 有 界 
闭 凸 体 ,4 是 到 吕 的 连续 映射 , 那 末 4 必 有 不 动 点 . 

证 明 先 设 是 实 空 间 . 在 全 上 任 取 nr 个 线性 无 关 的 问 量 
Do=0, B=8 (ro, 2 9， 六 是 上 有 界 闭 器 
体 ， 又 任 取 六 到 只 的 拓 补 映射 下 ， 显 然 40 一 了 了 -+4 全 是 5S 到 访 的 ， 
连续 映射 , 出 定理 9， 4。 有 不 动 点 多， 记 :#= 允 党 ， 由 于 

As=— AT = TT iAT2 = Tr (7 .46) 
所 以 > 是 4 的 不 动 点 . 
当 互 是 ” 维 复 Banach 空间 时 ， 易 知 可 以 视 五 为 34 维 的 实 
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Banach 空间 ， 利 用 对 实 空间 已 证 明 的 事实 , 立即 可 得 到 复 空间 上 
定理 也 成 立 ， 证 毕 . 

Brouwor 不 动 点 定理 最 初 是 出 于 研究 维 数 不 变 性 问题 的 , 今 
天 已 被 推广 , 并 成 为 研究 各 类 方程 求解 前 重要 工具 , 下面 将 介绍 它 
在 一 般 Banach 空间 的 推广 一 一 Sehander 不 动 点 定理 (在 托 扑 线 
性 空间 中 还 有 有 进一步 的 推广 , 网 a 83). 

68， Schauder 不 动 点 定 

定理 10 设 吕 是 Bnnach ， 革 上 的 凸 紧 和 全 ， 本 是 马 到 总 
的 连续 酸 射 , 那 末 有 4 必 有 不 动 点 。 

证 明 村 定理 证 明 的 主要 想法 基 和 用 局 的 紧 性 把 无 限 维 空 
间 中 问题 有 限 维 化 , 然后 利用 慨 限 过 渡 , 求 出 4 的 不 动 点 . 

‘TD 有 了 痕 维 化 ” 任 取 80, 因 如 是 紧 的 ,有 有 限 s- 网 

WL 《7 .47) 
下 的 下 闭 包 记 为 06， 显然 do 呈 0, 并 上 且 Bo 是 下 的 
维 数 不 超过 mm 的 钱 人 性 子 空 间 到 的 闭 止 体 [ 往 不 入 设 五 = 
span{es py 和 } dim 大 一 加。 牟 维 数 用 时 纳 法 ,不 难 证 明 Go 必 
可 分 解 为 满足 下 面条 件 的 某 些 单 纯 形 的 和 . 

(5 《7.40 中 每 个 点 都 至 少 是 一 个 单 屿 形 的 项 点 、 

(ii) 两 个 单纯 形 或 者 不 相交 ,或 者 奖 是 某 个 C0 一 1) 
维 境界 . . 

出 于 4 在 怠 上 连续 ,只 是 紧 的 ,所 以 必 存 在 5>0, 尖 |% 一 2 
< 全 时 ， ， 

As— Azl|<e, ¢, WEN, (7 .48) 
必要 时 ， 我 们 还 可 将 满足 (i 、( 记 i) 记得 单纯 形 继 续 剖 分 成 子 单纯 
形 ， 增 加 子 单 鱼 形 的 级 数 ， 以 使 所 得 到 的 每 个 单纯 形 的 直径 小 于 
minka, 5)， 记 如 此 记得 的 单纯 形 全 体 为 


SS (7.49) 
作 Qo->Qo 的 上 映射 4 如 下 : 设 2 是 9.49) 中 某 单纯 形 的 顶点 , 由 于 
[ 注 ] - 凸 依 的 意义 见 引 再 区 
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4z 扎 身 ,所 以 在 人 7.49) 中 至 少 必 有 一 个 单纯 形 的 到 点 z, 使 得 
[zs—As| <s， <7 .50) 

这 时 规定 4.x 一 z。 规定 好 顶点 的 党 后 ， 对 E00， 但 2 不 是 

C7.49) 中 任何 单纯 形 的 机 点 , 必 个 在 硬 使 得 WE DE, 信访 的 也 点 

为 a.m, 于 是 有 唯一 的 表示 式 


‘二 py ow, (or .51) 
其 中 =l, 00 一 0, 414，…， NR， 对 这 种 6, 规定 - 


4 六 上 4 | (7 .52) 
显然 , 当 亿 食 汪 的 单纯 形 只 有 一 个 总 ,上 述 定 尽 是 激 有 问题 的 ; 如 
办 多 有 Cr 玫 有 和 包 会 xw， 弄 末 上 就 要 证 明 de 木 供 束 于 就 战局 的 
选取 ， 事 实 上 , 设 境 界 训 站 BS; 的 顶点 是 az 由 、…、a (0<t 宝 咖 一 
,只 要 调整 4 站 的 下 标 , 可 以 化 到 . 


2 一 ,j=0, 1, : (7 .58) 
其 中 wm0, 二 切 是 总 的 大 点 令 人 在 区 中 的 天 二 区 为 
。 -之 of, | (7 .54) 


其 中 > of 0, &=0,1, .0, rm. 因为 wsG8nS 所 以 
oP a 0, Fo, (f=0, 1, 1, HD, (7.55) 
出 二 多 欧 表 示 是 唯一 的 ， 座 [7.55) 立 印 得 着 oD = j= 0, 二 
小 、 从 (7.58)、(7. 砚 ) 和 (7.52) 立 即 得 到 
4 襄 c4op > ol A 、 


-a a ds), 
这 就 是 说 , 4em 不 依 束 于 包含 zw 的 单纯 形 的 选取 ， 
最 然 ， 4 如 是 too 到 的 映射 ， 下 而 证 明 4 是 806 上 连续 睦 
射 : 把 A; 限制 在 单纯 形 Ss 上 上 看 ( 洒 热 4.SscS 未 必 成 立 )， 如 时 
Sx 中 一 列 点 {2 收 人 证 于 2， 从 而 fed 在 六 中 的 每 个 坐标 序列 必 


?了 不 动 点 定理 -3 


联 伍 于 王 的 相应 弄 标 (ae 各 ，a 各 2， a)， 由 ( 作 .52) 臣 可 知 必 有 
dz->4， 因 此 隶 限 制 在 局 上 上 是 连续 的 .、 从 丽 不 仅 每 个 童 纯 
形 总 中 不 属于 境界 上 的 点 都 是 作为 f46. 上 定义 的 4 的 连续 点 ,而 
县 境界 上 上 点 也 是 作为 Qo 上 定义 的 4。 的 连续 点 , 即 4 是 Go 上 上 连 
绕 映 射 . 

根据 定理 9', 44 在 Qo 中 存在 不 动 点 fs， A x 一 心 ， 

(ID 极限 过 渡 ”下面 主 要 是 令 se ->0， 从 {ms} 中 抽 负 收 敦 的 
学 序列 , 并 证 明 它 的 极限 就 是 4 的 不 动 点 . 

国定 s, 令 zs so 是 .49) 中 含有 ;的 某 个 i 闪 纯 形 的 顶 
点 ， 册 寺 |s 一 过 8 7 二 0, 二 po 所 以 


| Az— Azi| 8, GG f=0, 工 ， My, C7 .56) 
按 # 坟 的 定义 (参见 (7 .50)) ,又 有 : 
HA A ee 0, 1 -+ ， (7.57) 
也 孙 得 到 1 
[es — A Be, (¢, f=0, 1, ,7%). (¥.58) 


邻 鲁 一遍 ofay 其 中 加 一 1 o>0, 50 卫 地 ,于 是 
Ws = A = TD od 42 
由 7.58), 又 可 得 到 
1s — Aszs) 一 [Be Ch 1) | <3, (j=0, 4， yy mn), 
又 因为 ze 和 | <5, 也 以 
Am, -As < s, =0D, 十， 2 ， 
因此 . 
[rs— Axl | yw — Al 十 1 4 4- zy re < 
. oy 50) 
取 s 一 之 (n=—1, 2, "…), 由 于 只 是 紧 的 ， 所 以 吕 从 {v13 中 到 此 一 
咎 孜 伊 子 序 困 ， 不 妨 设 为 {sy} 本 身 ， 令 : 是 {94} 的 极限 . 显然 ,zE 


弛 ,着 鼎 
1z 一 4 二季 一 vl | 十 2, dg]. C7 .60) 
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在 (人 .60) 中 令 m~>co, 并 注意 到 他 .59), 立 即 得 到 = 一 -42 邯 z 是 4 
”的 不 动 点 ， 证 毕 . 

定理 10 设 名 是 Banach 空间 开 的 凸 闭 集 ,4 是 颖 到 吕 的 
连续 昧 射 ,并 且 统 (4) 是 紧 集 , 那 末 4 必 有 不 动 点 . | 

证 明 因为 如 (4)C0, 所 以 o0Y 吉 (4) 呈 人 间 , 并 且 o0v 绪 (A4A) 
是 马 的 凸 紧 子 集 ， 显 然 , .A460Y :次 (4 人 499Coov 只 (4 ， 因 此 ,4 
可 视 为 凸 紧 集 cov 内 (A) 到 自身 的 连续 映射 。 由 定理 10, 4 在 
cor 虽 (41 上 必 有 不 动 点 .证 毕 . 

下 面 给 出 定理 10 的 一 个 应 用 . : 

定理 苹 设 z 生 一 (ol 有 全 ) 是 [ee 玉 到 瑟 的 连续 
帕 射 。 又 设 册 ty 下 一 人 1( 护 六 四 人 引 ) 是 集 六 wyE 可 和 
一 各 | 二 8, 3E [ee, 可， 到 部 的 觅 射 ， 对 给 定 的 gy, 由 (yj, 站 多 =1, 
2 有 者 是 [w, 四 上 的 Lebesgue[ 测 函数 ,对 每 个 1€ [98, 如， 
让 (yy, 动 是 Y 的 连续 映射 ,并且 关 于 交 ig, 四 是 一 致 的 , 如 果 开 一 


sup [if <00, 并 且 ba ; 那 末 , 常 微分 方程 (组 ) 


攻 B ED 
acd yo C7,61) 
必 有 满足 初始 条 件 se 一 加 的 解 . 
证 明 ” 作 映射 
A oOot { we war. 
令 OfCEs, 四，B") 表 示 [a, 站 到 的 连续 映射 全 体 ， 对 每 个 4 六 
E CCLe， 8], 如 ,规定 
(aD ~max jz 人 外 《7 .62) 
易 知 上 -上 是 CCLs, 四 ，B") 上 范 数 ,并且 OFz， 的 ， 囊 ) 按 帮 六 成 
为 Banach 空间 ,在 Cic, 了 ,BB*) 上 到 集 虽 是 适合 
[eC — yol <5, EE [a, 8] (7.63) 
[ 注 ] 读者 雁 易 征明 ， 在 定理 匡 中 有 美 纱 ty, 入 的 假设 下 ， 对 任何 2 E 馈 (网 
(7.68)), 如 分 | .yztn)， Gr 是 存在 的 。 


和 不 动 点 定 再 和 
的 “全体, 易 知 日 是 OKLa, 站 ,2") 的 凸 闭 集 ， 
由 于 对 任何 “EQ 
[AD CD yl < eC), whar< Mg) <8,. 


所 以 4 是 介 到 如 的 映射 。 叉 如 果 {zs} 是 台中 按 1 上 .上 收 侣 于 v0 
的 点 列 , 那 末 出 由 (8 妨 对 9 的 连续 性 关于 # 是 一 致 的 假设 


1 Aw. — Azol < mas | (en(7) ,7) ~ (ao Cr), Nar»>0 (n>00), 


所 以 万 是 如 上 储 续 觅 射 ,可 能 证 明 AQ 是 Of 缮 ,至 ) 上 紧 集 ， 
那 未 , 出 定理 10, 有 不 动 点 %wE, 显 类 “一 “人 ( 归 就 是 (7， 全 ) 的 适合 
wt0@) 一 的 解 . 

现在 证 42 是 紧 集 ， 事 实 上 , 关于 O[s, 站 上 列 紧 性 (致密 性 》 
定理 -一 入 Tzela-Ascoli 定理 (参见 8$6 定 理 中 可 以 部 无 困难 好 推 
三 到 Ce 包 ， 本 ) 上， 下 此 可 知 ， 内 要 证 明 4 蚌 [%, 外 上 等 府 
连续 的 消 数 族 就 可 以 了 . 

对 wED, 显 然 


(4e) (0) — (Aw) (~ | wee， sdz| Mt 


即 4 是 等 度 亿 续 族 ， 证 毕 . 
习 是 

1. 设 五 是 器 维 欧 几 里 德 空间 名 中 的 有 界 遍 集 ， 妈 是 忆 到 自身 中 的 映 

对 并 且 适 侣 如 下 条 件 : 对 于 任何 到 多 皇 和 ,于 纺 有 
dz A < pT W, 

求证 ; 鼎 庙 妆 宇 下 中 存在 唯 -… “的 不 动 点 . 对 于 不 闭 的 有 界 集 ， 这 个 事实 能 冤 
成 并 ? 

, 设 芝 为 完备 度量 空间 , 4 是 及 上 的 映射 , 记 


a Pr ng 
Un np Ptrwmy) “ 


如 果 级 数 六 <。, 那 末 肌 射 4 有 唯一 的 不 动 点 . 
3 设 vt 大 二 1 2 3 更 为 一 组 实数 , 适合 条 人 性 . 
Bl 
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其 日 1 Gmx i 了 了 二 训 时 为 14， 短 出 洲 0, 证 找 数 广 程 组 


Hin Ei Hy \ 
i aan 人 3 by | 

: | 
nl na nn ' i . br 凡 


对 任何 一 组 回 定 的 如 ,Bz ,Bn 必 有 唯一 的 解 下 .za、 
写 出 并 县 利用 不 动心 癌 理 证 肿 方 程 组 


二 了 站 
fz, 3 Wn) v= 1, 二 "+ 1 


的 解 的 存在 三 二 唯一 性 定理 ， 
.在 定 如 3 的 息 设 下 ,证明 方 禄 个 .1 的 解 为 


gp 人 9 一 Fe 二 | Kols, FCW, 
这 颗 丽 :Cs 从 汶 如 下 的 连 转 琢 数 
开门 一 总 2 Ee KG EC 40) -EC go Eel 
8， 设 了 (为 9 二 ff 世 吕 上 上 奖 这 毕 现 数 ; 放 定 理 生 们 章法 江 明 方 要 
pe) hl or pl d+/ Ce) 
具有 唯一 的 连续 基数 解 可 
p+ 让 etxe-of (sas, 
7 了， 设 函 教 下 (x) 芳 为 
i 


下 
K (r,s = 
人 5 洱 5 时 。 


求 出 方程 :gle) pl 
的 近 倍 的 和 连续 函数 解 , 其 识 共 不 超过 444 
有 8 下 上 明 : 村 于 定理 兰 的 融和 时 已 自然数 9 [下 习 中 下 何 一 上 mm 有 
aul] 


lr", By) Ee Ia’ 


这 里 ,C= max p(Brms Brtizo), | 至 | 表示 也 的 本 到 部分. 
9. 设 了 是 [4,8] 上 的 实 卫 数 , 存 在 证 数 如 wr p< fr) < 


f(D <0<700) (DT 了 C2 在 [a, bi 有 零点 Y。 证 明 (1) 驶 丑 
Ff: Fs- -f(r) 
晤 谨 蚌 宝 间 Ta. 5 了 上 的 注 巡 驯 轴 ; (3) zo 其 于 (区 胡 各 各 闯 要 和 人 计 是 汶 了 防 


By Bh 


#4 不 动 点 定理 4 
不 动 号 全 给 出 求 -Co) 要 的 适 代 过 程 及 误差 估计 - 
10. 在 辕 道 力 学 申 ,党 过 到 下 列 方 程 ; 
一 in, 


其 中 ，e 例如 是 某 卫星 轨道 的 情 心 率 ， 四 车 这 地 虞 下 客人 二 2mt/ptp 是 周 
期 , + 是 近 些 点 时 刻 }。 显 然 , 对 给 定 的 &, 求 上 上 述 方 程 的 解 等 价 杆 汞 号 身 


六 mn 一 esinn -和 


的 根 ， 利用 习题 9 =1_8, r= T=) 证 阴 沽 e<< 时 ,对 他 何 二 < 


了 在 1， 2m] 中 必 有 想 ， 并 给 全 出 选 代 证 十 可 及 这 其 犀 计 . 
入 ,内 术 络 映射 不 理 , 给 击 下 ,四 上 拉线 性 微分 方程 


人 ar 
+ 


满足 玉 虽 一 0 的 解 欧 存在 性 和 近 般 秀 的 选 代 过 程 , 并 指出 了 的 范围 . 
世 ， 证 奸 二 遂 的 方程 必用 上 唯 - 解 2 ta Tz 7: 


1 1 1 
jy | EE 5 BY | 
ol 1 1 工 | | 
2 6 5 加 \ 。 
3 _1 i 1 2 1 
3 四 


并 给 出 近 做 解 序 列 以 及 误 凑 估计 . 

13， 用 术 缩 映射 原型 计算 如 5 的 近似 值 ， 

葵 ， 证 时 .-- 旗 凸 集 的 交集 必 是 凸 集 ， 

15，X、Y 是 瑚 个 线性 宗 闻 ,7 是 XY 了 的 线性 胰 射 ; 即 对 任何 m4, zs E 
XX, BBE, mt Pe) eT As. 证 也 关上 上 四 和 集 二 的 彰 了 和 4 必 是 
了 上 的 征集 . 

16， 讼 ,是 线性 空间 下 的 现 个 子 集 ,万 1 所 实 示 集 {a+5lae be 
}， 证 上 明 当 名 .六 是 上 和 集 时 ,五 十 下 必 是 是 集 . 

17. 设 吾 、 已 萎 实 线性 空间 蕊 的 酚 个 闪 相 安 的 凸 集 ， 证 明 习 存在 互 东 
具 交 的 目 集 水 己 使 得 如 4 了 PB, 并 且 4U8 一 苹 ( 提 示 ; 及 2orn 引 是)。 

93， 证 其 一 刻下 六 连续 函数 的 上 确 界 医 数 必 县 下 六 过 续 函 数 ， 

区 .在 定理 姑 的 假设 下 ,证 明 对 竹 何 LCLa; 态 ,中 满 足 他 .63) 茶 件 
们 人, 积分 | we er 存在 . 
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附 录 
$8 拓扑 线性 空间 简介 ” 


1. 拓 瘦 空间 

我 们 在 前面 几 节 书 , 利用 距离 引进 了 收获 以 及 开 集 、 闭 集 、 紧 集 等 概念 ， 
从 和 而 建立 了 庆 量 空间 上 上 的 极限 沦 , 它 概 括 了 分 析 数 学 中 许多 具体 场合 出 现 的 
种 种 不 同 的 极限 琶 念 。 己 是 , 分 析 数 学 中 还 一些 极限 鬼 企 并 水 能 用 距离 米 
描述 。 例 如 画 数列 处 处 收效 的 概念 就 是 如 此 ， 

人 讽 4 设立 是 一 个 集 , PC 表示 兴 上 的 画 数 全 体 ， 又 设 {fn} (ZX)， 
了 EWCX)， 和 如果 对 一 切 wE XX， : . 

lim ft) =f (2), 
那 末 称 函数 列 {fs} 在 莹 上 外 处 收 第 于 开 当 广 是 有 限 集 或 可 列 集 时 , 这 种 
收 敲 本 念 可 以 峭 入 度量 空间 中 收 线 的 范畴 例如， 设 怀 一 和 | 一 卫 写 和 
当 了 9 ECX) 时 , 规定 
1 Tn CO— 
所 四 ~ 六 痪 ss 
那 来 (瑟瑟 ,的 是 -一 个 岩 量 空间 , 而且 { 在 六 上 处 处 收 北 于 了 就 等 价 于 
Pr 四 一 0. 

然而 ， 当 下 是 一 个 不 可 列 集 时 ， 就 无 法 定 下 ( 玉 ) 由 的 距离 Cj, 的 ， 使 得 
{Fo} 在 入 上 处 处 收 伍 于 了 等 价 于 p(s 六 =0， 例 各, 设 PK 是 [9, 二 上 
Dirishlet 函数 , {7} 皇 [O， 吉 上 有 型 点 全 全 , 显然 , DG) 是 {patw)} 处 处 收 仇 
的 极限 , 其 中 


1 当 Zr: gm 有 时， 
mt) -to 当 zp 
又 显然 , 对 每 个 mw pn 名) 是 某 - 列 莫 负 实 连续 本 数 LF», sj 的 极限 (读者 易 
于 作出 这 样 的 函数 列 4fn, :22 站 ， 和 如 时 四; 41 上 酒 数列 寻 处 收 敦 能 用 距离 由 
敛 来 描述 ， 那 末 由 5 1 习题 7 在 {fsa(2) ,2 一 1 名) 二 必 有 全 个 
子 序列 , 记 为 fst2)} {fstz)} 姓 外 收 襄 于 呈 kz。 我 们 证 明 这 是 不 可 能 的 。 
事实 上 ,如果 {17( 呈 上 处 处 收 敏 于 Dee 记 吾 一 [0 切 , 那 末 


ECD=0)=U Da( 于 


六 二 号 -。 


因为 E(f < 二 ) 是 闭 集 , 因而 一 门 如 (F< 亡 ) 也 是 闭 集 ， 显 然 ，， 


ee 


TT 


8 七 府 绕 往 空间 简介 437 


型 蔓 良 的 (和 9 本 不 朴 朗 , 它 必 包 合 [0, 条 中 基 个 区 癌 (ow 全 ,二 记 从 而 了 (DD 一 
站 测 包 人治 (& 月, 这 不 可 能 ), 从 镍 20, 世上 无 型 点 全 体 吾 (9 一 号 可 以 表示 成 
节 列 个 芒 仿 交 和 , 根 沁 第 一 闪 § 生 习题 中 ,这 是 不 可 能 的 

因 计 ， 芝 们 现在 种 妥 沿 别 的 途 徐 来 建立 比 度 最 空间 药 为 一 般 的 极限 5 理 
论 ， 在 $ 中, 我 们 知道 点 列 收 化 和 购 概 念 可 及 不 曙 距 离 来 描述 而 用 环境 米 描 
述 ， 而 环境 是 和 开 焦 素 完 内 的 , 因此 , 如 时 我 们 在 一 个 室 间 中 用 某 各 方法 米 滴 
定 其 中 某 些 集 汶 开 集 ， 这 样 就 可 以 利用 开 集 米 定义 环境 , 再 利用 环境 泊 定 必 
下 禾 点 列 的 极限 等 .根据 § 4 开 售 亚 该 满足 定理 3 申 的 三 个 条 件 , 我 们 就 i 
中 这 三 个 条 竺 来 作 为 规定 开 储 的 三 条 公理 ， 

定 尽 设 虹 是 非 空 铝 集 ， 镶 是 站 的 某 尝 子 华 组 成 的 一 个 集 尖 ， 如 及 它 
洲 足 条 性， 

01) 空 供与 低空 间 六 在 鲁 趾 ; 

(ODY @ 正人 节 章 个 集 的 种 集 在 为 中 ， 

《03) 向 中 任意 村 个 集 的 通 集 在 二 中; 

来 我 们 和 磺 河 空间 号 中 的 一 个 拓扑 (结构 ), 而 称 (3, 如 为 一 括 提 空间 , 有 有 
时 简写 (9, 名) 汽 访 ， 加 中 的 集 称 为 吕 的 开 和 集 , 空间 六 中 的 元 素 称 为 点 。 姑 吕 
开 集 UU 含有 点 名 称 为 点 5 的 浆 境 (或 邻 城 ), 任何 开 集 中 E 外 的 你 集 有- 0 
苯 沟 闭 焦 
杂 琴 <5, 加) 又 满足 杂 下 的 条 什 ， 
' 对 和 尾 何 两 个 2 YE 8 当 4 于 # 千 必然 分 别 有 wy 的 环境 如 入 ,使 得 
DUNTF= 
禾 末 称 (3, @ 是 了 ansdcr 尘 空间 . 

在 注 荐 空间 中 ， 我 们 总 其 把 按 § 和 的 方法 定义 的 开 集 全 体 作为 新 扑 {种 
为 内 距离 导出 前 括 首 )， 寞 此 毫 虹 室 间 白 然 地 成 为 一 个 拓 近 空间 ， 作 且 是 
Hauwior! 和合 记 ; 癌 足 束 几 里 补 空 间 , 按 焉 岂 里 德 忠 离 导 出 的 拒 计 此 
省 ! 坟 并 站 叶 jh EY 让 称 访 欧 岂 里 按 后 诗 侄 间 . 

i 人 令 田 后 上 六 多 村 全 全 和 祭 ， 显 然 这 时 全 成 为 一 个 拓 
竺 , 和 茶 生 高 作证 条， 曾 这 太空 顾 革 日 ausdor 丫 空间， 如 困 我 们 联 

全 一 [的 ,号 }， 

这 时 名 下 芝 汉 一 个 拓扑, 称 它 为 平凡 托 拉 ， 当 如 由 不 止 含有 “点 时 ， 咏 按 尖 
平凡 拓扑 不 入 下 ans3aol 芷 空间 , 


[A 
| 


芝 直 接 ; 一 人 空间 中 的 所 吉 时 


是 中 和 罗 下 事 向 ， 合 如 在 河 T3: 我 们 是 抑 给 名 华 点 的 一 各 将 斑 生 6 
a = 一 四 环境 以 爱 开 集 . 因此 ， 有 时 我 们 也 要 利用 在 一 一 点 的 一 族 祥 跌 
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定义 ” 设 (3, 全 ?是 一 个 折 扑 空间 ,waE 启 ， 叉 没入 {) 是 点 的 某 些 环境 
所 成 的 环境 族 , 如 果 对 点 的 任何 环境 了 ， 必 有 Te YW(w), 使 得 CF, 那 末 
称 &( 呈 是 拓 赴 图 在 z 点 的 环境 基 ， 

例如 , 当 王 是 一 个 度量 空间 , weE 及 , 职 要 (= 10(w, ?|r 是正 数 }, 那 末 


它 就 是 在 2 点 的 环境 基 ， 
引 理 4 设 (3, 号 是 手 扑 空间 ， 党 (的 是 在 4 点 的 区 并 基 , 那 末 它 必然 满 
中 条 件 : 


CN1) 每 个 局 ES 人 含有 而 于 

CN2) 对 任何 U4 DosE tr) 几 有 ES) 使 得 忆 忆 Diana 

CN3) 设 口 & 9), 俐 且 YE DV, 必 有 六 E 多 ( 骨 , 使 得 VcU, 

证 明 ”由 环境 的 定义 得 到 (CN 和 DD)， 当 UU, VaE (2 有时,， Ui 几 Vz 也 是 开 开 
而 委 也 含 友 x， 因此 ， 它 是 2 点 的 环境 。， 用 WCW) 是 环境 基 的 定义 ， 有 UE 
萤 (f)， 使得 UCOINVs 所 以 满 是 (区 ， 今 下 CNB). 设 UE (rm), 那 末 如 
是 开 集 .如 异 #E 也 那 末 U0 是 # 的 环境 , 由 于 有 (的 是 # 的 环境 基 , 有 下 € 
By); 篇 了 FCU， 证 毕 ， 

圭 述 三 个 条 作 未 但 是 集 族 咸 为 环境 基 的 必要 条 件 ,而且 也 是 充分 条 件 . 

引 理 入 设 8 是 一 个 集 ， 如 果 对 每 点 w&， 都 有 9 的 子 集 族 世 (o 思 满足 
《 引 理 二 由 的 7 条件 (了 《Yo 《8), 那 未 必 有 如 上 的 唯一 的 后 秆 毁 ， 使 得 
和 (2 成 光芒 在 2 点 的 环境 基 . 

证 明 我 们 利用 多 te ;ER 定 儿 人 旬 如 下 ;任意 取 3 中 若干 点 (多 许 
联 ) If |hE ,并 且 对 每 点 六 ,任意 取 鲍 (w) 中 的 一 个 集 可 , 作 才 能 子 介 

Ue lH. .他 
出 莹 (区 E 司 , 造 出 的 这 种 类 列 的 集 避 的 全 体 , 再 加 上 空 集 由 记 为 任 ， 现 在 
证 邓 它 满足 招 攻 的 三 个 条 件 ， 

峙 每 个 2E 8 职 一 个 UcE (0)， 由 和 () 的 (31 理 1 中} 条 件 CNDY 可 知 ， 
SU vec 如， 所 以 全 满足 条 忻 人 1) .条件 (2 约 是 显 法 被 满足 的 , 今 证 (03)， 
设 栈 1 全 2E 翅 任 取 


复 


Do 


时 所 WW=WiNn W's, 
出 于 YE TTCD=1, 芒 , 必 有 UE 党 fr) 使 得 gE DV, 分 ,由 末 伞 CN3), 必 
有 TE W(t, 使 得 FocU,。 自 于 站 ,了 2€& 当 ( 胡 , 由 条 件 (ND, 存 站 VE 
入 (和), 使 得 


昱 
yEVsc 人 Vc UcW, 
r= vel 
轩 玫 We= hry 


pl 


i 


颖 3 拓扑 线性 空间 篇 全 4 


这 样 一 来 ,TE 加， 所 岂 , 芒 成 为 拓扑. 

还 要 还 归 党 (2 人 和 3 是 这 栏 造 出 来 的 镶 的 环境 基 ， 首 先 , 对 每 个 区 E 
(2 我 们 取 点 族 {zi|4E -4 为 单 点 {9}; 在 要 (的 中 就 束 事 ,由 全 .全 八道 避 
E 加 ， 再 户 条 任 ( 全 四 ,有 (四 确实 是 打 首 辐 在 = 点 的 一 族 环 度 ” 任 歌 恩 在 攻 
点 的 一 个 环 深 0, 由 于 De 加 ,根据 8. 了 D 必 有 某 个 WE 5,0UE YO , 使 担 %€ 
YcO， 轴 记 , 出 条 代 (N3), 有 TE (DD), 使 得 FcUcO, 所 以 和 (人 是 和 的 
环境 臣 . 

我 们 再 证 拓 打 铭 哈 -性 : 如 果 有 坊 一 个 拓扑 轩 ' 由 于 Yt) 记名， 所 以 久 
性 一 个 一 人 EE 加。 及 过 来 , 如 时 如 是 著 中 任何 一 个 元 案 , 对 任何 
“ED', 必 有 0) CD,0(2)E Yo) 因而 = J 000) 全 所 以 将 一 台 、 


证 


上 


定义 称 引 理 2 中 的 拓扑 包 为 (2) (GE 本 导出 区 拓 扑 。 

如 染 我 们 要 给 出 东 扑 ,根据 引 理 2 只 要 给 出 法 嘴 条 件 4W1 一 六 3 的 集 族 
stzcS) 就 行 了 . 

到 3 我 们 考察 例 工 中 的 集 好人 瑟 ) 中 任何 一 个 子 集 8， 对 每 个 fe 8, 每 


个 正 救 全 和 和 任意 有 限 个 Tl Ta 和 所 玉 ， 定义 


Uf; Tl ns oa) —{gls Ee 局， gr) 一 子 (7) | 到 配 v1, "ys 引 

我 们 马 富 OF 一 {U CF: x, wy Tas 0) ls 汐 自 然 数 ， E23 已 ， a>0+, 屠 末 fy), 
fe 5 满足 条 伞 CNI)、(ND、({3)， 由 引 理 %， 它 导出 唯一 的 朱 盾 名， 使 
NY(f) (FE 加 是 环境 基 ，、 从 测 , (58, 加) 是 拓扑 空 间 . 

我 们 仿照 度量 空间 的 情况 ,一样 地 引入 点 列 收复 的 娄 念 . 

定义 ” 设 (9, 是 一 个 拓扑 空间 , {sw} 是 六 中 的 点 烈 , we 93。 如 鼻 对 于 
xz 的 任何 环 境 0, 有 自然 数 下 使 每 当 0 人 时 ,me D0, 那 末 称 zn( 按 拓扑 岳 
收效 于 2， 沁 为 fas 或 mw 

我 们 来 证 担 这 升 在 例 3 中 的 函数 别 {fj} c 人 处 处 收 化 于 了 的 充 要 条 件 
是 疡 -到 

先 证 充分 注 : 没 户 - 全. 六 对 任何 ze X, 任何 正 数 久 由 于 Cf;z; 6) 是 了 
的 环 济 ， 这 时 必 有 自然 数 玉 ， 使 得 当 # 庆 请 时 ,fnE DCF;%; 肥 , 即 是 | 人 0) 一 
FF <e 因此 和 nC)} 处 好 收获 于 反 过 来 , 如果 {fs} 处 处 收效 于 旋 对 


‘fF 的 性 河 环 境 DO, 必 有 Ta Op 太 ， 0, [by DO; ns DEO, 由 于 


tfn} 处 处 由 化 于 了 ,对 每 个 必 有 自然 数 入 ,使 得 当 > Ns 时 ，|fC7w) 一 
了 Co) | | 因此 只 要 到 N=maxtNy, "ry Ns), 那 束 ， 当 如 天 于 ， 


Fn EU Ty Da OC 
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定义 设 C9, 食 ) 是 近 扩 空间. 邵 困 驴 的 每 点 2 都 存在 一 个 环 注 茜 Wi, 
量 {2) :局 可 列 集 , 那 末 称 C9, 如 ) 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 。 

显然 , 度量 空间 (了, 由 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 ， 因 为 YG) 一 0(5, 门生 
为 正 有 理 数 } 就 是 sj 点 的 可 列 的 环境 起， 可 以 证 明 : 如 果 例 3 中 的 38 取 为 
(EY, 当 达 是 不 可 列 如 对， 它 不 汶 足 第 一 可 列 公理 事实 上 ， 假 如 满足 第 一 
可 而 公理 , 尘 了 三 0,， 就 并 可 列 环 入 落 fi 的 一 有 证 加 人 0 一 DG 
一 3 可 到 案由 于 
及 未 可 列 , 羽 而 下 一 4 不 室 ， 性 联 %oE 六 一 避 y 亲 及 了 识 9>0 考 家 了 三 0 的 
玉江 000;z0; 虽 ， 显 然 , 隙 政 

十 二 尖 二 wo 有 时， 


9 一 to. EE fr 时 , 

属于 wa 人 中 ， mw 二 1 :人 是 gq(2) EUCO;xo; 本 ， 同 而 贡 任 他 no 起 
U0; wo; 人， 这 就 与 假设 tunt0)} 是 环境 藉 相 水 盾 .。 所 以 在 测 3 站 当 呈 霹 
为 (XZ), 而 哇 是 未 可 列 集 时 ,拓扑 宝 加 及 不 注 呈 第 一 可 列 公 型 , 

可 以 仿照 54 定型 有 证明 下 面 的 结论 : 

1 理 设 (3, 仿 ) 是 拓扑 空间 ,和 切 CS， 如 轴 和 是 闲 集 , 那 未 芯 中 任何 收 
敏 点 烈 必 收 黎 于 4 由 一 点 ， 谈 (3, 二 ) 双 是 满足 第 一 囊 列 公理 的 , 班 末 当 寺中 
任何 收 敏 点 列 必 收 化 于 4 中 的 一 点 时 , 4 是 轩 集 ， 

六 此 ,在 满足 第 一 可 列 公 理 的 拓扑 空间 中 ， 能 够 用 收 筑 点 列 的 概 嘴 米 措 
述 闲 集 ， 也 就 是 描述 拓扑 ， 但 是 我 们 注意 ，3; 理 3 中 人 3，@) 满足 第 一 可 列 公 
理 扫 条 件 不 可 除去 . 

例 生 设 民 是 实数 过 线 , 但 其 中 规定 拓扑 如 下 ， 令 鲜 二 {RR 一 B81 召 做 量 
只 中 的 任 一 有 限 子 集 , 或 可 列子 集 ， 或 空 集 , 或 R} ,这 时 , 容易 看 出 ! 只 人) 中 
次 有 一 个 收 化 点 列 。 因 此, 任 育 ( 良 , 凶 ) 中 一 个 未 轩 的 骨 矶 ,人 阐 如 半 =[0, 3 
它 注 足 这 玲 的 条 件 : 把 中 任何 收 全 点 列 以 收 化 于 岂 中 一 点 所 因为 二 中 良 本 
就 没有 收 伍 点 列 )， 但 是 ,44 处 是 团 集 . 

所 以 在 不 洪 尾 第 一 到 列 公 避 的 空间 中 不 能 由 惧 敲 点 各 并 描 述 拓 扑 ， 器 
赣 把 点 列 的 馈 念 堆 ) 1 下; 

定义 ” 设 也 其 一 个 革 度 梨 , 而 生 对 任何 知 ,hE 4 有 AE 合生 1- 入 
久未 称 村 是 定向 村 序 众 ， 

是 一 空间 设 在 是 一 个 定 问 兴 序 集 ， hrz%4 hE 村 是 二 到 仿 的 一 个 腕 

乔 ， 称 To EA 沟 半 六 点 到 或 定向 点 列 ， 

显然 , 当 玉 是 自然 煞 爹 体 按 白 然 顾 序 所 成 的 全 序 集 肘 , 通常 让 is, |n 
& 1 就 是 一 种 特区 的 半 序 点 列 . 
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例 5 设 (5, 名) 是 -一 个 拓扑 空间 ,XE 5, (3) 是 4 点 的 一 个 环境 基 , 我 们 
在 (Cw) 中 规定 ; 当 吕 CF 时 ,了 > 品 ， 导 末 这 个 顺序 称 为 道 包含 顺序 ， 显 委 ， 
党 () 按 送 包 含 顺序 成 为 定向 半 序 从， 对 每 个 UE Cw), 剑 取 20& 如 ， 那 来 
{rc [DE 多 2 计 就 是 一 个 半 序 点 列 ， 

我 们 况 在 把 点 死 收 仑 芍 概念 推广 到 举 序 点 到 ， 

定义 ” 洲 (9, 加) 是 拓扑 室 间 , 4Y;|XE AM} 是 广内 半 序 点 列 , Wo& 六 姑 来 
对 区 的 每 个 环境 咏 必 有 和 4 中 指标 io, 使 得 当 加 A 时 
x EO, 


. 
那 夫 称 半 序 点 列 {wei | 和 AE A} 收效 于 toy 沁 流 的 po 研 者 二 一 
容易 看 屿 ， 胖 ansdor 介 空间 中 性 全 一 个 妆 北 的 半 序 点 列 攻 然 只 收 伍 于 一 


点 - 


例 6 容易 冰 出 ; 例 5 中 的 半 序 点 列 和- 

潭 用 半 序 点 列 就 可 以 描述 闭 集 ; 因此 也 就 可 以 描述 拓扑 了 ， 

引 理 和 设 (5, 他) 是 一 个 拓扑 空间 , < 二 8, 那 末了 4 成 为 困 集 的 充 要 条 入 
是 万 牛仔 一 层 敏 闪 序 点 列 必 妆 仇 于 筷 中 的 一 点 . 

证 中 ”必要 性 设 机 是 闭 集 , {xxa|4€ -全 是 和 万 中 的 闪 序 点 列 , rr， 
时 &E 山 屠 末 有 -二 是 省 的 环境 , 由 于 和 -2 必 存 在 lo， 当 入 关 in 时 ， zxE 
一 避 , 这 和 x%4€ 本 祖 子 盾 , 所 Pl ze 4. 

这 分 注 设 筷 中 每 个 收 襄 的 半 疡 点 列 {74jAE A} 必 收 化 于 和 4 中 一 点 ， 
今 证 3 一 44 是 开 华 ， 不 然 的 语 , 必 洗 XE 放 一 各 ,而 且 对 的 环境 基 (wv) 中 每 
个 环境 区 必 有 zo€ A4, 因此 , 半 序 点 列 {ro1VE Wlw)} 是 路 敏 于 x 的, 慢 是 
xz Ed, 这 到 假设 冲突 .因此 4 是 闭 集 ， 证 毕 . 

当 热 , 在 拓 畴 空间 中 也 可 引信 和 集 的 极限 点 。 闭 包 、 核 、 塘 界 、 忆 及 联络 兰 
每 ， 乔 一 般 的 麻 量 空 所 一 样 ， 成 立 着 和 各 4 定理 4 一 定理 二 相似 的 定理 C 汉 
过 要 将 $4 定理 4~ 定 理 志 中 点 列 收 侣 钨 成 现在 前 半 序 点 列 收 和 仇 ).， 这 玫 不 
地 复述 - 

定义 ” 设 太 是 一 个 集 , 久 ,(v 一 博信 是 5 申 的 两 个 拓 四 ,如 果 人 ac 侣 9 就 
称病 基 六 1 草 于 加 5, 或 加 sz 强 于 他- 

注意 , 这 里 全 弱 于 舍 % 包 搬 可 == 加 sy 的 情况 . 

旦 名 任 他 拓扑 弱 于 离散 拓 补 , 强 于 平凡 拓 守 ( 见 例如 ， 

引 至 5 没 人 5 是 一 集 , 名 ,一 二 外 是 全 上 商 个 招 扣 加 1 己 加 ， 设 fs 入 


人 和 


€ 4} 妃 8 由 的 半 序 贞 列 ,mmE 8 地 果 办 全 oo 弄 来 oo 
换 旬 话说; 平 序 点 列 如 果 按 强 托 扑 收 禹 ， 攻 然 按 允 拓扑 也 收 伍 于 同一 点 。 
征明 ”因为 对 区 的 得 个 环流 0€ ,自然 有 0E @s 由 半 许 点 列 收藏 用 
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定义 谤 如 可 应 得 到 引 理 5， 证 毕 . 
例如 在 集 号 中 一 个 点 列 已, 如 这 离 散 拓扑 收 敏 于 zo, 那 末 当 nn 充分 六 
后 , to 二 26, 因 玫 接 人 在 何 别 的 拓扑 都 有 zx6。 双 如 中 任何 举 序 点 旨 4ra | 2 
4} 总 接 平凡 拓扑 收 货 于 避 中 每 一 点 ， 
又 如 , 卫 上 有 办 再 数 全 体 怠 ( 了 ZZ) 按 虹 离 
Pop PD—auplf ry 一 9Gm1 


所 站 定 的 拓扑 强 于 例 3 中 所 定义 的 处 处 收 化 欠 拓 扑 ， 

我 们 现在 把 度 基 空间 中 的 询 紧 集 推广 到 托 耻 空间. 

定义 ” 设 (3 倒是 一 个 拓 拉 空间 ; 44 己 吕 如果 并 中 的 任何 一 个 所 列 fn 
有 站 合子 点 列 fn,} 收 襄 于 所 中 的 一 点 , 那 末 我 们 就 称 4 是 列 紧 的 ， 

下 下 我 们 再 把 度量 空间 中 的 有 了 眼 枝 盖 性 质 加 忆 抽 象 化 ， 引 入 如 下 的 元 


坊 ; 
设 8 是 一 个 集 ，4c5 {0;|Xe 人 } 是 妨 的 一 族 于 集 ， 如 梁 上 04 忆 4 

就 称 {0;|XE 4 是 蕊 约 一 族 窜 其 .如 采 8 又 是 折 直 空间， {O11XE A 又 都 
是 天 集 , 邵 末 称 它 是 一 族 开 优 盖 . 

定义 ” 设 全 , 他 ) 是 拓扑 空间 ，4c3， 如 果 4 的 任何 一 族 开 虱 盖 10%.% 
E A 中 必 可 挑 册 有限 个 TO …， O04} 来 枝 盖 44, 那 末 称 本 是 一 个 长 集 ， 

显然 , 在 离散 拓 站 空间 (3, 色 ) 中 ,只 有 号 的 有 限 子 集 才 是 紧 洁 .当心 ， 
曙 ? 是 平 风 的 拓扑 空间 了 时, 5 的 每 个 对 侍者 是 紧 集 . 

我 们 又 可 以 把 8§ 4 的 连续 瞎 射 概念 推广 到 丘 扑 空间 中 来 . 

定义 ”证 (9。 局)(r 一 二 的 是 两 个 拓扑 空间 ， 寻 居 S3b 子 是 4 一 5 的 撤 
射 ， 又 没 zoE 4， 如 果 对 了 于 (co 在 镶 * 让 的 每 个 环境 CGO 蜗 有 徊 在 
名 中 的 环境 OCre), 舍得 

FO Co) NAY CO CF0)), 

那 示 称 了 在 %%6 点 连续 ， 如 困 了 让 和 4 上 每 点 都 是 连续 的 ， 那 末 称 了 是 和 连续 陵 
射 . 

灵 然 , 了 是 连续 映射 的 充 要 条 件 是 对 每 个 OE 加， 

TiO {rre 4, fr) € OF € 

如 果 后 上 男 有 拓 守 i， 它 强 于 G1 那 来 C84， 1) 到 (93，2) 的 连续 映 
射 耻 必 也 是 C94， 辐 六 到 人 久 鸭 的 连续 职 射 。 

例如 当 氏 ,人 一 二 区 是 号 下 的 爽 个 括 扑 时 , 刘 等 瑞 射 

- 了 

作 惊 (53， 展 到 (3， 邓 六 的 观 射 成 为 连续 映射 的 完 要 条 件 是 @ 二 全 3. 

定义 设 了 是 (94 加 由 到 (39， 革 办 的 单 射 ， 如 果子 以 及 它 的 道 映射 六 + 
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都 是 连续 的 , 那 末 称 了 是 括 六 映射， 
当 了 是 814383 的 双 射 时 ， 显 然 了 成 为 拓扑 映射 的 充 机 条 件 是 电 二 
FO) 10OE i}. 
型 在 我 们 进一步 定义 乘积 后 扑 宝 间 . 
定 必 设 人 9 划 ) 避 一 二 荔 是 两 个 拓扑 空间 ， 令 沪 = 呈 X 人 9 我 们 作 
一 Oi, xX COME 吉 ,，j 二 4, 对 
《显然 , 上 这 世 硝 笑 为 拓扑 )， 称 全 ， 国 ?是 (人 91 六 站 和 ( 司 。 加 9) 的 条 税 拓扑 空 
间 , 记 为 加) 汉 (59 世 3) ， 
潍 积 折 扑 空间 的 概念 可 以 推广 到 企 音 个 拓扑 空间 的 乘积 的 情况 . 
设 3， 岛 ) 14E 4 是 一 族 拓扑 室 间 , 在 乘积 空间 3 一 a 马上 引入 后 


Ea 
志 = CL OX OW Xe KO) On € 2, iE A, i=1, 3, $4, n=1, 2,.}. 
称 C9, 如 ) 是 4555， 名 17E A} 的 琳 积 拓 打 空间 . 

傅 如 , 欧 几 里 德 拓 提 空间 CB? 四 与 CE" 外加 的 拓扑 积 ; 就 是 欧 几 
本 扑 空 间 (BE™"， 二 "mn)， 

定 捍 1(Tazxos0B》 如果 TGS， 外 176e 4 是 一 族 紧 拓扑 空间 ， 邢 宋 它 
拉 的 生 积 拓扑 空间 司 ， 草 ) 世 是 紧 拓 扑 空 间 。 

2， 折 扑 线 性 空间 ， 

了 天 范 线性 空间 更 为 广 谤 的 是 拓扑 线性 空间 . 

定义 ” 设 ( 瑟 ,站 是 一 个 度量 空间 , 蕊 又 是 铺 性 空间 如果 互 中 的 线性 运 
算是 连续 的 , 就 是 说 : ka) 加 法 运算 是 连续 的 ， 即 如 困 好 中， 他 中 二 ,rn 一 
ra) 数 葬 运算 是 连续 的 , 即 如 果 gs 三 从， 90m 
4 好 中 二 天 2 一 的 那 林 Great。 这 了 时， 我 们 就 说 (区 站 足 一 个 度量 线性 
空间 . 

例 7 嵌 淮 范 绕 性 空间 就 是 度量 执 性 空间 . 

定义 设 到 是 煞 威 内 上 线性 空间 , 又 设 (五 加) 是 一 个 拓扑 空间 ， 它 潢 
是 如 下 的 条 件 : 

(人 二， 是 Hausdor 企 守则 ; | 

ti 去 中 的 线 证 运算 是 连结 的 : (9) 础 法 运算 Cx, 的 Fz 二 yy 作为 

(人 
及 由 扇 射 是 连 绕 的 ， 而 且 ( 数 :让 运 算 tq， wa5 作为 
CD 区 【《 写 ， 温 ->【 六 ， 培 > 

前 瞻 身 记 是 违 续 的 , 其 中 地: 是 四 上 的 沪 扑 , 即 欧 几时 证 白 扑 , 部 末 租 5 开 , 外) 
是 本 村 线性 空间 (或 括 寺 向量 空间 】. 


机 
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显然 ， 如果 (入, 向 基 一 个 度量 钱 性 空 河 , 在 X 中 按 距 离 p 引 人 拓扑 区 
那 示 《 屯 , 也) 成 为 拓 盾 线性 空间 . 

在 托 站 线性 空间 (了 如) 中 , 如果 (中 是 0 点 的 环境 其, 那 末 十 名 (0) 一 
生 +4 4€ Ww(0)} 恒 是 点 王 的 环境 基 . 

各 贱 准 范 空间 铺 玩 相仿 地 可 以 证 明 (当然 这 把 点 列 拨 成 闪 襄 点 济 ， 吉 境 
ke 且 换 成 x 的 一 般 的 环境 ) 如 下 -~ 些 基 本 事实 . 

定理 另 (1 拓扑 经 性 室 间 中 任何 有 限 维 子 室 间 必 拓 拉线 性 同 榕 于 沉 注 
数 的 下 ， 从 而 有 限 维 宰 间 是 闭 的 . 

(2) 工 是 拓 提 线性 空间 斑 的 闭 线性 子 空 间 , 召 是 有 限 药 子 空间 ， 那 采 吾 
+ 工 是 闭 线性 子 空间 . 

在 分 析 数 学 中 最 常用 的 是 下 面 的 一 类 折 所 线性 空间 . 

定义 设 伍 足 线 性 空间 ， tpat*)，[aE 4 是 立 上 的 一 族 拟 范 数 ， 如 阳 
它们 再 满足 条 件 : 对 每 个 了 E 互 , 湖 5 和 0 时， 必 有 ae ,使 得 palx) 二 0, 那 末 
称 储 按 fs lae4 成 为 肤 一 比 氢 范 线性 宣 间 - 
特别 , 当 4 是 可 列 集 叶 , 称 也是 域 可 济 氛 范 空间 . 

例 8 设 [s, 村 是 一 有 限 科 亲近 [o bj 是 Ta, 5] 下 无 限 次 可 微 的 范 数 金 
体 所 或 的 线性 空间 , 我 们 在 C5*[a, 可 上 引入 一 列 氢 和 范 洲 

lel = mas [zm], re CELa, b], #1, 2, ene, 


这 至 OC"[o, 柯 搂 全 ' 有 sn;# 二 外 成 为 央 可 列 皂 范 室 间 , : 

例 9 斌 王 是 任 一 集 ， BCX) 是 互 上 的 有 限 实 范 数 全 体 序 成 的 线性 空 
间 ,， 人 第 中 ( 瑟 ) 上 定 尽 一 族 拆 范 数 {psC*), |xe 工 } 如 下 ; ps 二 | 了) | FE 
已 ( 拉 7) 那 末 五 ( 瑟 ) 按 {ps 站 ,|xE 斑 } 成 为 网 一 族 拟 范 线 性 空间 . 

对 在 一族 拟 范 线性 空间 互 ， 如 果 {ps。，|a€ 妇 是 它 的 氢 范 数 族 , 我 们 引 
进 江 位 子 例 3 的 一 族 环 境 基 如 下 ; 当 zE 开 了 时, 任 训 有 限 个 a ee 和 任 
皮 工 数 外 作 

局 EA, v=1, 2, 1, 1. 
{3,3) 


对 于 每 个 w&€ 及 , 记 

号 一 Tai 1x 为 自然 数 , at crE 5> 人 00， 
屠 末 容易 验 江 它 满足 引 理 二 中 的 条 咎 CNJ)、(N2)、CN8)， 由 引 理 2， 它 寻 

1 但 一 的 拓扑 , 称 它 是 由 拱 范 数 族 全:，]a€ 4 导出 的 招 扑 ， 窗 易 证 明 互 按 

这 个 拓扑 成 为 丘 扑 线性 空间 .此 后 , 对 峨 一 族 拟 范 线性 空间 总 是 这 样 地 引入 
攻守 ,这 样 得 到 的 拓扑 线 手 室 间 双 叫做 局 部 昔 的 拓扑 线 牡 空间 ( 因 沟 由 人 3,2) 
定义 的 世人 ;aa …，anr 2) 是 包含 点 了 的 凸 集 ). 

届 樵 ， 话 扑 线 性 空间 成 为 局 部 凸 的 充 要 条 忻 是 存在 09 点 的 一 族 均 六 由 
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雪 公 汪涵 境 寺 ， 并 且 这 上 族 永 谤 基 的 交 仅 含 0 点, 
了 让 的 不 动 点 定理 可 以 推广 到 钨 部 凸 的 折 闪 线 竹 空 间 的 情况 
机 理 ?CgSchander-TEXOHOB) 设 革 是 一 个 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 ，4 
是 五 中 的 凸 紧 染 。 双 设 是 4 一 4 中 的 一 个 连续 瑞 射 , 那 末 , 必 有 8& 了 使 
得 六 (2) 一 
关 寺 这 个 定理 的 证 明和 参见 L15]， 
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$1 线性 算 子 


1. 线性 算 子 与 线性 泛 范 

算 子 纪 念 (参见 第 一 章 $ 细 起 源 于 运算 ， 例 如 代数 运算 、 求 学 
运算 . 求 不 定 积分 和 定 积分 、 把 平面 上 的 向 景 绕 谷 标 原点 旋转 一 个 
角度 等 等 ， 有 时 就 泛称 映射 为 算 子 。 而 取 值 于 实数 域 民 或 复数 
域 志 的 算 子 也 称 为 证 画 数 ， 简 称 为 泛 画 。 本 书 中 着 重 考察 线性 室 
间 上 的 线性 算 子 , 这 是 线性 泛 画 分 析 前 主要 和 研 究 对 象 之 一 . 

定义 设 人 是 实数 或 复数 域 ,下 及 了 是 域 人 二 的 瑞 个 线性 
空间 , DD 是 萤 的 线性 子 空间 , 了 是 卫 到 了 中 的 一 个 映射 ,对 zEE 
卫 , 记 j 经 过 了 映射 后 的 银 为 Ts 或 者 了 (zw)[ 注 1 如 果 对 和 任何 ww 
yD 及 数 m， BE 从, 成立 蔷 

Tami+BD -oT tTy, 
就 称 卫 是 线性 算 子 , 称 刀 是 全 的 定义 域 ,也 记 为 仿 (T) ,而 称 党 
TD= {Ts|2ED} 

古 卫 的 值 域 (或 象 域 )， 记 为 人 (T)， 取 值 为 实数 或 复数 的 线性 算 
子 ZC 即 统 (P) 导 入) 分 别称 做 实 的 或 复 的 线性 泛 卫 ,统称 为 线性 泛 
还， 

下 面 举 一 些 例子 , 

例 1 设 肝 是 %w 维 ( 实 系数 或 复 系数 ) 铅 量 空间 ， 在 六 中 取 
一 组 基 {81,， es,…, 98}, 相应 于 任意 一 个 %x<n 库 导 wv), 作对 一 下 
的 算 子 了 如 下 ， 当 2o 一 也 ze 时 ， 

y= By, 


E 注 ] 尘 泛 前 , 较 凶 用 工 (); 对 一 般 的 算 子 , 较 多 用 Tz， 
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而 纺 - 儿 和 oa p 一 2，…, wn 显然， 这 样 定义 的 了 J 是 一 个 线 
储 算 子 , 这 个 算 子 在 线性 代数 中 称 为 线性 交 执 ， 在 基 {4} 下 , 于 
了 虽然 由 阵 () 唯一 确定 ,有 时 就 间接 记 为 了 = (6). 
反 过 来 , 设 叶 是 子玉 X 的 任何 一 个 线性 算 子 , 由 中 了 e, 是 sr 
< 的 斌 性 组 合 ,所 以 必 有 阵 (6), 使 得 
Te,=ti0t ite p=1, 2, ,Rn. (1.1) 


因此 , 当 w~ 了 wv 时 ,由 匀 的 线性 可 得 


Zw = > ee 
二 


出 此 可 乔 , 在 有 限 维 线性 空间 上 ， 如 果 将 基 选 定 后 ， 线性 算 子 
与 近 降 是 钼 对 应 的 ， 
没 (ou oa, …,%) 是 一 组 数 , 那 来 当 % 一 总 cyevE 有 时 ， 


Tw) 一 局 ce (1 .2) 
必 为 及 工 的 线性 泛 函 。 反 过 来 , 如 果 了 是 卫 上 的 线性 泛 函 记 
0 = (6y), »~=1, 2, Uy 名 
根据 了 的 线性 可 知 , 了 必 表 示 为 形式 红 .2)， 由 此 可 知 ，% 维 线性 
空间 上 线性 泛 效 与 数 纸 (a, …, ov) 要 对应， 
例 8 设 了 了 的 一 六 ao 是 党 系数 的 多 项 式 , 那 末 将 函数 的 
忠 射 成 妮 (-)z 人 的 算 子 
本 
POD): sOPP ($F )s0) 
是 Cr[a, 妇 到 Ofg, 要 的 线性 算 子 ， 
又 对 于 ja, 四 中 任 一 定数 io, 肌 射 


六 “OP (Do) Lice, 


是 fg, 了] 上 的 线性 泛 瑞 . 

例 3 设 子 是 线性 空间 ,映射 

TP， grow la 是 定数 )， wE%， 

荐 对 上 的 线性 算 于 ， 记 散 07， 称 为 相似 算 子 《或 称 秘 信和 党 位 并 
子 ). 如 果 a 一 0 时 ,了 是 零 算 子 , 记 做 0; 当 a 一 1 时 , 称 为 单位 算 
地 蕊 性 等 算 子 (参见 第 一 童 $2 恒 等 喘 射 ), 记 做工 

例 和 4 设 ( 全 ,BB, 必 是 测度 空间 ， 下 (8s, 站 是 (QOx 0, BxB, 
起 兴 j 吕 上 可 测 隐 数 , 并 月 


jl, O lap <o. (1.8) 
容易 知道 
(za) 人 一 | Es, bz 人 an 全 


古人 (QB, 内 一 下 (9, 屯 闪 的 线性 算 子 。 它 是 线性 积分 方程 
型 论 中 最 基本 移 算 子 之 一 ， 通 常 称 为 Hilberi-Sehrmidt 以 积 分 算 


9 


wl 


证 明 为 证 (Zw) (8s) 是 可 测 允 数 ， 先 假设 上 < 他 二， 办 磊 
2 和 一 元 可 测 ， 自然 % 多 可 视 为 (xX, 吾 X BB， ppX KM) 上 可 测 函 
获 , 又 因为 oD ED, B,D), HD) < 00, 
Ey} EDOxQ, BxB, wx rw), 
由 Sohwers 不 符 式 知道 

Els, Det) EL(OQO XD, BxB, px), 

外 而 由 Fabini 定理 知道 他 2 (是 (DQ, 召 , 上 可 油画 数 ， 

对 于 一 般 的 8, 总 在 在 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 {0Q,}， 

AD oo 人 一 十 2 -°°) 


并 且 2 Uo. 


[a 


因此 ,对 任何 加 总 |， 玉 (8, 从 wl) ap (的 是 可 测 画 数 , 并 且 
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2 Kls, Molt) dpt | 
Rl 1 


< » ,EG, Da 全 | 多 


<(| 1 区 人 四 0 lz 人 OF) 
如 高 | 下 G， 台 wbD5(b) 志平 处 处 (关于 由) 绝对 收 煞 ， 从 而 


2) Cs, 扩 w tdiw( 罗 是 可 测 孙 数 。 利用 积分 的 可 列 可 加 性 。 


(Po) =| Kls, oD aptt) 
le : 。 Els, ET NAEI ， 


六 以 他 二 (的 是 可 测 函 数 ， 
再 由 Scehwarz 不 竺 式 


oO 人 < 人 EGG 信人 的 | Js 人 OP 到 的， 
霸 利 用 们 .立即 知道 Go) (8) EL2CO0, B, 和 证 毕 . 
例 扣 设 g 人 EL( 一 oo, ce), 那 末 算 子 
T, zz( 人 Fa) (oa -| em y(t) at 


是 全 (一 0， 00)>0( 一 oo0, oo0) 中 的 线性 算 子 . 

特别 ,对 任何 鸭 定 的 wE (一 0， 00)， 

六 ono) 

亿 是 L( 一 oo, co) 上 的 线性 泛 丁 . 

遥 常 在 某 个 函数 空间 中 , 由 微 务 运算 { 包 括 初 始 条 件 或 边界 条 
竹 , 如 全 2 中 的 卫 CD)) 和 积分 运算 (如 例 4. 例 5 中 算 子 ) 所 定义 的 
算 子 ,分 别 泛称 为 笋 分 既 子 和 积分 算 子 ， 

3. 线性 算 子 的 有 界 福 与 连续 性 

在 度量 空间 中 , 已 介绍 过 连续 上 映射 的 概念 。 线性 算 子 出 于 具 
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有 可 加 性 ， 妈 天 (十 乃 一 Tw 十 Ty, 所 以 关于 连续 性 有 更 进一步 的 
绒 果 . 

定理 1 设 人 是 赋 淮 范 线性 空间 了 到 赋 准 范 线 性 空间 了 的 
线性 算 子 ,人 很 刀 人 在 荣 一 点 和 所 多 了) 连 急 , 那 末 在 史上 处 处 

证 明 对 任 意 一 点 42E 纪 人 加) ， 设 加 后 多 各) ,是 一» 于 是 
wa 一作 十 wo->zo， 由 根 设 了 在 20 处 连续 ,所 以 当 m 一 co 时 ， 

大 fo 一步 二 20] = To Ts Tro> To, 
办 于 人 2w->T 了 Tx, 邮 人 在 2 点 是 连续 的 ， 

由 此 可 知 ， 要 验证 线性 答 子 开 是 连续 的 ， 只 需 验 证 到 在 0 点 
连续 就 可 以 了 . 

例 6 瘤 良 纵 赋 淮 范 银 狂 空间 中 线性 等 子 是 连 演 算 子 . 事实 
上 ， 因 为 第 因 闲 $5 害 理 11i, 13 己 证 明 有 限 维 赋 淮 范 线 性 空间 中 
住 证 范 获 收 伍 等 价 于 依 Emelid 范 浅 收 侈 ， 或 等 价 于 按 举 标 收 人 钱 ， 
用 Haclid 空间 下 钱 性 等于 显 热 是 连续 的 , 所 以 有 限 维 财 淮 范 线 性 
空间 中 一 切线 性 算 了 是 连续 的 . 

定义 设 互 、 工 是 两 个 赋 淮 范 线性 空间 , 工 是 王 ->7 的 线性 
算 子 ， 定 义 域 为 银 (T)。 如 果 算 子 了 下 将 其 定 尽 吉 中 的 每 个 有 界 焦 
蚀 射 成 一 个 有 界 集 ， 矿 称 了 是 有 界 ( 线 性 ) 算 子 , 不 是 有 界 的 算 子 
就 称 为 无 界线 性 ) 工 子 ， 

莱 准 范 线性 空间 中 的 相似 筑 子 最 然 是 有 界 的 ， 

定理 2 设 人 是 研 范 线性 空间 子 到 孔 范 线性 空间 了 的 组 性 
算 子 [ 注 1, 那 示 下午 几 件 事 是 等 价 的 . 

CD 于 是 有 界线 性 算 子 . 

《3 存在 常数 民主 0, 使 得 对 一 切 xE 芳 ， 

Twl < Ml. .4) 

(3) 了 工 是 连续 的 线 狂 算 子 ， 

证 明 (直人 一 地 设 下 是 有 界 的 线性 算 子 , 那 末 下 把 单位 球面 


[ 注 ] 未 明确 指出 了 工 的 定居 域 时 , 约定 意味 着 多 (TPT) 一 节 , 参 见 第 一 章 3 的 映 再 
小 节 。 
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5S 一 人 y] ly ~ 了 ,gy 革 } 映射 成 一 个 有 界 集 , 所 以 有 一 个 常数 及 > 
0, 对 于 gES8, 有 |Ty| 志 并 当 w 一 0 时 , CL. 少 自然 成 立 ， 当 % 史 0 


寺 ， 作 y 一 -eT[, 那 来 册 yES, 得 到 


[7 2 = 
I Fal al “ 


因 认 民 .人 名 计 一 茹 x 成 并 ， 
(2) 坟 (8) 显然 , 对 尾 何 43->0, 由 侍 . 人 立即 可 知 荆 sn20， 即 
工 芷 zx=0 点 连续 .由 定理 二 了 在 不 上 连续 ， 

(3 一 和 如 果 宇 不 是 有 界 的 ， 即 存在 fo 了 ，12| 一 二 =， 


2,…, 使 得 |?onl>>n， 令 yo 一 让。 显然 ,go>0, 然而 


VA 


2>1, 和 % 一 1 2, 四 


这 与 了 在 y=0 点 连续 的 假设 相 矛 盾 , 所 以 了 是 有 界 的 .证 毕 . 

因此 , 对 研 范 线性 空间 中 的 线性 算 子 ， 以 后 可 以 用 过 . 八 式 作 
为 连 壮 性 或 有 界 人 性 的 定义 . 

注意 , 当 于 .了 是 赋 准 范 线 性 空间 时 , 定理 2 是 不 成立 的 , 即 
线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 并 不 等 价 ( 读 浓 自 行 举 出 反 便 )、 所 以 
在 赋 范 空间 的 线性 算 子 理论 中 , 算 子 有 界 性 是 重要 的 ， 与 有 界 性 
有 关 地 , 引入 如 下 概念 . 

定义 设 到 .了 是 两 个 同 范 线 姓 空间 , 人 是 芝 ~>Y 了 的 有 界线 
性 算 子 , 称 


17] 一 sp eal 


= 区 [a 
为 算 子 了 的 范 数 ， 
由 定理 2 立即 得 到 有 界线 性 算 子 的 范 数 是 有 限 的 . 
引 理 ” 设 了 是 贼 范 线性 空间 下 上 的 有 界线 性 算 子 , 那 宋 
La se， 人 ee 工 )， (1.4) 


并 二 
[TI=supiTs| =snplTel (1.5) 
izt=1 es 
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证 明仁. 公 ) 是 显然 的 ， 今 证 这. 肋 ， 事实 上 ,， 从 弛 -9 生 立 部 


可 得 
| 到 | >suplTsl >suplTel. 


另 一 方面 , 对 任 全 YQ, 出 Tm 是 范 数 为 的 河 量 , 多 此 
2 六 | <srp [zz 
上 土 式 左边 取 虐 确 界 后 得 到 人 <sapj7o|, 由 此 得 到 (1.5). 
称 [Tz|/Isl 海 外 在 名 方向 的 仲 张 系 数 ， | 于 | 的 几何 意义 是 一 
靳 方向 伸张 系数 的 上 确 界 . 


现在 举 一 个 具体 空间 中 具体 算 了 于 范 数 求法 的 例子 . 
例 ? 对 任何 ELm 柜 , 作 


EF) 由 一 人 7 本 (1.6) 


把 卫视 为 上 fw, 四 OTs, 可 的 算 子 时 ,上 上 =. 
事实 上 , 任 取 fFELta, 外 ,使 ls[ 汪 1 一 1, 册 于 


flow ~ max| (PF) (o) | max | 7 (at | 
<max| 9 1ai<[ FO lam1, 
即 [TH<1， 另 一 方面 , 取 天 ~ 


; 显 骸 lfols, =1, 那 来 又 有 


jz 


Th 一 SP oc ml Tf olor = roax |. 了 a 
-| 5b— : 一 多 开店 
即 赴 11 所 以 | 一 工 
如 将 民 . 芒 式 扬 定义 的 算 子 看 成 了 Te 外 ~>L[6, 杂 的 算 子 时 ， 
那 束 | 王 | 一 5 一 和 
事实 上 , 任 取 ,了 GE 工 [ae 办 ,使 |flz 一 4 由 于 


[ 注 ] 为 防止 混淆, 对 某 些 范 数 训 上 下 标 空 闻 以 订 区 央 。 
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IF 一 | 下 FB dt | an<|。 上 JF (BD | di dy 
<| | IFW laao=| taz-p ~ 


即 | 了 ;5 一 g， 另 一 方面 , 对 任何 使 得 十 工 < 的 自然 数 %, 作 区 


im of fsa | 0 out 人 
1 


一 2 一 4 gs 


所 以 又 有 Tol >supl7j。] s~5 一 w。 从 而 [Z| 一 b 一 4 


例 耻 尘 诉 我 们 ， 虽 然 形 式 上 是 一 样 的 算 子 ( 倘 如 都 是 由 (1 .6) 
式 定义 章 积 分 算 子 ), 但 让 于 视 为 不 同 空间 的 上 映射 ， 它们 的 范 数 去 
汉 相 同 . 

例 8 设 了 为 如 一 ?的 线性 算 子 , 在 基 {ej%ml1, 2,*，n} 
{其 中 = CO, 2 0, 1, 0, 0y 候 ) 下 的 和 炬 阵 雪 示 为 T= {fyv}, 并 
且 是 对 称 的 ， 即 所 一声 re。 由 于 对 称 性 ,局所 级 代数 知识 ， 必 存 在 
了 即 上 上 另 一 组 单位 正 变 基 {6 13=1,， 23,，…, ww}, 下 在 这 组 基 下 对 月 
化 ， 即 工 一 (th) s 共 , 一 hduv( 当 Kr 时 ， Gp— 1; 当 pan 时 ， Sr 
由 ,其 中 力 是 答 阵 (66w) (也 是 (如 ,的 ( 实 ) 特 征 值 .而 任何 2E 到 ", 


在 基 {ol} 下 有 唯一 表示 e 一 半 ogd，jol- 癌 ja 而 
To Doh, CL.7) 


因 丽 人 al = Bel "<max|h | Ei 
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所 以 IT|<maz|hl. 
不 妨 设 I:| 关 ] 加 |，5 一 2, 3,…, ,特别 取 w 一 必 , 易 知 
| 了 人 > lh | =max|Xl, 


因此 | 了 | 是 对 称 矩 阵 人 ww) 的 特征 值 的 绝对 值 中 最 大 者 - 

各 果 (sx) 是 非 对 称 的 阵 ， 令 (bw) 是 (bn) 的 转 置 短 阵 ， 那 来 由 
线 代数 知识 可 知 ， 一 (fr) 的 范 数 是 乘积 矩阵 Gy) (bo) 的 最 大 特 
征 入 ( 必 为 非 负数 ) 的 平方 根 . 

一 般 说 来 , 求 一 个 具体 算 子 的 范 数 并 不 容易 ， 例 8 中 空间 如 
算是 比较 简单 的 了 ， 求 一 个 线性 算 子 的 范 数 就 需要 线 代数 中 有 关 
的 许多 知识 ， 要 是 把 名 换 成 一 般 的 n 维 典范 线性 空间 ， 即 便 是 
Minkowski 空间 ， 想 给 出 它 上 商 一 般 算 子 的 范 数 是 很 困难 的 ， 因 
此 ,在 很 多 场合 只 能 对 范 数 作出 估计 . 

显然 , 并 非 每 个 线性 算 子 都 是 连续 的 。 例如 下 是 O[a, 四 中 
连 绪 可 微 函数 全 体 所 成 的 线性 子 空 间 ， 视 微分 算 子 -是 以 三 
为 定义 域 的 卫 >0 [a, 可 的 线性 算 子 , 易 知 -9 就 是 不 连续 的 算 


子 ， 例 如 在 CIw 杂 上 了 到 0.( 引 一 20" 中 n 一 ]，3，,…)， 易 知 对 每 
个 到 iz 一 I, 然而 


(Sz) 元， ) 的 一 -nero 
民 | (后 on) 【 共 | n> (n>c0), 


所 以 全 -不 是 全 >Ofa, 四 的 连续 的 算 子 . 


对 于 赋 准 范 线 性 空间 上 的 线性 泛 酉 了 , 我 们 总 视 了 为 总 到 数 
域 入 所 成 的 赋 范 (好 对 aE 从 ,规定 |a| =1a|) 线性 空间 的 线性 算 
子 . 因此 ,有关 污 函 的 有 界 性 、 连 续 性 以 及 它们 的 关系 就 不 再 复 
述 . 对 于 赋 范 空间 二 上 连续 各 性 江 画 了 ,由 于 了 lw) 全 内 ,所 以 
fC) | = 17 1, 


因而 了 的 范 数 就 是 
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FE=suplf to) |. 和 -对 
对 于 线性 泛 函 ,还 右 下 面 的 与 连续 性 等 价 的 定 再， 
定理 3 设 革 是 赋 深 范 线 性 空间 , 了 是 之 上 线性 泛 隔 ， 屠 
来 ， 
{1) 了 证 连续 前 充 要 条 件 是 了 的 零 空间 
-六 一 他 7 =0} 
是 王 的 闭 线 性 子 空间 . 
\2) 不 恒 为 零 的 线性 泛 函 了 是 不 迷 续 的 充 要 条 件 是 .A(Ff) 
在 到 中 钵 密 . 
证 明 (了 就 态 第 四 这 385 的 引 理 1. 
{2) 必要 性 ”让 定理 4， 了 了 必 在 w=0 点 不 连续 ， 从 而 存在 
{ws}, po 一 > 得 | Cn) | so0>0 《此 好 So 为 某 个 常数 ) 训 任 何 
省 息 二 ,显然 


也 一 Fw) | 
Pn) EN, 


着 且 他 一 2 ZE (N00), 
所 芒 .A 四 在 于 中 珊 害 

充分 性 如 果 了 是 活 续 的 ， 那 宋 从 -及 前 稠密 性 立即 可 知 
了 一 0, 这 与 假设 了 0 矛盾 .证 些 . 

3. 有 界线 性 算 子 全 体 所 成 的 空间 

现在 我 们 海 察 线性 算 了 之 间 的 初 符 运算 

设 攻 、 了 了 有 是 两 个 线性 空间 我 们 以 (了 -> 了 ) 表 示 由 访 到 了 
的 线性 算 子 的 全 体 ， 类 似 于 五 数 的 初等 运算 , 我 们 也 可 引入 算 子 
的 初等 运算 . 

当 4, BE{X— 了 ), a€ 从 寺 , 作 算 村 4 十 BB, 34 区 下 : 对 于 
任何 gE 于, 规定 


{A+B oo—Av+ Bw, 
{aAd) w=at dw). 
显然 , 4 十 吾 . od 都 是 属于 ( 荆 -> 了 )， 称 4 十 呈 为 算 子 4 与 召 的 
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和 ，ou4 泳 a 与 如 的 数 有 来 ， 容 易 知 道 (于 -> 了 ) 按 照 上 述 的 线性 运 
算 稿 成 一 线性 空间 . 
设 2 又 是 一 个 线性 空间 ， 加 果 BErX> 了 ),，AE(FT->2)， 
作 卫 到 了 2 的 算 子 如 下 ， 
{A-.B)2—A(Bz), weETF. 
莉 绕 .二 妈 扫 与 吾 的 复合 肝 射 4oB) 是 由 至 到 名 的 线性 算 
子 , 称 妇 -如 为 算 子 4 与 晴 的 积 , 常 简写 为 4B8， 特别 地 , 当 邓 = 
了 一 2 时, 如果 44, BE ( 互 全 站)， 那 来 4BE{《 了 性 且 )， 并 且 易 知 
《不 玉 于 ) 按 照 上 述 线 性 运算 及 先 积 成 为 一 个 线性 代数 [ 注 ], 六 以 了 
为 单位 元 ， 一 般 说 来 4B 不 一 定 等 于 BB4， 如 果 A4B 一 B4, 就 称 
4 、 吾 大 可 交换 的 . 
当 下、 了 是 赋 范 线性 空间 时 , 以 儿 ( 政 > 了 ) 表示 由 卫 到 了 前 
有 界线 性 算 子 的 金 体 ， 假 如 4, BE 多 :下 -> 了 ), 那 末 
A+BEBAXET), oAEB(L+T), 
这 里 ex 是 任意 的 数 , 并 且 
14+B|<I41+18|, .9) 
faa = |alladl. (1.10) 
等 式 代 .10) 是 显然 的 。 至 于 过 .9) 可 证 明 如 下 ， 任 取 6E 三 ， 
那 来 


(A+ BzIElAr)+ lBol<)Allzl+ [Bel, 
从 而 导 . 护 成立， 又 显然 141>0, 而 41 一 0 只 限 半 ~0。 所 以 
得 到 的 结论 如 下 : 
定理 和 4 设 祥 、 了 是 赋 藻 线性 空间 , 履 ( 卫 -> 了 ) 是 王 到 了 的 
有 界 锚 性 算 子 爹 体 ， 闭 求 比 ( 于 -> 了 ) 按 通常 的 线性 运算 及 算 子 范 
数 成 为 赋 范 线性 空间 , 
还 后 , 如 不 另外 说 明 , 我 们 总 是 把 鹃 ( 王 ->) 了 解 为 上 述 的 赋 
[ 注 ] 设 召 十 线性 空间 ,和 如 凡 难 如 中 任意 而 个 元 素 my 规定 了 积 w 愉 EE 售 ， 适合 
如 下 条 件 们 对 法 结合 律 ; 当 3 y, 3 站 时 , 瑟 :人 的 一 人 :的 :和 《也 条 法 对 
部 医 的 分 配 律 ; 省 和 #8ERE, gr 十 内定 十 你 :各 和 十 , 玫 一 反省 十 


8 从 汪 是 数 , 4 EE 0 gt 用 ,就 称 吾 为 线性 
代 娄 ， 


8 瑟 和 皇 可 《39- 


其 径 性 空间 ， 

定 尽 设 并 是 赋 范 线性 空间 ， 同 时 又 是 代数 ， 如 果 其 中 元 及 
骨节 梁 满 足 

[wl < lhl, 

识 才 ?x[ 基 赋 范 懂 籽 。 完备 的 (作为 峰 范 窑 5 间 是 完备 的 ) 总 落 代 误 
太宗 为 Banach 代数 . 

设 及 是 感 范 线性 空间 , 当 4, 吾 E 肛 (天 一 是) 上 时，4 吾 也 是 在 
瞪 绕 性 算 子 , 而且 

lABI< EAINIBI. {1.11} 
事实 上 , 当 wE 及 时 ， 
[4Bzl< |All Bol 1ATIBl al, 

从 而 得 到 ( 工 .二 ) ,所 以 开 ( 廊 一斑 ) 是 赋 范 代数 . 

定理 8 设 不 是 赋 沾 线性 空间 ， 了 是 Banseh 空间 ， 那 林 
多 (> 了) 是 Banach 窜 3 站], 

证 本 设 入 基地 (一 站 中 一 列 元 素 , 并 且 是 基本 的 , 即 鸡 . 
于 位 条 0 存在 六 ,当主 六 时 ， 


[TC— | 一 e， 
国 冰 对 任何 zE 避 ， 当 2 m3 六 时， 
| 一 全 se (1 .12) 
所 以 固定 % 寺 ,了 Znw} 是 了 中 的 基本 点 列 , 由 于 五 是 完备 的 ， 听 以 
存在 2 伍 得 
y= lim Ty. 


作 谷 艺 外 如 下 , 对 每 个 aoE 令 
To ~y™ lm Fp, 
容量 印 道 工 弟 到 ~ 人 的 线性 算 子 在 民 .1T9) 中 , 令 和 一 cs， 可 得 
Eo 当 nN 时 ， 
一 下 人 | 一 了 | 一 天 ez 
上 下 8 不 依赖 于 zw 所 以 上 臣 说 明 , 当 Rw 这 六 时 
[7.— TI ~ sopl ,~T)ol es, 
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和 全 一 人 ECXY)， 从 而 人 一 T, 十 (人 一 TE 多 ( 开 -> 了 Y), 并 
且 Hmlz 一 全 | 一 0， 冉 而 区 (去 一 了 ) 是 完备 的 赋 范 线性 空 癌 . 证 

我 们 内 定理 6 还 可 以 得 到 下 面 的 颖 昔 . 

定理 和 当 于 是 Bansaeh 空间 时 ， 攻 (于 玉 卫 ) 是 Banacbh 伐 
数 . 

了 下面 着 Banach 代数 中 一 个 重 变 的 铺 果 ， 在 本 书 的 第 七 音 中 
将 用 到 它 ， 

定理 ? 设 互 是 Banaeb 代数 ,了 TE 及, 那 林 lvVTT 1 存在 ， 
并 县 


lim VE inf WT. 
证 明令 =infv 和 "| 显然 Jim 必 全 > 所 以 只 要 证 明 


Hm~v |r 


就 可 以 了 . 
事实 上 , 对 任何 e>0, 由 下 确定 义 , 必 有 自然 数 mr, 使 得 


MA rt 8. 
取 定 mm% 后 ,对 每 个 自然 数 %, 必 存 在 非 负 整数 五 . 0<L<m, 使 
得 
Re ne ts, 
重复 应 用 Banaobh 代数 中 前 不 等 式 zgy| 志 zllyl， 便 得 弄 光 任何 
自然 数 TI 二 从 而 
MA A A 


1 Kn Rn | En Jk 
<ITI Ts) 
因此 ln Viet, 
再 令 8->0, 立即 得 到 Jimw 杠 "[<r。， 证 毕 . 


从 定理 6 了 立即 得 到 下 面 的 系 
系 这 所 是 Banacp 空间 ,TE 绍 ( 王 玉 芒 ), 郑 来 


1 线 竹 算 了 李 48 
Jimww IT] inf YT]. 


下 闸 举 一 些 Bamnach 代数 的 例子 . 

例 9 设 于 是 赋 范 线性 空间 ，Bo 是 仅 由 单位 算 耶 工 的 信和 数 
ol 全体 记 构成 的 集 , 即 Bo= {al, gE 四 }， 居然 如 是 Banach 代 
数 . 

例 10 取 于 一 [sg, 加, w( 信 是 [a, 31 上 的 连 继 隙 数 ， 对 每 
个 x, 作 相 应 的 下 一 苹 的 线性 算 子 如 下 ,; 对 任何 EL[a, 5], 

w: FrE( DF OD. (I .13) 
显然 , 算 于 是 卫 一 耳 的 线性 算 子 ， 通 名 称 它 为 素 积 并 子 ， 今 证 
vw 是 有 界 算 子 ,并 且 


fo —max le) |. {1.14) 
事实 上 , 对 任何 FE 杀 , 由 于 
fo eFC Laremas lo 1 1708) la 


[a jsj 和 mazx12( 有 用， 
因此 上 | < max |zC) |. 


另 一 方面 , 团 区 间 上 连续 函数 | 人 | 的 级 值 是 可 达到 的 , 必 h 有 吉 , 俩 
wtio) | ~ max let), 和 GE [e， 加， 

因此 , 对 任何 se 汪 0, 必 疹 5>0, 当 E(t6 一 $8, 苔 十 的 时 ， 

| 一 < 人 | (1.15) 
在 工 [a, 外 中 明志 类 下 : 

0， 当 #GE (加 一 3 妈 十 3) 时 

.六 (六 一 1 
5， 当 tE (ti 一 5， 如 小 8) 时. 
显然 , 疡 全 关 0 县 |fs| 一 1， 根 据 (1.1 晤 ,就 有 
(EI GLE OE 


即 {afsl> [st) [~e =—maxle(D {~s, 


也 就 是 说 jel max loi) | —s. 


令 o->0, 便 得 到 
jel max |eti)1, 

因此, .14) 成 立 . 

.I4) 说 明 ; 如 果 把 OTe, 站 中 元 崇 s 作 为 Ll, 了 -> 了 [5s, 杂 
的 敢 积 算 子 时 , 作为 算 子 的 范 数 和 作为 Banach 空间 Oo 站 的 元 
束 的 范 数 是 一 致 的 . 

此 外 ，OFe, 如 中 所 有 元 素 wm， 按 过 .19) 方 式 作为 Lis, 351- 
了 Fe 旨 算 子 时 ， 显 然 鬼 成 一 个 代数 ， 易 知 这 个 代数 是 Ban23 让 
数 . 证 上 毕 . 

例 了 从 显然 , Of 机 本 身 按 通 常 函数 的 线性 适 算 和 乘法 询 
或 一 个 线性 代数 , 并 且 在 范 数 js 一 maz12( 如 | 下 成 为 Bans2i 入 
数 ， 

例 入 厂 者 示 一 切 满足 忆 io.| <co 的 数列 所 产生 的 ?0， 


2 上 汕 数 2(0) 一 owe” 全体 ( 即 绝 对 收敛 的 三 角 级 数 全 条) 


按 谣 常 函数 的 线性 远 委 构 成 线性 空间 当 2- 六 oo，y- 
. 衬 auere 时 , 如果 规定 乘法 运算 ( 即 普 通 函 数 的 乘法 ) 为 


DO T(E nrg je 
易 知 仇 成 为 线性 代数 .如 果 在 到 中 规定 每 个 (四 一 总 we 的 


lsl= 六 le， 
世 很 穿 易 证 明 环 在 全 | 下 成 为 Banach 代数 ， 
例 了 2 在 Benach 空间 五 ((- co，co)，ri 上 ,对 任何 广 g 引 
入 乘法 运算 


CF-D 0) = {fe ga. 


丰 开 第 二 章 §3 的 有 关 结 果 ， 容 易 证 明 五 (一 co， co), m0) 在 深入 
上 述 且 尘 司 成 为 Banach 代数 . 


$1 线 住 字 丫 $81 


在 研 菏 代 洲 拭 中 ,如 时 开 中 茶 两 个 元 zs.8 满足 
To — Yr 
ey y 是 可 灾 找 的 ， 如 时 所 中 任何 两 个 元 都 可 交 搞 , 那 末 冬 
接 的 转 范 代数 .。 自然 , 如 果 站 是 一 个 变 扶 的 契 范 代数 ， 网 
阿 辽 证 Banaah 好 后 , 屠 林 称 汇 是 交接 的 Banacon 代数， 
1 民 旺 范 代 洲 寞 的 子 代 起身 出 总 一 个 代数 ， 那 未 写生 是 
激 。 可 果 4 作为 子 空间 还 涉 完 货 的 ， 那 未 丈 4 是 时 前 


Baniceh 子 代 效 . 
大 Benaoh 代数 前 更 论 ， 襄 在 已 发 展 成 汶 具 有 广泛 应 及 花 


一 小江 症 


1. 让 至 中 ， 知 办 可 定 内 信 x 阅 me 的 苞 数 为 | 一 蕊 2z|zw|， 琉 出 
例 十 算 于 人 的 东 6 数 ; 如 果 舰 定向 晤 2 的 范 数 汶 
工 
至 
一 3 
bzl=( 高 lm ) ， 
证 胡 任 工 记 算 子 的 范 煞 适合 
地 1 
可 全 性 束 
£ 1 EE a | 1 a 
msx( 翌 和 av] ) 志 4| < 人 六 li | ) 
性 莽 范 空间 IPCoo>p> 力 中 亲子 了 和 如下: 当 z={2w}€ 二 时 ,2 


n 二 


2、 放 线 | 
其 由 


i 


TR I 广 明 允 为 有 界线 性 算 子 。 又 


问 :并 各 全 的 大 界线 性 算 子 是 否 若是 刘 个 形式 9 
3. 了 Ea 由 到 CULa 四 汐 积 分 算 于 : 


Co 全 一 | Kls, tot)at, oe Oa, 于， 
其 鼎 吾 ks 明 是 [a 5] xTLa, 妇 上 二 元 连续 区 数 。 证 明 
“ 
171 一 ?mag | [EG, las, 


4， 设 了 工 是 CEz, 8B] 上 有 前 线 注 莫 于 , 令 
FT R=0, 1, 2 


463 水 五 音 线性 和 牙 了 于 


证 明了 完全 自贡 数列 { 人 唯一 确定 ， 

5 设 了 是 赋 范 线性 空间 下 到 了 赋 范 线性 空间 了 的 线性 算 子 .如 打工 的 
零 空间 CTY = 全 |Zw== 人 和 是 闭 华 ， 癌 人 是 否 有 界 ? 当代 是 有 界 算 子 时 ， 
了) 是 闭 集 吗 ? 

6， 阔 出 例 0 中 的 乘积 算 子 (1.13? 在 L?(B,， jp) (p> 上 的 范 数 ， 此 地 
”此 是 如 上 (的 测度 , 吾 是 tS) 可 测 集 ， 
了 ,证明 L732m) (WV 疡 1) 江 和 子 
Te FN TY FE LIE mm), TE EB" 

是 有 界线 性 算 子 ,并 且 |2s|==1tr & BY. 

8、0( 一 ee，c) 是 (一 ce，ce) 上 一 至 连续 的 有 界 函 数 全 体 , 并 在 范 数 

lsl=saplg ce?! 


下 成 为 Banach 空间 .又 设 了 是 《一 “，c 7? 上 支 集 有 界 的 连续 函数 .证 明 算 
子 


Ty gD Cog) OD = FCs) gna 
是 0C 一 ,=) 上 有 界线 性 算 子 , 并 求 出 7 的 范 数 . 
如 果 视 TD 为 IC《 一 oo),m) 上 算 子 ,证 明 Z 也 是 有 界线 往 算 子 ， 并 
给 电 的 范 数 合计 ， 
9, 设 KCs, DE zrC[a, 四 x [ob], m)(oo>p> 雹 ， 证明 对 任何 pe 
(Ce 二 加 (二 + 记 一 1 算 子 


Tx: p> ECs, Pola 


是 AC[a, 9], m) 到 了 (Fo 5], m) 的 有 界线 性 算 子 。 并 将 上 述 结果 淮 广 到 
a = -co 8 一 em, 测度 四 接 成 一 般 的 (Z-S) 测 度 的 情况 ， 


$2 连续 线性 泛 函 的 延 拓 与 表示 


本 节 主 要 讨论 茶 个 私人 性 空间 的 于 至 间 上 线性 泛 芽 能 否 延 拓 成 
全 空间 的 线性 泛 函 ， 凡 及 某 些 具体 的 赋 范 线性 空间 上 的 连续 线性 
证 区 的 表示 问题 . 

工 ， 线 性 泛 生 的 存在 性 

设 于 是 线性 空间 , 显然 , 恒 了 节 值 为 零 的 泛 洲 是 总 上 的 线性 泛 
菠 , 它 是 下 上 上 最 平 凡 的 线性 江 函 ， 口 热 会 问 : 在 任何 的 线性 空间 
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三 ( 自 其 假设 是 非 宝 的 ) 上 , 是 否 一 定 存 在 非 零 的 供 性 泛 函 ， 与 这 
个 历 琶 荨 价 的 是 同 ， 如 果子 是 下 欧 某 个 线性 了 于 空间 工 上 的 线性 
泛 了 ,大 否 能 将 了 延 拓 成 整个 王 上 的 组 竹 泛 郑 ， 这 个 问题 的 回答 
基 肯 年 的 ， 和 而且 我 们 可 以 做 到 了 的 延 拓 症 按 某 种 限制 条 件 下 的 下 
拓 , 这 类 延 拓 定理 通常 称 为 本 ahn-Banach 泛 畏 延 折 定理 . 

定理 1 设 工 是 实 线 性 空间 ,Pp 荐 世上 具有 非 负 齐 性 和 次 可 
棉 的 泛 十 , 即 满嘴 

(i) 《 非 负 齐 性 ) gp 人 《ow) 一 ap{r), o>0, zm 世芳; 

{证 ) 《 深 可 加 性 ) pC8 洁 让 寺 p(TP() ,2 YETZ, 
及 设 卫 芋 王 的 钱 性 于 空间 ,了 是 三 工 的 线性 泛 函 ,并 且 在 卫 工 被 
区 从 上 控制 , 即 


FT) SPE), LEL, (2.4) 
那 玉 了 必 能 延 拓 成 全 空间 肝 上 的 线性 泛 函 ,并 且 使 得 
fn) ps), wE YX. (2.2) 


证 明 任 取 避 EE 一 荆 , 记 下 一 呈 an{t aa， 现在 先 考察 如 
何 将 了 在 保持 (人 3. 分 前 条 件 下 , 从 工 延 拓 5 成 五 上 的 广 . 
显然 ,对 也: 中 任何 刀 必 有 叭 一 的 %E 有 ,mE 民 , 使 得 
站 一 出 十 wo, (2.8) 


(Df) + a0, C2.4) 
显然 六 是 了 在 五 :上 的 延 折 ， 当 芒 一 后 十 oz 人 一 二 他 是 五 中西 
个 庙 量 ,和 4, 上 ER 时 , 按 记 的 定义 C3. 人 0， ， 

万 (aa Ry) = Fh sat Chor erg) io) 
一 了 (2 十 ta) Tt CNet Hea 0 
— hy) TF f(a), 
即 户 还 是 线性 泛 散 ， 但 为 了 保证 二 上 的 户 适 侣 人. 咏 ， 数 上 是 
不 能 随便 选取 的 ， 下 曾 考 察 如 何 选 取 o 使 得 (2.3) 成 立 . 
根据 人 2.2) ,对 一 切 4 所 荆 , mEE 民 ,6 应 道 合 下 列 不 等 式 : 
f Cw) Tac ps om0) , | {2.5) 


(2 .本 等 价 于 : 当 a>0 时 { 令 zw 一 了 ) 


任 取 cER, 规定 


-故人 了 第 五 次 线性 算 了 地 


FO toSp ut ro), vuE 下 (2.6) 
击 当 a<D 时 (人 ui 
FO op — wo), Ww EL (2.7) 


《 当 a 一 9 时, (2 男生 成 立 )。 侧 各 .的 、 (2.7 等 价 于 
DP — Wo) EP ro) — fC), 
,wt€E LL. ‘2.8) 
可 见 , 所 选择 的 “必须 适 全 (3.8)， 困 此, 这 种 能 选 到 的 充 守 条 
件 是 
sup{f (6) — plu 一 “int{plut eo) 一 了 GO (2.9) 
现在 , 只 要 说 明 在 是 理 假 设 茶 伯 下， 信忠 确实 感 立 即 可 了 ， 举 实 
上 半 尾 何 Ww EK, 由 从 上 控 扔 假设 
FU EPUTE) EDU 0) Tp — 0), 
即 对 征 何 纪 , YWE 稀有 
FD PW 0 EDT wo) —7 (1). {2.10) 
因为 和 ww 是 彼此 独立 的 , 在 C2.10) 中 国定 w, 不 等 式 右边 先 对 忆 
取 下 确 界 ， 然 后 青 在 左边 对 取 上 确 界 ， 立 即 知道 (32.9) 成 立 . 
既然 局 .有 成 立 ， 所 以 得 全 人 .8 的 存在 ， 只 要 到 一 个 这 种 
9, 记 作 的 记 倚 是 了 在 五 上 的 延 拓 , 并 且 在 三 上 能 保持 人 .321 式 ， 
这 样 ， 我 们 就 严格 地 证 明了 从 五 上 的 了 能 在 保持 .3) 的 条 
人 忻 下 延 拓 到 五 一 span{ 工 , aoj( 比 荆 弄 加 一 维 空 间 )。 直 此 马 可 将 
fs 从 五 延 拓 到 Ls 一 gpan{ 工 wi} (其 中 mL)， 如 邮 和 手续 可 以 
一 直 艇 下 去 ,直至 延 拓 到 整个 开 上 ， 当 然 , 一 般 说 来 这 是 无 冯 次 
过 程 , 泪 及 到 汇 限 过 可 训 能 性 的 逻辑 阿 题 , 下 面 我 们 用 Zorn 引 理 
来 证 明 二 上 了 可 延 拓 到 斑 上 . 
设 ( 有 多， ) 是 一 个 集合 ， 其 中 的 元 素 人 fu， 于 ) 规定 邵 下 ， 蛙 
是 王 中 包含 厂 的 线性 子 空间 , 而 .是 在 歼 上 的 ( 绕 人 性) 延 拓 ， 
并 在 好 上 适合 和 件 人 .2)， 今 在 (多 ，- 罗 上 规定 序 如 下 : 当 型, 性 
好 .Pan 是 fa 的 咎 招 时 ， 规 定 (Cj 型 Ca 居 :)。 容易 证 
其 < 广 (多,， 如) 上 的 序 甘 系 ， 
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今 验 证 淮 序 集 (. 多 ,， 名) 中 任何 一 个 全 序 子 集 { (fx,, Wo 
二 } 必 有 上 界 ， 事 实 上 , 令 = Hs, 显然 ， 型 是 二 的 部 性 子 空 
间 , 并 且 形 二 型 skaEd4、 在 开 上 上 规定 芒 吉 下 ; 对 任 生 x 前 ， 
必 有 wE 4 使 得 wE 前 。, 这 时 定义 
ago — fu, Cw). (‘2.11) 
先 证 明 上 述 定义 是 恰当 的 .事实 上 , 加 时 又 让 2 天 sw.(w' 关 2%}， 由 
于 全 序 性 《Js， 开 za， 弄 或 人 型 o CP， 中 
必 有 一 个 成 立 , 例如 (fu,, 型。 二 C7e 开 0 即 好。 玫 下 .Pr 是 
fu 的 延 丘 ,从 而 


Fu) 一 Pr 一 Ca 
即 .Pa 的 的 定义 ,并 不 因 神 z 属于 不 同 的 形 < 面 有 不 同 航 值 . 旬 而 
fx(wm) 的 定义 基 恰 当 的 ， 其 次 ,验证 了 x 是 以上 线性 泛 甬 ,并且 在 
订 工 满足 侣 , 马 和 条件。 事实 上 ,对 任何 zyE NY, 必 邦 在 %, 8ER, 
使得 8E 弄 。 3 各 型 6。 同 上述 全 序 性 的 理由 ,可 不 妨 设 和 Cg， 
因而 姑 任 何 和 ER, Nw 全 pyEUe， 按 (2,11) 和 J 在 有 Hs 上演 
是 (2. 钨 条件, 谋 即 得 到 
fu Not pp fu Nm HY) fy 8) T+ pfar, Cf) 
一 和 farfo) + fH), 
Tue) — fulw PL). 
这 样 就 得 到 (fu, 和) EL 多 ,名 ). 显然 对 全 序 华 (fu, MM,) |a€& 
了 任何 Cs 六) 莉 满 是 Cu， 下 四 (Pi 弄 )， 即 Ca 是 
于 述 全 序 集 的 上 上 办， 
由 Zorn 引 理 ,立即 知道 (多 ， 当 ) 中 必 守 在 家 大 元 (fy 0). 
惠 下 公 需 说 明 其 o 一 芷 就 可 以 了 ， 
事实 上 ， 如 时 型 0 六 互 ， 那 末 存在 zoE 荆 ， woE Mo, 这 时 用 fo 
作为 忆 ja 作为 利用 前 区 的 证 肯 , 可 在 保持 名 . 包 条 件 下 , 延 扰 
Pr 到 蜡 一 号 anf 开 0， so} 上 成 为 far, 导热 ， 
(fu No) A Cf, MY ELCF, EY), 
并 且 村 中 有 ,这 与 Cr， 型 四) 是 (多 ， 攻 ) 的 设 太 交 相 才 后 , 迹 举 ，. 
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利用 实 空间 上 的 延 拓 定 理 ， 可 以 证 明 下 面 复 空 间 上 的 延 拓 定 
定理 号 设 2 是 线性 空间 互 上 的 氢 范 数 ， 工 是 脏 的 线性 子 
空间 ,了 基 荆 上 的 线性 汉 画 ,并 且 


[fC [pe), weEL, (2.12) 
那 末 , 了 必 能 延 拓 成 金 空间 卫 上 的 鳅 性 泛 函 , 并且 使 得 
[fo [p(w), vE TF. (2.13》 


证 明 《LD 当 瑟 是 实 线性 空间 时 , 因为 拟 范 数 必 具有 非 负 齐 

性 且 荐 次 可 加 泛 函 , 而 由 人 .412) 可 得 到 人 2. 了, 因此 ,由 定理 二 立 
即 知 道 存在 了 在 世上 的 线性 延 拓 了 ,使 得 

fo EPL), vET, (2.2) 


从 而 
一 fo) 下 一 屿 sp( 一 切 一 p(o)，sE 工 ， (2.14) 
由 (2.14) 、(2. 分 立即 得 到 (3.18)， 
GT 当 马 是 复 空间 时 , 作 分 解 
f 0) 一 六 (人 十 访 Go)， ae 五 (2.15) 
其 中 方 、 户 分 别 是 了 的 实 部 、 虑 部， 因为 
f 0) df (0) = ~— falw) +éf1(s), oEL, 


所 以 fi — —f (en), foliv) — A (0), (2.16¥ 
即 广 , 所 并 不 独立 ,由 人 2.15). {2.16)， 
Fo) = fw) Ef). (2.17) 


这 启发 了 我 们 , 考虑 了 的 延 拓 , 关键 是 考虑 工 上 的 实 泛 函 所 的 延 
拓 . 

视 闷 为 实 线 性 空间 , 祝 五 为 互 欧 实 线性 子 空间 , 白 王 了 是 工 
寺 的 线性 泛 孙 ,当然 也 基 荆 上 的 实 线性 江 刻 ( 肥 对 实 线 性 组 合 , 具 
有 有 线性， 这 并 不 意味 着 了 (wm) 必须 是 实数 )， 从 而 了 的 实 部 广 是 工 
上 的 实 线 性 泛 函 ,并 且 

[Fm) fm) |<p(e), a EL. 
由 代 ) 中 已 证 明 的 事实 , 立即 可 知 广 在 玉 上 有 线性 延 折 广 ,并 且 
[8) [p(s), we 三. (2.18y 
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作 于 上 的 泛 否 
fF 8) =f (8) — (in), (2.19) 
首先 ,对 任何 2E 王 ,下 人 .19) 和 万 是 实 角 性 泛 函 ， 
Fiw) = 了 1 (2z) 一 六 5 一 区 ) 一 名 《六 【2 一 好 ; (im)) 
一 访 (z) ， (2.20) 
其 次 , 对 任何 衣 EE, 4 YE 了 ,由 于 六 是 互 上 实 线性 泛 政 ,由 
(2.19), 
F(art BD = ow Bp iar + By)) 
= of (ew) -BF 人 一 [ait 二 GPa 1 
一 oo) 十 后 产 (o)， 2 .21) 
由 (2.20)，(2.21)， 斧 知 了 对 任何 a, 8ES， (32.1) 也 成 立即 了 
是 复线 性 空间 于 上 绩 性 江 芳 . 
最 后 再 证 了 满足 .13), 事实 上 , 对 任何 ET, 令 
下 一 号 EF (Cre), 


于 是 

fF(0) | 一 so) = ep) fee) pe Pm) =p (0). 
证 毕 ， 

由 定理 1. 2 立即 得 到 下 而 的 线性 泛 函 存在 定理 . 

定理 8 设 下 是 线性 空间 , 如 果 下 {0}, 那 未 在 了 上 必 窒 
在 非 零 线性 泛 丁 . 

证 明 当 入 是 实 空间 时 , 任 取 go 池 0, 令 荆 =span{mo}, 又 任 
取 非 零 实 数 % 作 石 上 的 泛 画 

天 ooleac (BD 了 (eco) 一 上 co) ， (2.29) 

易 知 了 是 五 上 非 零 线 性 范 函 ， 只 要 将 定理 工 的 证 明 中 所 有 关于 
从 上 控制 的 讨论 去 掉 , 保留 其 余部 分 , 便 可 知道 了 必 可 线性 延 拓 成 
世上 的 ,显然 了 不 是 零 江 柳 . 

同样 , 当 脏 是 复 空间 时 ， 也 只 要 将 定理 各 中 所 有 有 关 从 上 溢 
制 的 讨论 去 掉 , 保留 其 余部 分 , 便 可 知道 本 定理 成 立 ， 证 毕 . 

&.， 连续 线性 这 函 的 延 拓 

大 们 很 自然 地 会 间 ; 当 开 是 赋 准 范 线 性 空间 ,并且 工 * {0}， 
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时 和 否 在 并 上 必 存 在 斐 零 的 连续 线性 泛 画 ,或 者 , 等 价 地 问 ; 丘 准 范 
络 性 空间 有 的 于 空间 上 上 前 连续 线 凰 泛 散 ， 是 次 必 可 延 拓 成 全 空间 上 
的 连续 线 已 泛 丽 。 只 要 注意 到 由 连续 线性 泛 男 所作 的 pfo) 一 
fi | 必 是 于 上 连续 的 氢 范 沙 ( 自 然 是 凸 泛 函 ), 由 第 四 章 37 定 
理 8 的 系 后 面 的 重子 , 可知 确 契 赋 准 范 空间 , 在 它 上 了 面 没 有 非 零 的 
连续 凸 泛 函 , 所 以 这 个 问题 ,一般 说 求 是 做 泵 到 的 、 覃 我 们 利用 定 
型 2， 可 以 得 到 二 面前 卫 ahn-Banaeh 延 折 定 理 ， 

定理 & 设 斑 基 坪 范 线 性 空间 , 也 是 互 的 线性 子 空间 ,了 是 
天 上 和 连 绪 线性 泛 函 ,1 本 天 示 了 在 荆 上 的 范 洲 ( 即 1fI 人 = 
sn 2) 1), 那 末了 必 可 延 拓 成 了 上 连续 线性 泛 攻 了 ,并 二 

| 再 一 有 

证 明 ”事实 上 ,只 要 取 gp(%) 一 jz， 易 知 定理 2 的 一 切 肯 

设 部 满足 ,从 而 了 在 互 上 有 线性 延 拓 了 适合 
FO) [Iledr!l, zsE, 

扼 了 是 连 综 移 , 并且 


Fl 
另 一 方面 , 因为 了 是 于 的 延 拓 ,所 以 
[FI ~sopl? (0) (>sap!f C0) |=/ls, 


从 而 fiz 一 .证 毕 . 
下 面 是 直接 应 用 定理 4 所 每 到 的 常用 的 几 个 重要 推论 . 
定理 5 设 于 是 赋 范 线性 空间 ,下 列 命 题 戌 立 ， 
(了 设 荆 是 了 的 线性 子 空间 , woEL, 并 有 号 p(zo， 瑟 >0, 次 
末 , 必 存 在 卫 上 连续 线性 泛 函 了 ,满足 
Ci) 对 任 休 wzEL, 了 {we) 一 0i 
(C11) fwo) :piro, Ds 
Ci) fl=1. 
(2) 对 任 柯 woE 下 , 必 存 在 下 上 连续 线性 泛 函 f, 满 是 
C3) fwo) ~ [rol 
i) 地 | =1., 


i rh 
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(3) 记 革 ”是 芒 下 连 球 线性 江 胃 全体, 对 任何 io 拭 王 , 必 有 
lso| =aup lf (zo)|. 
了 之 种 性 
证 明 人 令 下 一 sam 二 aol， 记 e 一 pfao， 了 > 有 对 于 
宙 任 何 乡 一式 -Fegofe 全 了， wu 从 ), 作 五 上 泛 隙 
g. yac thB gwot- aro) = oa0), {2.28) 
车 知 9 了 在 工 上 和 恒 等 于 零 , 而 (ao 一 Po 了) 
今 证 ;gz 一 1; 事实 上 , 当 e 关 0 时 , 由 (人 .23)， 
均一 上 -ao 一 [el ;oo 二 ae |a|p (ro, 四) 
一 |eje 一 1948) 甩 
所 以 [glz, 专 1, 从 而 9 是 二 上 连续 线性 泛 画 ， 反 之 ， 因 ?9 在 五 上 
恒 等 于 零 , 折 以 又 有 
plgo, DD—=|9G0) | = [9mro rt) | lol leot rel), mEL. 
(2 .24) 
在 (2.24) 中 取 z 为 一 列 {foo， 司 得 |m 十 oo -> Pao 荆 )， 由 
{2.24) 立即 得 芭 |9i 基 二 国 此 ,8 二 一 工 ， 
根据 定理 4, 二 上 的 9g 必 可 保持 范 数 不 变 地 延 拓 成 肚 上 前 
连续 线性 泛 沙 了， 显然, 了 就 满足 (了 中心, (i 让. 这) 的 要 求 ， 
(2) 当 m=0 时 ，( 人 显然 成 立 ， 因此 不 妨 设 zo 天 0,， 这 时 上 内 
要 将 {了 1) 中 的 荆 取 汐 {0} 即 可 得 到 . 
(3) 当 f 了 EX", 1fl 二 1 时 ,显然 
(Ff Co0) [< Fizol = |)%ol, 
因此 suplf (wo) 1 志 hwol， 友之 ,由 (3), 存在 jo EX*, 上 fol 一 1 合 


厂址 #4 


得 folwo) 一 上 eel, 因而 


Sm [fwo) | {folzo) |= lol, 
fER* 
从 而 jaol 一 sup (za 1 证 毕 ， 


了 EE 下 
注 深 ， 册 定理 了 5 徇 (2), 立 邯 可 知 对 任何 赋 范 线性 空间 下 ,如 
时 祥 关 人 0}, 那 来 在 全 上 必 存 在 非 零 的 连续 线性 泛 函 。 其 次 ， 峰 
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范 线 性 空间 的 子 空间 上 的 连续 线性 泛 画 的 保持 范 数 不 变 的 延 拓 并 
不 唯一 

例 1 设 斑 =, 即 了 是 点 = (tw9) 的 金 体 ， 凌 中 人 21 Ta 
为 实 闭 , 但 规定 [wi 一 [zi| 一 | 加 | .又 设 五 一 fo 0)}， 了 大 定义 在 
了 上 前 泛 国 :Fe 中) 一 wy， 显然 ,了 是 石上 连 综 线 性 泛 疯 , 而 开 
Cm 07) | 一 1} ;Co 0 有 融 籽 二 一 工 . 然 而 , 对 尾 苛 数 局, 三 
上 的 连续 线性 江 丽 了 (zz os)) 一 wpas 都 是 的 延 托 ， 由 于 

|F (Cm, de)) | [m+ Bol ‘<<ax(l, ji 如 | 2 | (21 区) 外 
所 以 ,只 要 181< 荆 子午 是 了 的 保持 范 数 不 变 的 延 折 . 

3.， 线性 泛 范 的 几何 意义 

现在 引入 与 线性 泛 函 有 关 的 一 些 儿 何 概念 . 

定义 设置 是 线性 空间 ，f 是 互 上 的 线性 泛 男 。 如 果 不 
是 零 证 函 , 那 束 对 任何 数 o, 称 研 的 子 集 

Lf — {elf (rs) ~ 0} 

为 五 的 起 平 盏 特别， 当 c=0 时 , 超 平 面世 (成 为 六 的 线性 
子 空间 , 即 泛 画 了 的 零 空间 (CF). 

例如 , 下 是 %% 维 空间 , 采用 1 中 便 1 的 记号 ,任何 -个 级 性 
泛 西 形 如 时 1 的 人 .只 ,这 时 , 超 平面 ( 放 就 是 通常 几何 学 中 所 
说 的 超 平 痢 ， 


ET 

一 《004) 便 是 超 平 面 Et 有 访 的 法 向 量 . 

定理 设 专 是 组 性 空间 , 六 9 是 半 上 前 两 个 绕 性 活 丁 , 下 
列 储 时 成 开 : 

其 果 了 0 那 求 下 /直方 必 是 一 维 线性 空间 . 

(2 如果. 让 =.AtgD, 拷 来 了 与 9 只 相 其 一 个 常数 入 . 

(期间 存 存 6E 名 6 天 入 使 待 下 ( 访 一 Ju 用, 那 永 = 外 

证 贸 (DD 因 沁 二 0, 所 以 存在 ww€ 攻 ,个 得 fzo) 友 0 有 而 
mu 用， 国王 天 /人 及 夫 各 }， 即 dim /NV( 了 >1， 再 证 
加 mm 证 /A 和 一 4; 任 取 % 毛 芋 , 量 然 


和 2 连 蜂 线性 活 医 的 延 折 与 才 示 7 


sf 人 mE Np, 


| 


从 而 家 应 地 对 区/ Ff 有 


CT 世间 ~™ 
(0-3 Fm oY Flr) Fpoy (2.25) 


即 下 /A 让 中 任 一 向 匡 2 必 是 2 的 常数 倍 , 因而 
dim T/A (FF =1. 
(2) 如 果 =0, 那 末 央 王 一 -TY ( 方 一 -9 立即 得 铬 9 二 0- 
所 以 不 怒 设 了 二 0。， 按 (了 ,存在 wo 到 0, 而 对 一 切 %E 二 ， 


of CEN), 


但 .人 (及 = ， 从 而 ge 一 -大 本 oo)-0, 即 


9(0) ~ fo), 2E 开 ， C2.26) 

换 窒 之 ,9 是 了 的 各 名- 人 奔 . 
(3) 首先 注意 ,对 于 非 零 线性 汪 本 属于 任何 ot0 有 二 (办 
下 事实 上 ,因为 了 过 0 从 而 必 有 2zo， 太 am 关中 因此 取 司 一 Fem TO 


时 ,Bao) 一 0, 即 Bm 人 Dol， 由 此 可 知 , 对 于 60 当天 ( 方 一 
有 时, 必然 有 f==0, 根 据 (9) 的 假设 , 廿 (DD) 一 Lo( 让 =8， 了 又 有 9g 二 0, 
成 耐 f=g， 因 此 ,下 面 在 证 明 ( 信 时 ,不 妨 设 
Lf)— Lo 0. 
先 证 -了 (六 一 .的 .、 及 证 法 ?斯 时 -让 诉 -A 六 ， 不 奸 
设 有 zaE.t (的 而 oo 王 -A7 方 ,只 而 


y= EN (9), (2.27) 
但 天 的 一 6 显然 , 这 与 瑟 ( 广 一 成 (及 相 了 矛盾 ， 所 以 
A EAN Lg), 


由 2) , 存在 常数 ?， 俩 得了- yY9， 尾 取 名 (让 ,可 得 
一 go — YY 一 ?0， (2. 


472 第 五 章 线性 算 子 
得 c 关 0, 内 此 ?一 二 即 了 一 9 证 毕 ， 


定名 设 革 是 线性 空间 , 五 是 吾 的 子 集 ，mmE 瑟 ，zo 十 卫 者 
示 集 {sw 十 yly€ED， 当 工 是 于 的 线性 真子 空间 时 ， 称 如 十 是 
广 的 线性 共 [ 注 ， 当 wo 寺 工 是 前 性 簇 , 又 如 果 dim 子 /工时 , 称 
zo 十 蕊 是 也 的 要 大 线性 世 . 

定理 了 设 半 是 线性 空间 ， 四 十 工 是 袜 关 线性 簇 的 充 要 条 件 
是 ze 三 是 三 的 超 平面 ， 

证 明 必要 性 ”假设 各 十 研 是 鹤 大 线性 簇 ， 如 果 mE 工 ， 那 
末 由 dim 三 /了 -1， 易 短 各 仑 全 /1 工 , 并 母 如 关 0， 基 而 对 任何 4EE 
万, 必 可 唯一 地 表示 成 

t=am+y, aE A, yeEL, ‘3.29) 
作 革 上 的 泛 汞 了 
ff: eg 十 > 12.80) 
易 息 了 是 瑟 上 非 零 线性 泛 函 ,并 且 (有 一 m0 七, 因此 二 二 是 
超 平面 . 

旺 果 zoEL, 由 dim 了 /五 =1, 存在 到 下 二， 和 二 三， 同样 ,在 
{人 2,29) 中 于 wo 换 成 m1 后 成 立 , 从 和 而 可 第 非 零 线性 泛 函 人 .30)， 并 
且 站 6 门 = 五 =20 十 五 ， 国 上 wo 十 十 仍 是 超 六 而 ( 道 过 0 点 的 超 平 
ED). 


1 注 ]】 有 的 闪 下 美南 由 称 续 性 得 为 线性 流 形 。 
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充分 性 设 工 .( 放 是 由 非 零 泛 凿 站 决 定 的 一 个 四 平面 ， 任 职 
-00 氏 王 ， 使 得 .Fa 一 6， 从 而 (让 一 p06 十- 人 (应 。 由 定理 6 的 
《了 可 期 ,Lo( 有 是 极 大 线性 艇 ， 证 毕 . 

4 Hahn 一 Banach 定理 的 几何 形式 

从 几何 的 观念 来 看 Hahn-Banach 的 钱 性 泛 函 延 折 定理 ， 那 
末 定 理 3 实质 上 就 是 线性 空间 增 的 子 空 间 厂 上 的 趋 平面 ( 了 上 
亲 极 太 线 性 簇 ) 廿 《用 必 可 扩张 成 全 上 的 超 平 面 ( 了 上 的 极 大 线性 
往 ) 工 ,( 了 了)， 同 样 , 如 果 先 能 证 明 ( 用 Born 引 理 可 以 证 明 ) 们 的 子 
空间 工 上 的 超 平面 必 能 扩张 成 瑟 上 的 超 平 面 ， 也 可 利用 这 个 绪 
论证 明定 理 3 成 立 、 而 Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定理 二 2 还 具有 
从 上 控制 的 条 件 , 虽然 , 那里 控制 条 件 中 的 2 是 和 线性 空间 上 另 一 
个 重要 的 及 何 概念 一 一 凸 集 有 和 锯 切 的 联系 ,因而 延 拓 定理 t+.23 和 
下 集 的 性 质 密切 相关 , 这 就 是 下 面 要 谈 的 超 平面 降 离 凸 集 的 问题 

定义 设立 是 实 线 狂 空间 ， 了 了 是 达 上 非 零 线性 泛 斌 ， 失 取 
厅 所 后 ， 称 集 {31 了 2) 庆 0} (或 侣 [了 C2) 所 4 是 Lo( 有 7 的 右 ( 或 左 》 
半空 间 。 妆 时 由 . 吾 是 总 的 两 个 子 集 ， 

AC{r|f ea}, BC{rIf (a0) 0, 
那 未 , 称 4.B 被 超 平 面 2 人 方 两 青 ， 如 强 

二 所 人 | a}, BC{rIT (Er) >o}, 
那 来 称 如 .BB 被 严 ( 方 严 查 隔 离 . 

定 光 设 于 是 线性 空间 , 4 是 去 的 子 集 , 如 果 md 并 且 
一 zo 十 和 万 是 吸收 集 , 那 末 穆 wo 是 4 的 吸收 点 . 

引 理 1 设 站 是 线性 空间 , 丸 是 互 的 子 集 ， 下列 命题 成 立 : 

(I) 本 是 吸收 集 的 充 要 条 件 是 0 为 4 的 吸收 点 . 

(2) 如 妇 是 凸 集 ， 那 未 2 是 冯 的 吸收 点 的 充 要 系 件 是 对 
任何 yEX, 必 存 在 8 之 0, 当 |8|<8 时 , “0 十 8y E4 笑 ]. 

{8) 如 果 4 是 十 吸收 集 , wo&€4, 那 末 对 企 何 0&5<1 rxo 必 
是 有 扎 的 吸收 点 . | 


[ 注 ] 党 4 是 线性 空 闻 焉 中 的 一 个 子 集 ,20& 4 如 到 对 任何 YEZ) 必 天 在 8>0， 
当 ]8|<e 时 ,就 在 goryE4, 通 请 也 黎 so 是 万 的 谎 性 内 起 。 
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征明 《从 肯 收 点 竺 义 易 纪 届 是 显然 的 . 
(2) 必要 性 ”显然 , 当 4 是 凸 集 ,am 是 盖 的 长 收 点 时 , 集 
B= 一 Zo 十 4 
和 合 是 凸 集 ,并且 以 0 为 琢 政 点 ， 因 而 对 和 任何 yE 呈 ,存在 ss 使 得 
{oy [waE 一 so, ao} EB, tioy la EL-a0, 80]}EEB. 


由 其 的 串 性 ， 昂 知 取 s 一 二， 当 | 引 <? 时 , 几 有 52E 如， 即 
zo By A. 
必 
iyt To 


{3) 因为 并 是 上 上 豚 收 的 ,0 是 吸收 点 ， 周 ( 台 3, 次 任 何 yE 了 蔗 ， 

必 有 #0, 当 |3 引 <e 时 ,5yE4， 册 于 4 是 凸 的 , 所 以 
(1— m6y— nm Ed, 

即 当 |5 < 之 二 一 办 8 时 ，5 和 二 %ro 台 4， 这 就 是 说 wimo 是 44 的 吸收 
点 ， 证 毕 . 

定理 8 设 导 是 实 弘 性 认 间 , 已、 严 是 半 中 的 两 个 征集， 并 
且 妈 至少 售 有 一 个 吸收 点 ， 商 入 不 食 娘 中 前 任何 吸收 点 ， 那 末 ， 
必 存 在 隔离 UF 的 超 平 面 . 

证 明 ”Q) 先 在 假定 0 基 世 的 吸收 点 《 即 世 是 吸收 集 ) 并 县 
六 是 单 点 集 {2} 的 情况 下 证 明定 玲 成 立 , 

罗 为 条 是 吸收 凸 的 ， 报 手 第 四 章 87 定 理 8 的 系 I， 存 在 下 
上 由 了 次 定 的 凸 泛 男 2 人 馈 得 UCZ(pS<1). 如 果 P(0) 之 那 
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玉 全 存在 ?I， 使 得 rwE5V， 但 矿 是 时 的 吗 收 集 ， 由 引 理 二 的 
(3)， 立即 可 知 4 将 是 U 的 吸收 茂 ,这 是 不 入 全 假设 的 ,所 以 
(V0) 1 
在 工 =span{4t} 上 作 线 性 泛 匡 ANV) 一 和 (AER)， 显 然 
. FN EY 

从 面 由 定理 1 必 可 将 了 延 拓 成 到 上 但 被 bp 从 土 控制 的 线性 泛 
疯 ， 仍 记 为 了 ， 显 然 ,可 在 五 (用 的 左 半 空间 , 而 % 在 让 的 有 
半空 间 . 

(I) 对 广 一 般 情况 , 不 失 一 般 性 ， 假 证 和 是 忆 的 豚 收 总 ， 令 

B={y—yuEU, vEPF}., 

易 从 TCF 的 凸 性 维 知 召 也 是 上 四 全 ， 对 任何 加 E 广 ， 量 然 加 一 号 
是 凸 集 , 亩 再 2 十 呈 一 7， 从 而 0 是 oo 十 吾 的 吸收 点 . 

今 证 胡 mm 必 不 是 6 十 吾 的 吸收 点 : 事实 上 ， 媚 昌 如 是 oo 十 如 
前 吸收 点 , 电 引 理 二 的 (名 ,对 任何 yE 芝 , 必 存 在 E>>0 光一 8 
时 ， 有 宫 十 玉 世 wo 十 BB， 从 而 存在 EDU，2EV， 使 得 By 一 42 一 2 
担 是 


DTY 于 
1+65 二 十 六， (2.31) 


特别 , 取 yEP，8>0， 由 六 的 同性 , 针 EV (8<s)， 昂 一方 


面 , 口 是 西 蚂 收集 ,ED 从 引 理 1 的 (3) 立 即 得 到 了 旺 口 的 


豚 收 点 ， 显 然 , 这 与 假设 太 中 本 含 恕 的 吸收 碟 相 巴 导 ,所 以 , 避 必 
不 古 vo 二 如 的 吸收 点 . 

将 mw 十 BB 和 {wo} 分别 作 为 (DD 中 前 如 和 {v7} 根据 (D 已 证 遇 
区 结 果 , 立即 知道 存 人 全 上 凸 泛 函 

Pp: Vt BC{sIp2) El}, pv el, 
共有 及 线性 泛 画 六 (0 导 P(0) (WE 革 ), 了 (V0) 一 寺 ， 从 而 对 一 沪 
uEU, EV, 
fo oil (2.32) 

印 了 ， 
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六 为 中 * 是 独立 的 ,因此 有 6 和 运 合 下 烈 条件 ; 
Sup/ Qe <e<inf f(%), (2.33} 


洱 示 起 平面 (族人 恒 隔离 了 DU.F， 证 霸 , 
对 于 度量 线性 空间 , 通常 用 内 点 代 荧 上 豚 收 点 ， 为 此 , 先 建 并 下 
面相 巫 ， 

引 理 和 设 4 是 同 准 范 线 性 空间 互 上 凸 集 ，0 是 4 的 内 点 ， 
那 术 

<) D0 是 4 的 吸收 点 ; 

(2) 划 昊 zo0E& 避 ， 堵 末 对 任何 0 志 n<1, wo 也 是 委 的 内 点 . 

证 明 已 ) 从 内 点 定义 盟 知 内 点 必 是 吸收 点 . 

(2) 因为 0 是 4 的 内 点 , 所 以 存在 5>0， 使 得 000, 全 CA. 
固 此， 对 任何 Y E00, 四， 各 一 Dy 十 mooEE4.， 但 对 固定 的 > 
0， 喘 射 


人 全 他 

是 防 上 拓扑 映射 ， 由 此 可知 ， 当 0&7n<1 时， 和 集 {C 一 Dy ly EE 
O00, 6)} 是 广 的 开 集 , 从 而 ?za 是 和 4 的 内 点 ， 证 毕 . 

定理 9 Eidniheit)》 设 于 是 实 赋 淮 否 级 性 空间 ， 如 基色 
合 内 点 的 凸 集 , 史 基 椒 包含 如 的 任何 内 点 的 凸 集 ， 那 末 必 存在 连 . 
续 线 注 汉 国耻 和 实数 c, 使 得 超 平面 (由 隔离 UV. 

证 明 ”首先 ,容易 证 了 明 ( 读 者 自已 证 ) 此 时 本 的 每 个 吸收 点 都 
是 内 点 。 再 利用 引 理 2 不 难 将 定理 8 的 证 明 中 所 有 出 现 “ 破 孜 
点 ”的 地 方 用 内 点 民营 , 原 证 明 过 程 仍 能 通过 .。 内 此 ,只 要 证 明定 
理 8 中 所 定义 的 了 是 连续 的 就 可 以 了 , (下面 沿用 定理 8 中 的 记 
号 ) 显然 , 太 不 是 全 空间 到 ， 否 则 六 包含 可 的 内 点 。 根 据 第 四 章 
7 定理 8 的 系 3, 由 了 决定 的 四 泛 十 和 是 达 上 连续 的 匡 数 ， 从 
面 对 尾 何 s>0 必 存 在 8>0, 当 wEDt0, 全 时 , PC2) 过 8s， 因 广 ， 
当 wE000, 5) 时 , | 

[fn [maxr( nr), p(—w8)) < sg, (2.84) 

所 以 了 是 于 上 的 连续 线性 泛 函 ， 证 毕 , 

系 1(S. Mazur) 设 革 是 实 赋 准 范 线性 空间 ,是 合 有 内 点 
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前 凸 集 , 玉 是 王 了 前 线性 秘 , 和 代 及 不 舍 开 的 内 点 ， 那 末 必 存在 蕊 
上 连续 钱 性 泛 商 了 和 实数 o 便 得 二 (六 隔离 避 F 
系 曙 设 并 是 实 赋 范 线性 空间 , F 是 闭 凸 集 , 那 玉 对 性 何 全 
避 ，uwE 严 必 存 在 去 上 非 零 连续 线性 泛 肖 了 及 实数 o 使 得 
TAD oF), rEV,. C2,35) 
证 明 因为 六 是 闭 的 ，wEF， 所 以 存在 ?>0， 使 得 闭 球 
六 人 7) 与 不 相交 ， 到 UU=SOwy, 7?)， 由 定理 9, 存在 连续 线性 
泛 函 了 随 离 U.V， 叉 由 定理 3, 存在 实数 使 得 (3.38) 成 立 。 显 
然 , 要 证 明 (3.35), 员 要 了 (wD 大 6 就 可 以 了 .。 如 果 f 了 QD 一 6:， 那 末 
由 地 了 于 0, 必 存 在 yg, 9 过 7， 了 OD) >>0， 从 而 wy ESCw, 7), 并 
县 


fu et >, 
.这 就 与 人 2,33) 发 生 矛 导 ， 证 毕 . 
系 3tG. Ascoi 设 UF 是 实 赋 范 线性 空间 互 上 的 两 个 如， 
不 相 充 的 闭 凸 集 , .其 中 忌 是 区 的 致密 集 ， 那 末 必 存在 瑟 上 连续 
-线性 泛 画 了 和 实数 6 使 得 2{( 访 严格 隔离 和 六， 
证 明 显然 ,我 们 移 要 将 世 扩 张 成 含有 内 点 的 凸 集 ， 并 使 
得 六 不 会 有 如 和 的 内 点 . 
事实 上 , 由 于 UV 是 苔 密闭 (最 紧 ) 集 , 并 且 与 闭 集 下 五 不 相交 ， 
容易 证 明 { 可 用 反 证 法 ) 必 在 在 s>0, 使 得 
Uo={y|iy—w|<e, ET 
与 六 互 不 租 交 . 亚 然 ,Vo 是 凸 、 开 和 集 , 由 定理 8.9 可 知 , 必 存 在 连 
续 线 性 泛 丽 六 使 得 了 五- 方 阳 离 Uo.， 即 
fc Dn), EUo, EV. (2.36) 
令 呈 是 了 在 口上 的 最 大 入, 显然 从 Do 的 定义 ， 类 做 于 系 3， 可 以 
推出 ea<eo 由 (2.36) 立 即 得 到 
fDifm), EU, vEV, (2.37) 
-证 上 毕 . 
汉 函 廷 拓 定 理 还 有 一 些 儿 何 形式 , 不 揭 一 一 列举 
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/ 最 后 ， 邵 果 允 于 一 个 集 4, 已 及 和 万 中 
”一 点 mo, 如 果 存 在 某 个 超 平面 工 , 使 得 
woE A EL, 


并 且 和 4 在 工 的 一 笛 ， 那 未 称 工 是 44 在 om 
点 的 支持 超 平 面 ， 显然 ， 王 述 几 机 形 式 航 

泛 辣 延 拓 定理 完全 可 以 釉 译 成 支持 超 平 而 语言, 得 色相 应 的 缚 累 . 

5 连续 线性 泛 函 的 表示 

定义 ” 设 下 是 赋 准 范 线 性 空间 ， 斑 上 连 王 线性 泛 画 全 体 记 . 
为 各 *, 称 于 * 为 下 的 共 力 空 间 ( 唆 括 提 对 惕 空间 [ 注 ])， 

显然 , 治 到 是 赋 范 比 性 空间 时 , 如 末 在 全 “中 对 每 个 用 泛 
沪 的 范 数 1| 作 为 范 数 , 那 末 及" 威 为 赋 范 线性 空间 , 六 日 由 31 定 ， 
理 5, 及 ”是 Banach 空间 . 

连续 线性 汪 丙 已 经 是 己 甩 很 好 的 (具有 线性 ) 连 综 国 数 , 然而 ， 
荫 上 到 是 赋 范 线性 空间 , 一般 说 来 , 它 的 具体 形式 仍然 是 复杂 的. 
在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 把 茶 些 具体 空间 , 例如 如 ,Lri[ag, ,my， 
Ofa, 56] 等 上 面 的 所 有 连续 钱 性 泛 画 多 具体 形式 写 出 来 . 

首先 , 我 们 引入 同 构 侵 念 . 

定义 设 吾 .是 两 个 研 范 线性 空间 , 区 是 并 汉王 的 照射 
逢 且 对 一 切 2E 宇 ， 有 |Ezl = 一 ie， 于 末 称 可 基 让 到 了 的 一 个 
保 范 算 子 , 又 称 为 保 焉 算 子 ， 刘 举世 不 位 是 保 范 的 (了 尿 然 , 必 是 重 
射 )»， 又 是 线性 的 ,而且 口 全 一 了 了， 和 节 未 我 们 就 称 品 是 芋 到 祝 上 
的 条 范 ( 或 怪 距 ) 线 性 同 榴 跑 射 , 简称 汶 同 构 鼎 射 、 可 内 让 ,之 
同 存在 一 个 从 互惠 了 上 的 同 构 映 英 ， 我 们 就 称 焉 和 了 是 同 称 
和 ，, 

如 果 

. U. 对 > 

实现 了 了 所 到 了 的 一 个 同 欧 , 我 们 把 zz 与 DTa 同 一 化 ( 即 把 与 Ts 
部 汶 司 -让 J， 那 林 秀 可 以 把 及 和 了 同一 紫 而 不 区 区 别 ， 胡 肝癌 


通 至 局 全 二 线 位 这 了 全 传 革 ' 为 吾 的 苦 假 空 屿 ， 但 有 了 虹 志 许 打 
补 对 惕 合同 泣 束 为 对 但 室 注 ， . 
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在 泛 缉 和 分 本 中 , 常 把 两 个 同 构 的 空间 同一 化 , 这 是 泛 关 分 街中 
一 个 茧 本 的 观念 . 

一 般 说 米 ,- -个 所 旬 的 赋 范 鳅 性 空间 , 如 能 与 一 个 暴 体 的 赋 范 
线性 空间 同 构 ,… 我们 就 把 这 个 天 体 的 空间 称 为 抽象 空间 的 一 个 志 
水。 扬 请 赋 范 线性 空间 下 上述 续 线性 泛 遂 的 肖 东 ,就 是 研究 芋 
这 个 研 范 线性 空间 能 和 怎 梓 的 其 体 空 间 实 现 辐 构 .这 类 加 题 的 赋 
究 方 法 通常 是 ， 先 在 工 中 取 适 当前 元 素 集 多 ， 使 得 多 中 元 素 的 
线性 组 合 在 开 中 和 社 密 ， 这 种 元 素 集 多 称 做 贼 范 弘 人 性 空间 于 中 的 
巡 元 组 。 先 把 记 两 了 在 信 上 的 形式 表示 出 来 ， 表 利用 .多 中 苑 深 
各 线性 组 客 在 之 中 于 咽 以 及 了 的 连续 性 ， 最 后 把 了 在 及 上 的 形 
汪 表 示 冉 来 ， 

定理 信 =[. 

证 上 明 着 二 中 了 到 

Fo {er len— (0, 7, 0, 4, 0, … 


2 了 


bi 
L. 


显然 对 任 们 一 (zz Ca, rs Tns EL, 


EL 
人 cn Soa, 
上 > 


对 任何 FEB 如 果 记 功 =PGe》 更 未 | 加 |<f]el 一 MI， 因 此 
生 二 [了 及 
=guplm | |. .2.858) 


醒 了 的 连续 忻 , 有 有 
fin) =Himf( > gb:) 一 fan > wor 


1 县 -了 Hr 


出 于 [mj 所 i pa | 过 9 所 以 谎 数 Dam 是 线 对 收 全 的， 
全 而 、 


人 


fw) 一 了 ToTu， (2.39) 


z= 


这 翩 是 说 ,1 上 的 连续 线性 泛 消 站 只 能 是 但.39) 的 形式 ,其 中 


8 第 五 线性 算 子 
y= (oh, vy Yh, -9 EE, Ws =f er), y=1, 3, *, 
反 过 来 ,如 困 有 9 一 Gn， Vn) EI， 用 仿 .39) 式 就 可 以 
定义 出 了 上 一 个 泛 匡 _ 
fu) = Zr, 
显 热 ,这 样 药 泛 欧 是 线性 的 ,两 且 
[Se b> Ea Jni 3 |z| nhst, 


好 广 是 1 上 连续 泛 也 ,而 过 
[fl lol, (2.40) 
这 就 是 说 , ?上 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 是 (2.89), 其 中 
站 一 Cr 
如 果 我 们 将 1 上 的 每 个 连续 线性 汉族 了 ， 通 过 (2.,39) 的 表示 : 
式 , 使 它 与 关上 的 元 9 一 Ce， ye 相对 应 ， 印 作 忠 射 己 : 
JTPn， 容易 看 出 : UU 是 下 到 广 上 的 双 射 ,并且 是 线性 算 了 于。 由 
《2.88)、@3.40) 知 道 1 天 一 1w1= 407, 所以 如 又 是 下 到 信 的 保 范 
线性 算 子 , 因而 姑 和 保 上 距 线性 同 构 ,从 而 六 一 大 证 毕 . 
定理 10 当 1 <p<oo 时, (PP) 一 到 这 里 史 .9 适合 
1 
了 了 
证 明 在 太 中 取 
= {|e OD, 7, 0, 工 间作 一 二 2, 
对 任何 JE 仍 刀 定理 旦 记 介 一 /ev 一 荆 2,…, 


先 证 D> lr "< 00., 作 点 列 zx 一 = Cw" ,we , ") 0) 如 下 : 
| [ml 18 3» 当 ye 时 ， 
0, 当 vm tH, 
共 中 B, = arg th, ?一 工 ， 2, 四 显然 ， 区 EW, 让 此 得 到 
fm) = Pain, ~ hls, 
国 去 7 mm 可 
zo (Di) -ml 


二 于 


3 连续 战 性 弃 区 的 延 折 与 表示 d81 


根据 -er <i7i 得 到 


(Bim ) <izl 
其 信和 一 oo, 便 得 到 9 ER 而且 
loa Al. .41) 
现在 再 给 出 上 的 形式 .对 任何 gz 一 (pz zn" ) EB， 由 
H6lder 不 等 式 得 到 


工 
3 


ine (nt) (ist ) = tldels, (0.42) 
即 避 %ss 是 绝对 收敛 级 数 ， 央 此 ,由 


ba 
出 一 1im » | vy 
I 


和 Fo =limf (Toe), 
得 到 了 了 的 表达 式 
fr) 一 Sl mm, (2.48) . 


即 1 上 连续 线性 泛 本 只 能 是 (2.43) 形 式 , 其 中 
人 一 《0 

反 过 来 , 对 任何 ED。 由 (3.42) 就 保证 用 人 .43) 的 方式 定义 

的 了 是 如 上 一 个 连续 线性 泛 本 , 订 且 由 人 .42) 又 得 到 
LF1< nl, QQ.40) 
这 就 是 说 ,VP 上 的 连续 线性 汉 西 的 一 般 形式 是 (2.48). 

与 1 的 情况 一 样 ， 作 映射 口 ， 记 20 一 (fCey), 了 (es)，…)， 记 
(2.44) 春 易 知道 本 是 (5)* 到 信 的 保 范 线性 同 移 ， 所 以 (0)" 一 本 
证 

我 们 注意 , 当 p>1 4>1, 站 十 于- 时， 称 pq 是 一 对 对 仿 


数 , 如 果 把 5 一 1 《一 co 也 算 作 满足 吉 + 二 于 的 一 对 对 偶数 ， 那 
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， 末 定理 9.10 说 月 下 列 等 式 成 立 ; 
1 工 
二 导 c0， 一 十 一 二 1. 
(7?) 雪 几 万 十 可 


此 外 还 有 (的 一 记 苑 关 的 凑 力 空间 就 是 它 自 身 ， 这 古 一 个 重要 交 
情况 .读者 还 应 注意 ("并 不 就 是 1 而 赋 范 线性 空间 钾 的 共 斩 
空间 (seo) 一 1 这 些 籽 在 8 中 给 予 诡 待 . 

下 面 考察 函数 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 , 方法 起 类 似 的 ， 

定理 11 i1wp<io0 时， 

?Le, bl, mm = A Le, Bb, 1m), 

这 里 p.g 适 合十 二 一 1 

证 明 ” 先 证 >1 的 情况 ,利用 积 务 鸥 Hder 不 等 式 , 易 刘 当 
国定 B80 五 ([8,， 8]， 7) 时 , 按 


Fr 人 ={ (i) BD a, lb EEC 561, m), (2.45) 


便 可 定义 由 2 [[g, 站, mw) 上 一 个 连续 组 性 泛 函 f, 而 是 ,中 fg 起 
181， 所 以 美 键 是 要 证 明了 Le， 机， 各) 上 任何 一 个 连续 线性 泛 
将 咏 必 可 由 他 ,45) 式 表 出 , 即 存 在 BELg, 5 m2 ,从 导 14a 
所 上 fl 好 了 
对 于 任 一 回 定 的 1€ [Ia, 如 , 考 瞳 [4g, 各 的 特征 函数 
、 1， otet 时 , 
(7) | 0， 当 t<Eb 时 . 
由 于 fs, 站 上 二 的 性 何 oo 类 函数 '( 即 阶梯 函数 ) 必 然 可 以 表示 成 这 族 
蔷 数 的 线性 组 合 , 而 66 类 在 (fg, 四 , 76 中 向 密 ， 所 以 取 实 六 
{u(t) IEE [ee， 的 上 
考察 在 学 上 的 值 记 8 的 一 Fe， 由 于 如 会 : 一 D 所 以 
8 —f un) 0. 
现在 证 有 明 g( 四 是 Tw, 约 上 全 连续 两 数 ， 
设 入 = (5 志和 全 一 3, 区 是 会 在 Eg, 四 中 一 旋 互 不 相交 
药 开 区 间 , 记 
有 一 6 argtgli) — ge), j—1, -6, 
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Ei 


1g) gD | ~ og) —gCe)) 
-/(> sr 一 zc ) 


| 
< su) | 


< 人 a) - HI 位 (rd), 


洒 王 ,9 他 在 [ee 5j 上 是 爹 连 续 的 . 

下 面 求 出 了 在 0% 类 上 的 表达 式 , 设 人 8) Eto 尖 , 这 时 有 区 阿 
ts, 5] 上 的 分 点 如 抽 有 使 得 在 (5 可) 上 p 人 ) 一 上 和 窜 易 看 
下 ,除了 在 苍 点 { 处 的 二 外， 


9 的) 局 训 Go 人) 一 we 仅 ))， 


作为 (Fw, 下， 中 中 向 基 对 ， 上 式 左右 两 边 丽 数 表示 同 -向量 。 
因此 ,由 让 的 经 性 ,有 
f= gD) gb) = 
所 以 , 
fp) = | py Cat. (2.46) 
现在 证明 他 .46) 对 一 切 有 界 可 测 函 数 9 成立 。 设 g 是 任 一 有 
界 可 测 函 数 , | (6) | 二 区 那 未 必 有 oo 类 中 一 列 男 获 po 人 6)，m 一 
1 2，… 庆 得 [mw 人) [< 大 ,而 且 9() 过 lm pn 从) 由 积分 的 控制 


收敛 定理 ,得 到 
Js ~ gls=— (| [PE) 一 po 人 jae) 0, Cn->00). 
由 了 的 连 线性 ,f(g) 一 tmf (ps), 但 另 一 方面 ,对 gw 应 用 (2.46)， 
再 对 {gg 全 利用 控制 收敛 定理 得 到 
f (0) lim (po lm pg OR fp gD, 
即 名 .46) 允 一 切 有 界 可 测 沙 数 g 成 立 ， 
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轴 证 明 g () ETA(Ta, 妃 ，m)， 作 阴 数 
{OI yO ee 
"” 0, 泊 9 的 不 存在 或 |g (1% 时 ， 
其 中 80D 一 srgy 的 ,对 有 界 可 测 疯 数 肥 (作为 J7([s, 5], nm) 
中 向 量 )》 应 用 (2.46) ,得 到 


[Fy 0 19, Gs=f < 


< [le 1 > 


1 
从 而 得 到 (Pig) < 
再 令 mn>00, 便 知道 四 EDItTa, 5], ?m2), 而 且 
yA. (2.473 


最 后 证 明 ; 对 一 切 g EZ?([s, 9 mm)，(2.46) 成 立 ， 非 
P(gp) 一 | pg' ut, 


由 上 牢 述 ,EJP(Ta, 如,m0 ,上 所 |g 和 和， 由 于 有 界 可 测 沙 数 全 
体 在 P(e, 85], %) 中 移 窗 ,从 而 对 任何 pw EL?(ie, 54, mm%), 必 有 
有 界 可 测 务 数列 {,， 使 得 i 一 gz->0。 由 于 .Fw 一 三 (由 及 
LF 的 连续 性 ， 
Fig) = mf -Yn Fb — Pp), 

得 此 届 .46) 对 一 切 pgEI?([6, 轨 , 0) 成 普 ， 由 此 得 到 | 一 1 
所 19[， 再 结合 (3.4 好) 就 得 到 jz 一. 

通过 避 . 和 5) 式 ， 作 映射 品 ， 把 (fz, 魏 ，m)* 中 元 了 和 
ie, ,7 中 元 忆 相 对 诺 , 其 中 B00 = 的 而 9g 一 00). 
易 知 口 是 (Lg, 如, m0) 到 I([a, 5], 品 ) 上 的 保 范 线 人 性 同 构 
了 瑞 射 、 也 就 是 说 ,在 0 之 Pp 之 I 时， 

Tes, 61, 1m) = Ltte, 0, mm). 


[ 注 ” 这 里 记 S[[# 吉 1 正直 当 |e 只 时 ,fg 当 !y DD hs 
mg a tb. 
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对 Pp 一 4,， 3 一 ce 的 情况 ， 可 以 完 金 类 似 地 证 明 ， 所 要 注意 的 
是 18j- 定义 为 
lal inf , sop 18 


BT 名。 + 有] 一 百 
缔 画 的 一般 江 式 仍 是 (2 .45) 
特别 地 , 有 P([o, 了 ], m)* 一 了 (fq, 下 ,网 ， 邵 LC[g, B1, mn) 
是 “ 自 共 狗 "的 . 
其 实 ， 定理 坟 可 以 推广 成 也 (8, 0 一 了 ( 玉 , jw), 这 畦 p> 
09,9>0, 汪汪 一 所 是 怒 上 也 -8 测度， 如是 (J-5) 可 测 集 


更 一 般 的 结果 是 EE, B, p= (BE, B, 1), 其 中 (B, B, 2) 
是 o- 有 限 芍 可 浏 空间 ,wp.9 如 前 . 

现在 利用 连续 线性 泛 峡 的 延 拓 定理 来 给 出 Cls, 站 上 连续 名 
性 泛 画 的 表示 , 即 求 出 Cw, 时 ”的 上 体形 式 . 

Volg, 村 是 屿 范 组 性 空间 天 [e, 刀 的 线 性子 空间 ， 对 于 任何 
4EFoLa, 51, 即 9 是 满足 go 一 0, 且 在 (c, 到 上 右 连 续 的 有 界 变 
差 函 数 , 作 O[g, 可 上 的 省 画 也 如 十; 


Blo) —[ sdgD), weE0la, b], .48) 


报 据 第 一 章 $ 扣 的 黎 曙 -斯 蒂 阶 积分 性 贡 ( 人 人 、( 的 ， 知 道 己 "是 
Cla, 旨 上 的 线性 泛 函 , 而且 


[FC0) | <] le) | lag| <max elt) ,Ve, 


这 就 是 说 

EACOIEAEIER @.49) 
这 里 的 gj 一 VY (所 以 了, 是 连续 线性 认 画 。 即 7,EOfa, 51"， 
WIP lel. 


和 如果 我 们 能 证 明 (D1Fs 一 [gl, 那 末 关 of, 四 便 和 [a,5])* 
史 某 个 线性 于 空间 保 范 线性 对 应 ， 如果 再 能 证 明 () 对 于 Ce, 8] 
上 和 任何 一 个 连续 线性 泛 范 五， 一 定 存在 了 ofe,， 约 中 的 某 个 gr, 使 
得 


498 第 五 党 急 伺 算 耶 
下 (办 一 | sagr(t), of 人 ECfg $], 
如 


成 立 , 那 就 证 明了 Of[e, 已 和 ore, 四 之 间 保 范 线 性 同 构 ， 从 而 
Ofa, 6]*=Yo[a, 站. 
定理 12{ 了 . Riesz) 设 了 是 Cre, 5] 上 前 连续 线性 泛 函 ， 必 
有 了 暴 一 的 gEVo[e, 如 (到 Yo[a, 轨 与 Os, 四 同 为 实 空间 或 复 空 
间 ), 使 得 当 EC[e, 可 时 


fw) = | aag 人 ， (2.50) 


Wm igl. 

证 明 ”我 们 人 先 讨 论 CIw, 町 是 实 空 间 的 情况 . 首先 分 析 一 
假如 混纺 定 的 了 ,满足 名 .50) 式 的 9 存在, 如何 求 出 i 起 据 各 从 
的 广义 2 人) 测度 滞 道 ,对 在 何 二 E [sg, 5]， 


gC) — | xDeg 的 


《如 果 上 滤 有 有 边 用 的 是 R-S 积分 ， 那 末 必 须 补充 假设 上 是 g 的 连 
线 点 ) 其 中 是 [a, 扣 的 特征 函数 ,并 规定 如 一 0。 利用 g 前 右 - 
连续 性 ， 就 可 将 一 期 86 Cw 所 如 确 定 下 来 ， 这 就 生发 我 们 先 . 
把 Cre, 8] 空间 的 举 画 了 延 所 到 有 办 函数 金 体 组 成 的 B[g, 8] 空 
间 上 去 , 然后 由 延 失 后 的 汉 函 在 x 上 的 信和 来 确定 g. 

设 召 [e, 站 是 [a, 加 上 的 有 和 田 实 画 数 全 休 , 按 通常 线性 运算 及 
范 数 

ls} = sup 1 的 1 EBLa, ), 


所 成 的 赋 范 线性 空间 , 那 末 CLe, 了 1 是 Bta, 帮 的 线性 子 空 间 、 椒 
握 延 拓 定 理 ,了 可 自 拓 到 B[a, 5 上 ,得 到 了 了 ,而 且 |F|=|. 
令 =FD), ot <h. 
现在 利用 (5) 表示 出 了 在 在 杂 “EOLe, 8] 上 的 秆 . 
先 证 明 衣 (8) EV Ta, 丰 ; 设 
B06, 
记 8 一 sign[ 及 人 0) 一 E14)], 于 末 
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SAED ED [= Da) ~h(ED)) 
一 三 名 elte.— Xen) ), 
雇员 ED hE |< PH |. 
最 然 ,BLz, 如 中 的 向 量 总 ertxr 一 zs) 的 范 数 为 二 而 | 一 [fl. 
所 以 
SAE) hE) < 1, 
如 hEV [a, 如, 而且 
VW<I. 
根据 第 一 章 35 定 屠 4 的 系 ,存在 gEV [a, 站 ,在 有 的 连续 点 
aE to 四 以 及 w.5 .上 ,9(z) 一 h(z) ,9 在 (a, 到 上 右 连续 ,而 且 
VW<VE. 
因为 h(@) 一 0, 所 以 g(w) ETo[a, 要 ， 我 们 来 证 表 ， 
了 了 从 -| otagD, ol Eda, 可 . 
事实 上 , 对 任何 =E Of 杂 , 在 [4, 站 中 选取 一 分 点 组 
0 
要 求 如 、….t ,都 是 (2) 的 连续 点 ,而 且 


Im max | — #1|=0, 


Heo Lt Ss 


对 这 样 的 分 点 组 , 作 B[e, 四 中 画 数 
sD) = D2) Com 一 za 
由 函数 2(*) 的 一 至 连续 性 ,容易 证 明 |z。-s|->0， 由 于 
下 Go = Dt) 太一 AD] 


= 人) [9 0) ~ g(t)] 


第 五 章 线性 算 半 
bm 
-| 2 ZE) CX 一 wi 9 


-| 人 ay 四， 
根据 带 符号 的 (ZS) 测度 的 控制 收 化 定理 (或 ( 瑟 - 司 积分 性 质 (8)， 
见 第 一 章 8 5)， 
lim Plon) 一 人 way). 
另 一 方面 ,由 于 了 的 连续 性 以 及 Him]s 一 wm 一 0, 又 得 到 
lim Flwn) = Fo) —f (8), 


所 以 
7 四 =| va), wl coro H. (3.51) 


下 局 .得 ) 又 得 到 | 过 19、 可 是 , 前面 已 经 说 过 
Il-VY 人 <V 乓 <Hf， 


所 以 Fl = el. 
综合 上 面 铺 果 , 就 得 到 对 给 定 的 了 EOTe, 人 ”找到 一 个 
gE VoLe, 5), 
使 (2.50) 成 立 , 并 且 [f|=1gi. 为 了 完 域 定理 的 证 明 , 还 得 证 明 对 
每 个 了 ,适合 (2.50) 的 yg 是 唯一 的 , 即 要 证 明 ; 对 任何 gEFVofa,81。 
如 果 


| zagG ~0, az eofw 可， (2.52) 


那 末 4 所 ==0. 
事实 上 , 对 在 何 5 (Cg, 站 ， 必 存在 [a， 看 上 一 列 一 致 有 界 的 
连续 务 数 {wo()}, 使 得 Hm wb) 一 pr(0 在 [a, 四 上 处 处 成 立 ， 从 


而 由 带 符号 的 (IL-5 测 产 的 控制 收 敏 定理 ， 
9 的 一 ri 的 -| aa 的 -0 (0.58) 


《如 果 用 的 是 (如 -3 积分 , 容易 直接 从 { 避 -93) 积分 的 定义 证 明 对 8 
的 连续 点 &，(2.58) 成 立 。 由 于 gET7oLa, 妇 ， 从 而 在 [e， 人 上 
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#8( 介 =0, 最 后 再 取 w( 引 二 1, 由 人 .到 ) 又 得 到 90691 一 站. 

利用 对 每 个 了 ,使 得 信 . 多 ) 成 立 的 9 是 玲 一 前 事实 , 作 瞎 射 

U; fprg, FEOLa, 81°, 
星 然 ,UU 是 线性 的 ,并且 是 满 午 。 叉 根据 [一 1gl, 所 以 UD 还 是 保 
范 的 、 国 而 在 实 空 间 C[e,， 中 的 情况 下 , 定理 成 立 . 

当 O[g, 人 是 复 空 间 时 , 先 将 了 分 解 戌 实 部 、 嘎 部 : 

f 0) = fe0) tay), fe) =faliw), ws ECLa, b]. (2.54) 
在 O[z, 思考 察 记 ,CFaz, 拉 上 商量 可 分 解 为 实 部 .上 磺 部 : 

如 (站 一 2 有 十 区 sf， 
方 分 别 是 加 [ae, 区 的 实 部 子 空间 
Ofe, 61 = {£1r =e) 十 ga 人 2 一 0 
和 虚 部 子 空间 
Osloe, =— {rz = Timah), wD =0} 
上 上 的 连续 线性 泛 函 ,因而 存在 实 函 数 gya EYolz, 91, 使 得 
co AGL AGE LA 
从 {2.55) 和 从.54) 立即 可 以 得 到 
(0 一 六 (一方 
-| (pit iva) dg dag) [EE], w=mt rs, 人 2.56》 
证 举 . 

用 Cow 表示 以 27 为 周期 的 连续 函数 9 的 全 性 ， 按 通常 的 
线性 运算 以 及 范 数 jp1 一 max [的 | 所 成 的 邦 范 线 星 空间 ， 设 
Fw 是 Fo[0，2z] 中 满足 条 件 

lim yo 一 0 一 0 


一 个 


(好 gg(0) 一 5 二 )) 的 函数 全 体 订 威 的 线性 子 空间 和 定理 1 相 
仿 奸 有 
定理 18 设 了 是 Cax 上 连续 线性 泛 范 ， 那 末 必 有 唯一 的 9 所 


Ef 注 ] 和 让 列 十 融 产 生 的 是 复 值 测 麻 . 


4 蕊 天 章 越 法 算 下 
| 网 为 实 或 复 空间 )， 使 得 当 %COsw 时 
f= 轴 oC) dg C8), 


而 且 ! -六 (). 
这 个 定理 的 证 明 留 给 该 者 . 


| 题 


1. 2 范 线 性 空间 ,了 是 芋 于 线 性 这 区 , 大 来 赵 平 琴 ( 户 全 轩 的 
2 交尾 泛 是 ， 
2 ; 泪 王 、 了 是 两 个 荆 范 线性 空间 , 44 二 下 到 工 的 有 产 线 性 算 子 ， 苛 瑟 
(44) 在 座 中 利 密 。 证 明 ， 如 果 陪 是 完 第 的 ， 丕 未 4 岂可 唯一 地 延 扫 成 总 
到 了 的 有 界线 伺 算 季 本, 并 且 
ial= sp EL 
orzedigy [rh 
3. 设 吾 是 赋 范 总 性 衬 间 , 对 ，…， 考生 也 时、 4 是 一 组 数 ， 证 明 在 
百 上 存在 线性 泛 函 轧 适 合 
Ci) fir) oa 了 
‘着 专 玻 
:的 苑 枝条 件 是 ; 对 任意 的 妆 ~ts 都 成 立 着 
Ey a 


4， 设 {是 一 询 数 ,证 明 在 在 [a， 妇 上 有 界 记 六 盖 数 (0 化 
{raats) -an n=0, 1, 2, 


al 


. 
1 


-三立 的 充 要 条 件 是 对 一 切 多 项 式 p《) 一 加 or 成 立 关 
| p> Te 


<H max]ptt)|, 
Er 


.此 地 , 如 是 一 个 常数 . 
五、 证 阴 无 限 纵 赋 认 线 尾 空 


司 的 共 暂 空 阅 必 足 无 限 维 的 ， 


如， 设 外 一生， 导 企 并 谍 一 8， 下 天 于 合 条 全 Lm 一 站 证 绪 
a je x DU 


这 时 ent 一 0) 成 沟 Banach 宇 闻 。， 识 到 为 cat 一 90，oo) 工人 在 界线 性 应 
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函 , 迁 遇 总 有 全 丰 线 上 符 答 变 益 欧 数 8 使 和 对 一 切 FE 0 一 9， 成 江 
蔡 
FC =f sag0). 
- 诈 总 是 Col 一 co， co 上线 尾 汉 区， 而 且 对 一 切 gEtol 一 %0， oa), 当 : 
gy 区 时， 4 Wp) 2 D, | EH 古 连 法 EY, 
8， 设 vo 表示 收获 十 堆 的 序列 xz= {Ya} 全 体 , 按 和 通常 线 性 运算 和 范 数 


lr! sup lan 


La Banach 空间 ,证 也 导 和 =1. 
. 用 e 表 示 吕 中 收效 序列 = 一 {zal 全 体 所 成 的 子 空间 ,证明 
ce*= {二 afojnel a 是 数 }， 


这 里 ft) —lim 2 = {rn} EC. 
换 与 话说 ,对 每 个 了 E er 有 二 0a} ET 和 常数 ,使 


Fm 一 Sl ara lim wn (T= {rn} Ee), 
"~—l n= 


而 "7=]m 二 Tal, 
10. 设 斑 电线 性 空间 ,个 a} 二 芋 上 一 列 拟 范 笋 ,并 且 对 任何 YE 区 ,总 
法 冲 于 区， 使 笃 上 zhw 宇 0， 禾 (入 = 十 2 0) 直 同 可 列 挝 
入 空间 ， 设 征 沾 是 酉 可 列 拟 范 线 性 空间 下 上 的 一 个 点 列 ; 如 果 存 在 6 
六 ,向 得 对 任何 加 


lim| zn —2 =), 
Tt 
各 妨 让 在 莹 代 以 部 于 ww 证明: 国 葡 


vt | 一 可 > 
op WE TT 


是 斑 上 的 而 启 ， 并 且 fs 过 二 列 殷 范 收 各 于 和 的 充 革 条 件 是 按 . 上 述 距 谈 六 
合式. 
11， 证 虹 ; 栓 挟 加 殷 范 空间 信 汪 ;对 位 杀 0) 闫 9, 及 任何 3， 必 存 二 六 


上 注 续 线性 芝 汇 ,舍得 fp 一 = 1 4. 
J3， 证 明定 焉 和 的 系 2.3 对 想 可 列 相 范 纹 必 壬 空 间 夏 立 ， 
13. Ts 卖 未 复 的 三 角 移 可 式 宝剑 Fa 还 Fo[0 2 四 中 入 是 9400 二 
8 的 gg 的 金 体 ， 证 性 ， 对 十 ze Fas<， 冯 1 果 .对 任何 Tz 中 的 正装 煞 拓 下 
人 0 部 有 


[fd>0, 
a 


天 未 9 必 是 全 西数 ,并 有 旦 尽 单 访 增 不 剂 函 数 ， 
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$3 共和 印 空 间 与 共 斩 算 子 


在 53 中 我 们 已 经 引入 了 共 轻 空间 。 在 本 节 中 ， 我 们 要 利用 
共 狗 空间 的 秦 念 进一步 引入 二 次 江 轿 空间 颖 等 ， 并 讨论 空间 的 自 
反 狂 . 利用 共 孝 空间 ， 我们 又 引进 弱 收 分 的 究 念 ， 并 研究 弱 列 紧 
性 ， 同时 , 还 要 考察 共 罗 空 间 上 的 共 轿 算 子 。 本 节 所 讨论 的 内 容 
大 体 上 是 引进 基本 概念 和 少量 的 基本 定理 . 

1， 二 次 共 加 空间 

设 达 是 磋 范 线性 空间 ， 马 * 是 它 的 共 斩 空间 。 由 于 互 * 也 是 
堪 范 线性 空间 ( 沂 且 是 Banpaep 空间 )， 它 也 有 苍 空间 ( 互 9” 把 
它 记 为 总 称 下 ”是 不 的 第 二 次 共 鬼 空间 ， 如 此 继续 下 去 ,就 
有 下 的 第 三 次 共 辆 空间 卫 ” 一 (及)* 等 等 .用 王家 示人 第 次 
共 声 空间 , 显然 ( 互 所 一 研 cor09。， 这 些 室 间 之 亲自 然 是 有 联系 
的 。 我 们 只 考察 五 与 了 ”的 关系 ， 

对 每 个 zE 王 , 作 瑟 < 上 的 活 函 o 如 下 : 对 了 EE", 令 

zx( 门 一 Fo)， 
显然 , 这样 作 的 zs 是 了 "上 的 线性 泛 函 ,而 且 由 于 
la” cf lfl!al, 

所 到 过 是 有 界 泛 函 , 并且 ls"“i szjl, 称 汉 函 w* 为 由 z 生 成 的 . 
必 王 一 下 的 算 子 wi 

定理 1 设 环 是 赋 范 线性 空间 ， 算 于 oP owE) 是 XX 
一 五 ”的 保 范 的 线性 算 子 , 即 

Ci) artBn) "= + By”’, 

《五 ) la) =1el. 

证 明 (i) 是 明显 的 . 显然 ,好 了 证 人 ,只 要 再 证 [oz| 
就 可 以 了 . 

对 任何 2 关 0, 由 泛 降 延 折 定理 知道 ， 必 有 fcE I*, [fw| =1, 
而 瑟 /人 m) 一 直上 因此 

avt [eo (CF) | = i (|= lel. 
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记 竟 表示 不 经 过 映 身 zww* 后 的 象 , 刘 定 三 汪 .更 末 定 理工 
说 明王 与 葬 线 性 保 范 同 构 , 即 五 可 以 通过 算 了 于 由 05 同 构 》 
访 入 第 二 基因 空间 .今后 为 简单 起 见 , 往往 不 去 区 别 x 与 a， 如 
把 苇 和 到 一 玛 刀 来 , 从 而 卫 己 证 ”, 并 称 算 子 7 为 (自然 ) 垃 入 算 
子 。 更 一 般 的 是 下 9 一定 人 ro 一 0 1 …), 

定义 ” 设 苹 是 赋 范 线性 空间 ， 如果 王 一 开 ”， 就 称 互 是 自 
反 的 . 

设 革 是 和 白 反 空间 , 那 术 下 也 是 由 反 的 (更 一 般 的 是 下 "= 
王后 tn 一 0，1，2,…))， 事 实 上 ,这 时 (于 一 ( 芋 和 ?一 六 

例如 , 当 I 工 <p< 之 co, 而 且 9 是 多 航 对 偶数 , 即 

工 - 工 -1 
Pp 
时 ， CLe(CLe, 5), m0)*— Falta, 51, me), 
Ce ©), m0 = Leta, 6], mm), 

这 就 是 说 ，ZL?(C[e, 杂 ,， ?0) 是 白 反 的 ， 位 一般 说 及, 一 个 赋 范 线性 
空间 焉 , 即便 是 完备 的 , 不 一 定 是 自 反 的 ， 工 (Te, 9], ?就 是 一 
例 ， 为 了 说 明 这 个 事实 , 我们 先 给 出 下 列 定理 . 

定理 2%(Banach) 设 互 是 赋 范 线性 空间 ， 如 果 互 “是 可 亲 
的 , 那 末 于 必 也 是 可 析 的 . 

证 明 由 于 鼎 设 妃 * 是 可 析 的 , 所 以 在 素 * 中 有 一 列 {f}, 它 
在 脏 * 的 单位 球面 上 稠密 ， 对 每 个 户 由 于 


Sup |f.(e) [= ll > 地 
在 艺 的 单位 球 画 上 必 有 mw, 使 得 
foo 1> 去 ， 


这 而 , 记 { 作 sj} 张 成 的 工 的 线性 闭 子 空间 为 王 。, 如 果子 不 可 村 , 郑 
末 必 然 王 s 兴 至， 从而 在 芋 " 中 存在 训 ，[fo1=1, 而 且 当 wE XX。 
时 , fo 2) =0, 然而 
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一 jj -foe) | [f(a [> 寺 , 
这 与 {fj 在 有 "的 单位 球面 上 筒 密 的 蛋 设 冲突 ， 斌 以 卫 是 可 析 
前 .证 毕 . 
利用 这 个 定理 , 立即 可 知 工 ([e, 杂 ， 江 ) 不 是 自 反 的 ， 
事实 上 上, 如果 荆 (Ta, 可, mm) 是 自 反 的 , 即 
CL (La, 可， mo)) "= L (fe, 本， m), 
由 于 五 (Ta, 亲 , ?0 是 可 析 的 ,所 以 《LC[a, 外, 27))” 也 应 该 是 可 
拆 的 ， 可 是 根据 $2 知道 
CEIe 0], m0) —I (Le, b], m). 
然而 当 @<%h<5 时 ,区间 [cj 前 特征 丙 数 ze 的 是 Er([a 5]ym) 
欧 单 位 球面 上 的 一 族 ( 以 和 为 参数 ) 疝 量 , 并 显然 可 昂 当 》%z#X 时 
XrG a ~ HEas | 一 mn sup E | ear: (DD 一 (2) | = 二 


一 
LoLubt 


部 fx} 彼此 间距 离 为 I。 而 这 族 向 量 有 不 可 列 个 ， 这 就 是 说 ， 
ZG, 四， 4) 不 可 能 是 可 析 的 。 因而 (fm, 站 , 1%) 不 是 自 反 

我 们 注 党 ， 定 理 2 启发 我 们 用 共 固 空间 下 * 的 性 质 来 研究 原 
来 怠 范 线性 空间 前 性 质 ， 这 个 方 窗 前进 一 步 发 展 就 是 局 部 凸 哲 扑 
笃 癌 理论 中 的 对 俏 惠 论 , 它 对 于 研究 空间 的 拓扑 结构 基 委 有 用 前 . 
参见 [， 

2. 算 子 序列 的 一 致 . 强 、 弱 收敛 

在 经 典 分 析 中 ， 关 于 一 列 责 数 的 妆 黎 性 常常 用 到 药 是 处 处 收 
黎 和 和 一致 收 敏 的 示 念 ， 由 于 所 考察 的 问题 的 需要 , 不 同 场合 采用 
不 亲 的 收 伍 室 念 . 当 于 等 子 序列 ， 类似 于 阔 数 列 的 一 致 收效 和 的 
旺 腹 化 ;也 常常 用 到 下 面 几 种 形式 的 收 敦 性 . 

定义 设 子 ,了 痢 十 赋 范 线性 空间 , 郊 果 4;,4E 小 (五 王 了 )， 
而 县 :4 一 4 ->0ga>co), 称 序列 {4 村 接 工 子 范 数 收复 于 二, 或 称 
为 一 孜 政 喜 于 4. 如 覃 对 每 个 zE 王 (4 一 dz 玫 0, no00), 称 


1 


序 庆 {4,} 强 次 效 于 4, 记 做 4 一 > 4, 或 4 一 ( 强 )lim 4 如 时 


& 共和 空间 与 共 轿 算 子 495 
对 每 个 zE 下， 以 及 任何 ET"， 7(C4oay->P(4 可 ， 称 序列 fd 革 
政务 于 4 记 做 4 一 > -4 或 4 一 ( 纶 Yim 4 
显然 , 如果 4 一致 收 伍 于 4 必然 强 政 敏 于 4; 如 果 {4} 蝇 
政策 于 4， 必然 羽 收敛 于 4。 下面 的 例子 说 明 它 们 的 进 命题 一 
不 正确 . 


例 长 强 收 伍 而 不 一 致 驱 伊 的 算 子 序列 ) 在 Pp 宕 1) 中 ， 作 : 
“ 左 移 ” ` 算 于 如 如 下 ; 半 台 一 {jy Ty 四 EE 时 ， 


~ 


As = (wa, Ta, es 
那 未 算 子 序列 {49 强 收 伍 于 零 ， 事 实 上 ,对 任何 zz 一 (ri za 
和 一 Tai 负 出 "二 人 - 天 地 


工 

1 An < a 

lwls~( B12’), 
中 三 赤 中 1 


由 于 (Sal?) <%, 
所 以 A"wlg->0, 即 {4 中 强 收 货 十 零 ， 和 但 是 , {4 中 在 如 上 并 不 一 致 
收 襄 于 夫 ， 事 实 上 , 令 ,一 0, 一 …, 0, I, 0,…-) (其 中 除 第 ww 个 坐 : 
标 为 1 让, 其余 为 间 , 显 然 4m%wri=61, 所 以 
[4 > 1. 
' [Bn | 
所 以 {49 不 一 致 收盘 于 零 . 
例 由 弱 收 仇人 而 不 强 收 总 的 算 子 序列 ) 在 吏 (p 泛 妃 中 作 算 子 - 
序 襄 {4} 如下; 当 8% 一 0， Wp， 后 可 有 时， 
A n=1, 2,: 
其 中 屿 是 例 工 中 取 的 向 量 ， 易 然 
[Asw — Anols— een— womls— [mr |27, 
所 以 当 各 共和 时, {4 不 是 强 收 货 的 、 然 而 ,对 台 虐 任何 线性 连 针 : 
泛 洱 yw 即 g= (gy yz， 小, 而 县 


oO 一 Dg, 
那 末 YA) 一 区 (men) = dng 
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由 于 避 ]g|*<o%, 因而 >0, 即 y(Cdvo)-0， 这 说 明 {4 小 弱 收 
化 于 夫 . 
引 理 1 设 下 是 后 范 线 社 空间 ,了 是 Banach 空间 ， 
TEBF TY), na1, 2,. 
诈 果 有 常数 天, 使得 了 ,< 天, nn 一 1,， 2 …， 而 且 有 三 的 大 窗子 
集 人 名, 当 wwE 信 时 ,Tj} 收 训 ， 路 未 必 存 在 有 月 界线 性 算 于 


TEBT>Y), 
便 得 证 村 强 收 租 于 工 , 并且 
| sm， {. 
证 明 任 取 2E 并 ,由 于 功 一 至 ,对 等 个 e>0, 存 在 必 E 钨 ,使 
得 
lz 一 — < 


又 由 于 [Ys 是 收 全 的 ,时 以 必 有 和 然 数 记 ， 使 得 当 mm> 时 
|Zaa' 一 oo << 人 二， 
于 是 
EE 
人 <TD ie + 


了 | - 
2M 一 | 二 可 人 名 


二 以 4T2} 是 Banach 空间 了 中 的 基本 点 列 , 因而 它 是 收 伍 的 ， 作 
所 -> 的 算 子 
TT, wz>lim 于 ， 


Nm 


容易 证 明 研 是 线性 算 子 ， 由 于 当 xE 于 时 
iTrl =lmiT .wl ln), lel, 
所 以 了 了 是 有 界 的 ,并 且 有 
ZJ- 
对 于 汉 油 ,我 们 也 引入 类 航 的 收 化 概 念 ， 
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定义 ” 设 {f 沾 是 赋 范 线性 空间 妆 上 一 列 连续 线性 证 泪 , 如 果 
有 FE 斑 ", 使 得 | 思 一 了 ->0Cm>o0), 黎 泛 函 序列 {所 } 强 收 训 手 站, 记 
为 有 了 或 1 一 lim 也， 如 时 并 对 每 个 TE TF, fm (W600), 


称 泛 画 序 列 弱 “收效 于 六 记 修 所 一 > 或 了 一 【能 ”im 所 . 


注 如果 把 泛 函 用 成 算 子 的 特殊 情况 . 即 匡 = 扩 的 情况 , 算 子 
席 列 的 一 致 收 伍 概 念 就 相当 于 滋 图 序列 前 强 疏 和合 。 而 竺 子 的 强 收 
伍 和 弱 收 化 都 相当 于 泛 函 序列 的 弱 * 收 伍 , 因 此 由 引 理 工 立即 待 刘 
下 面 的 系 . 

系 设 {f。} 是 及 上 一 州 连续 线性 泛 函 , 又 存在 常数 人 H, 1 了 1 
所 午 , 并 且 1f 中 在 芒 的 坏 密 子 集 名 上 点 点 收 合 , 那 末 必 存 在 了 E 
广 *", 使 得 {了 ,} 弱 * 收 促 于 下 

由 于 屯 可 书 通 过 撤 入 算 于 5，2>2" 同和 攀 地 堪 入 全 ( 定 理 
了 ,所 以 可 以 将 卫视 为 赋 范 线 福 空间 下 ”上 某 些 有 界 改 性 汉 卫 的 
集 ， 因 而 ， 艾 可 导入 互 中 一 列 元 素 {m 上 (作为 之 ”中 一 到 元 玉 }) 强 
收 仇 于 和 万 县 和 弱 收 误 了 于 zo€ 让 的 概念 . 

定 兴 设 志 是 赋 范 线性 空间 ，{ejc 王 ,加 丘 大， 如 陨 

|] 二 一 5ojl->0 Cn>00), 
就 称 {ww} 强 站 伐 于 wo, 如果 对 任何 了 ER fv) -xf (00) Cr->00)， 
就 称 {zw} 弱 收 族 于 [ 注 ] mo, 记 为 wz, -> mm 或 四 一 ( 弱 弱 )lim er. 


接 定 义 , 算 子 列 的 一 致 收 筑 、 泛 函 列 的 强 收 化 、 向 量 列 的 强 收 
伍 等 ,分 别 就 是 通常 的 算 子 列 、 泛 丽 列 . 癌 量 更 的 按 范 数 收 伍 . 

定理 3 设 忆 . 了 是 赋 范 线性 空间 , {4c 汪 一斑 如 果 
小 弱 收 合 于 全 E 由 (一 工 ) 那 记 44 是 唯一 的 ， 特别, 如果 
是 至 上 … 列 有 界线 性 泛 画 , 弱 "* 孜 仇 于 户 那 末了 是 唯一 的 . 


证 明 如 果 有 4.4 侠 得 A, > A4， 4A， > 4', 显然 就 有 


[ 注 ] 如 景 视 {zw} 为 区"* 中 点 到 ,这 时 "更 总” 科 为 强 * 收 敏 寺 区 佑 中 点 各 , 然而 
这 时 毕竟 {n} 是 区 中 点 列 , 扩 以 称 为 幸 收 个， 它 与 弱 * 收 襄 是 有 六 别 铭 . 例 
如 ff 旺 空中 一 列 点 7 弹 " 帮 敏 于 了 E 全 是 指 对 丝 个 ER, (4) 
fT)s ); 而 行 泪 避 收 分 于 了 蚌 掉 凡生 个 YE nt。 
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do = dr), sETFE, fEP, 

从而 Ax 一) 一 0 对 一 著 fET* 成 立 ， 所 以 Aw 一 A4%w 一 0( 如 
坦 不 对 ，(4 一 4 人 gw 卫 0， 根 据 沁 函 延 折 定 理 ， 必 有 .加 EY”"， 使 得 
foltd 一 4 天 们 ， 研 然 驹 一切 2E 王 ， 4z 一 45 一 0 所 以 4 一 
4 当 节 二 欠 时 ,就 得 到 泛 函 的 结论 ， 证 毕 . 

现在 守 举 一 个 固 * 站 化 而 不 强 收 化 的 泛 苹 序列 的 例子 ， 

例 8_ 考察 工人 [0, 271,m)》 上 的 汉族 序列 {fxn}: 


fe) 一 | s(n dt, LELLO, 2 本 和 )， n=l, 2 
它 弱 * 坡 俘 于 零 (这 个 命题 称 为 歼 昌 -得 贝 格 引 理 ， 人 参见 第 二 章 $8 
可 题 4) ,但 不 强 收 合 下 零 . 
事实 于, 由 $ 工 中 ,I 式 知 道 
有 六 | = max Jsinnt| =1, 
tn,27] 


所 以 六 并 不 强 收 敏 主 零 . 今 证 {了 :上 弱 “ 收 敏 了 于 零 : 当 wz( 引 大 三 
第 窗 项 或 时 ,用 分 部 和 分 可 直接 验证 币 : 当 meo 时 ， 


Fs tw) 一 I 人 wv (ODS nt dt->0 
直属 .Jo ” 


青 利用 :大 一 1 一 J，2,…, 和 三 角 风 项 式 全 体 在 LC[0,2w], mm) 
中 的 稿 密 性 ,立即 得 到 对 任何 


居中 
ZELLO, Dow], mm), fe) =] zi 的 sn nt dt->0, 


8、 级 列 紧 ( 弱 致密 ) 

虽然 在 划 轰 空间 互 * 中 序列 的 弱 * 政 伍 概 念 ， 一般 不 能 容纳 在 
度量 空间 中 按 婚 离 收 敏 前 概念 中 ， 但 我 从 仍然 可 以 仿照 度量 空间 
致密 集 的 定义 来 定义 弱 * 极 限 意义 下 的 致密 性 . 

定义 . 设 争 是 五 的 共 声 空间 王 * 的 子 集 ， 如 果 甸 中 任意 点 
济 { 放 } 一 定 售 有 在 羡 上 纲 * 政 敏 的 子 序 询 { 六 就 称 瑟 是 弱 * 殖 守 
或 弱 * 列 肾 ; 如 归 一 定 会 有 强 收 伍 的 子 序列 { 户 ], 就 称 灸 是 强 歼 密 
或 强 列 坚 的 ， 
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强 致 密 ( 或 强 列 胎 )， 按 度量 空间 的 一 般 术 诺 ,就 是 致 窗 ( 或 列 
紧 ). 

由 于 强 收 敛 歼 含 弱 * 收 化， 记 以 强 列 紧 集 必 是 弱 * 济 紧 集 ， 下 
如 弱 * 收 人 敦 不 必 是 强 收 化 一 样 ,一 般 说 米 , 弱 * 列 紧 集 三 一定 是 强 列 
紧 集 . 这 一 点 将 在 定理 4 后 面 加 以 说 明 . 

在 Banaceh 宅 闻 中, 杰 有 界 梨 兵 有 列 紧 性 ， 只 有 空间 是 冶 限 维 
冰 蚌 可 能 的 ， 但 由 于 到 * 列 紧 性 要 求 较 弱 ,当空 间 了 是 可 析 时 , 共 
辆 空间 "中 点 集 的 有 界 性 和 弱 * 列 紧 性 划 基 一 致 移 . 

定理 4 刘 果 赋 范 线性 空间 互 是 可 析 的 ， 郑 末 共 轧 空间 XX 
中 的 配合 有 漠 集 4 是 弱 * 列 紧 的 . 

证 明 设 44 是 切中 的 有 界 代 任意 在 4 中 开 一 加 {fg} 
那 末 存在 常数 玉 守 0, 使 得 

To R=, ,0 (383.1) 

出 于 于 是 可 析 汐 , 设 fo 在 于 中 称 密 ,由 (9. 了 激 列 {pm1)， 
一， 2,… 之 中 存在 收 侣 子 序列 {pw}, 为 书写 方 定 ， 抽 {pw} 
政 写 为 {py}: 


Pn (WD), Pio (E11, Pi (we 
《下 面 也 类 似 地 用 双 足 标 }， 在 上 , 泛 沙 取信 和 wt2) 入 是 生 界 
芍 , 记 以 其 中 丸 全 有 政 敏 子 列 
Pt Pa), Faa lp), 7 Pap (Ca), 
如 此 继续 下 去 , 得 到 基干 可 烈 个 泛 函 序列 
iy Plas es) Ply + 


Pls 六 aa“ Pary *** 


其 中 {pe} 是 fp 的 子 序 列 ,而且 半 于 每 个 wv, 存在 
lim rim CW), 


人 3. 引申 挑 出 对 角 线 上 的 泛 画 弓 成 序列 
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部 11， 风 39 Wovs 
容易 知道 , {gy} 在 {ze} 上 收 和 化 驻 因 为 fxn? 是 稳 密 的 , 并 且 
je HH, 
由 下 更 iI 的 系 知道 必 存 在 gE 于"， 使 得 {pwl 在 于 上 弱 * 收 合 于 
多 ， 证 毕 . 

可 有 见 , 可 村 贼 范 线 性 空间 下 的 共 思 空 间 芋 * 中 单位 球 或 单位 
球面 都 必 吓 弱 * 列 紧 的 (更 一 般 的 奸 果 可 见 本 节 的 第 五 小 节 )， 但 
是 , 当 dm 于 一 co 时 , 工 ” 也 蚌 无 限 维 的 ,由 第 四 童 $ 6 定理 II, 天 
中 单位 球面 (从 而 单位 球 ) 不 是 强 列 紧 的 . 

类 供 地 ， 我 们 也 可 和 将 下 赔 入 于“， 可 以 存 玉 中 引入 弱 询 紧 
氢 念 , 读 浴 也 可 类 似 地 讨论 三 中 的 有 界 集 与 弱 齐 紧 的 关系 . 

4、 子 空间 , 商 空 间 的 共 斩 空间 

定义 设 子 是 赋 范 线性 空间 , woE 三, EX"， 如 果 ao 一 
0, 那 末 称 了 与 zo 直 交 , 记 为 了 |L x6。 如果, BB 分 别 是 卫 、 了! 的 
子 集 ， 并 且 对 任何 moE4, fEB, 了 了 |xwo， 那 末 称 4.B 直 交 , 记 为 
|B8.， 如 果 和 4 是 于 的 子 集 , 那 末 称 { 了 [fx, zwEX, 了 EX 为 
站 的 直 交 集 , 44 的 直 交 集 记 为 4+, 

引 理 2 (1D 设 4 蚌 赋 范 线 性 空间 互 的 子 集 ， 那 末 41 必 是 
到 "中 的 也 线性 子 空 竟 . 

(2) 设 4 是 赋 范 线性 空间 王 的 共 示 空间 互 * 的 子 集 ， 那 末 
雪人 几 下 (这 里 视 站 己 吾 “， 通 常 记 44 由 亚 为 4) 是 互 中 的 财 线 
人 性子 空间 . 

(3) 设 4 是 赋 范 线性 空间 下 的 线性 子 空间 , 那 末 

《47)+ 几 至 一 可， 
证 明 (了 DD 对 任何 户 , fs& 41, mm BE 办 ,由 于 
(oft BF) 2) 一 六 (十 有 Po 一 0 EA, (3.8) 
所 以 4* 是 线性 子 空间 、 同 样 , 设 {f,} 是 A! 中 一 列 点 , 并 和 且 {f,} 
强 收 敛 4 其 实 只 要 弱 “收敛 ) 于 也 那 未 , 对 任何 wEE4， 
an —lin fate) =0, {3.4 


a 
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即 fE 4A1, 因 而 41 是 闲 的 . 

人 2) 根据 {A+ 是 于 "的 闭 线 性 子 空间 , 而 瑟瑟 站” 从 
而 得 到 4 站 于 是 节 中 的 闭 级 性 子 空间 . 

(38) 吕 然 , 4 二 54 虽 下 ,由 全 ，(4 吕 1 三 忆 可 反之 ,对 
任何 zoe, 有 plwo, 万) 关 0， 由 泛 孟 延 拓 定理 , 存在 A E 瑟 *， 1 
= 1 714( 即 Ed， 并且 太 (so 六 0， 因而 woEE(4D:N 斑 , 从 
责 (4 己 -站 到 一生 。 证 毕 . 

引 理 3 设 卫 是 赋 范 线性 空间 文 的 闭 线 性 子 空 间 , 是 无 
上 有 界线 性 算 子 ,并且 TTLCL, 那 未 于/ 工 上 算 子 

FP, FTp, ET/L, (3.5) 
上 必 是 有 界线 性 的 ,并且 1 人 TTT), 
证 明 ” 先 培 明 祝 的 定义 是 恰当 前 ， 事 实 上 , 当 Ez 时， 
y—2EL, 
Ty—Ty—w) + Ty. (3.0) 


由 于 TLCL, 所 以 合 一 Tv, 即 外 在 名 的 值 不 依 束 于 多 中 向 量 的 
选取 ， 因 而 全 的 定义 是 怡 当 汐 . 
证 全 是 线性 的 .于 任何 2 YE XX/L, om, BE A, 由 (3.5)， 
Vn Tn 
he eT 
oT BTy=aTetB Ty 


从 而 


| -oTrt+piy, (3.7) 
久久 是 线性 的 ， 
再 证 再 是 连续 的 、 对 任何 站 E 下 / 工 ,由 于 
Fj Py, (8.8) 
所 以 对 任何 yEz， 
[Pallfol= [Bl< Zo < Ty, (8.9) 
从 而 人 ~ 
[Zz 1T infiyl = Ti, (8.10) 


由 (3.10) 可 知人 是 有 界 的 , 并且 | 人 | <1TI， 证 举 . 
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通常 称 家 是 了 在 及 / 工 上 的 诉 导 算 子 ， 

系 ， 设 了 是 赋 范 线性 空间 及 上 连续 线性 泛 函 ,， 工 是 (站 ) 
的 闭 子 空间 , 那 末 于/ 工 上 汉 消 了 .xH>f(lw) GE) 必 是 瑟 / 卫 上 连 
续 线 性 沦 函 ( 即 #7E CZ/D ,并 且 [F| 志 |i. 

本 系 的 证 明 可 以 直接 仿 引 理 3， 

定理 5 设 工 是 赋 范 线性 空间 互 的 线性 子 空间 , 那 未 


.A (8.11) 
如 时 工 还 基 子 的 闭 线 性 子 空间 , 那 末 
(L/D =. (8.12) 


证 明 先 证 (3.11)， 对 任何 了 EL", 中 泛 函 延 拓 定理 ， 必 存 在 
f 在 卫 上 的 连续 线性 延 拓 广 ( 其 实 还 可 做 到 | 所 | 一 is)， 作 下 
到 焉 */D+ 的 峡 射 
yp, fF (3.18) 

现在 证 明 (8.13) 是 确 有 意义 的 。 事 实 上 , 如 果 记 也 是 了 在 六 
上 的 连续 线性 延 括 ， 郑 末 记 |z 一 声 [ 一 f， 从 而 户 一 疡 E 五 ， 内 谓 
天 一 jo, 所 以 映射 名 .IT8) 是 有 意义 的 [ 注 ]. 

再 证 多 是 线性 同 构 。 如果 j 兴 0， 显然 f4EL!, 从 而 无关 0, 即 
9 是 单 射 。 对 任何 天 9gEE mm BE 内, 令 产 .中 分 别 汶 9 相应 
的 延 拓 , 显然 of 二 89: 是 呈 十 Bg 的 连续 线性 延 拓 , 因而 


ee 
pof BD = td =aft+Bo—op(f) 4 Bp), (3.14) 
即 8 是 线性 的 ， 又 显然 对 任何 癌 E 玉 Lt, 任 取 方 E75, 令 
f=fils, 
那 末 必 有 有 2 方 一 疡 ,因而 p 是 满 射 ， 这 样 ,9p 是 线性 同 构 . 
最 后 证 是 保 范 的 。 房 为 等 价 娄 万 中 任何 吕 都 是 五 上 了 在 
至 上 的 连续 线性 鞍 拓 , 鸭 而 fi 吃 18, 从 而 


fioflal — 72l. (3.15) 
六 因为 对 了 人 五 ， 必 有 保持 范 数 不 变 前 延 拓 , 例如 户 ， 从 而 
ha flint = Fb C8.16) 


[过 证 驯 于 是 音信 前 (我 们 不 讨论 守信 映射 )。 


多 算 王 So 
和 宛 甸 是 保 范 的 ， 办 而 人 .1 了 0 成 江 ， 
证 (3.12)、 因 为 工 是 全 的 闭 线 性 子 空间 , 根据 第 四 章 35 定 
理 17,， 下 / 工 是 风 范 线性 空间 .对 任何 了 E (至 /DD 作 卫 上 汉 函 
了 (ep) =F (2), sES, (8.17》 
现 证 了 基线 性 泛 函 ， 事实 上 ,对 任何 名 9E 王 oo BE 从 ,由 
(3.17) 以 及 了 的 线性 , 立即 有 


f lawt By) —F law By) — fot+ BY) ~of (FG) + BF 
of (@) + BAO). (3.18) 
再 证 了 是 连续 和 的， 事实 上 , 对 任何 zE 瑟 ; 
fF) [=F <I) Le), 


Vf 是 连 供 风 , 关 有 (3.19) 
根据 (3.17), 显然 当 2E 时， 
fw) FE) =F(0) =0, 
嘟 feEL+ 由 此 可 作 ( 人 /DD * 到 荆 * 的 映 寺 ， 
,F=f {3.207 


现 证 由 是 线性 的 . 事实 上 , 对 任何 了 ,9E (ZX/D", 0, BE 人， 
册 仿 .1 交易 划 ， 
(af + BF) ( 们 一旦 (的 十 有 98 人) = of (8) + Bow) 
= (af + 0), En, 
邑 (fo 上 LB 的 一 中 二 88 一 or( 六 十 6(9). 
再 证 秆 是 双 射 ， 当 了 了 20 时 ， 册 人 @. 妇 ) 知道 了 关 0， 即 由 是 单 
射 ， 而 对 任何 了 EL 上 1 由 引 理 3 的 系 , 必 存 在 相应 于 了 的 


FE LE/DS,, 
使 得 (的 一 Po)， 
并 且 _ Fi. 
从 而 (=f 


好 目 其 潢 午 ， 所 以 贡 是 双 射 ， 
围 于 ji 间 和 妥 上 册 青 往 意 到 全 -19)， 立即 可 知 各 是 保 范 的 。 所 以 
(3.19) 现 立 、 证 毕 . 
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注意 ”等 式 (3.11)、(3.1) 的 两 边 是 不 同 的 空间 , 严格 地 说 , 
这 两 个 等 式 的 等 号 的 含意 并 未 严格 交待 , 不 过 从 证 明 中 可 以 看 出 ， 
它们 比 线 性 保 范 同 构 的 要 求 要 强 ， 节 %. 上 沙 还 应 进一步 分 虽 满 足 
(3.13)., (8.20). 

六、 自 把 空间 的 性 质 

现在 讨论 自 反 空间 的 某 些 性 质 。， 在 第 一 小 节 中 ,我们 已 介绍 
了 自 反 空 间 的 定义 ， 并 且 已 指出 ， 如 归 蕊 是 自 反 的 ， 那 末 它 的 第 
n> 了 次 其 二 空 间 也 是 自 反 的 。 又 显然 ,， 自 反 空间 必 基 Hanash 
您 问 . : 

定理 6(B. J. Pettis) ”Banach 空间 互 是 自 反 的 之 机 条件 是 
也 的 任何 闭 线 性 子 空间 工 必 是 自 反 前 . 

证 明 ”充分 性 (取石 一 互 ) 是 显然 的 , 下 面 证 明 必要 性 . 

设 瑟 基 互 的 闭 予 空间 , 由 定理 5 的 (3.41)， 


了 一 和 /DLL (3.11) 
规 祥 " 为 定理 5 中 的 于 ,由 定理 5 的 (3.12) 又 有 
Lr (XL (LY, (3.21 


这 里 全 雪上 应 是 开 ” 让 与 也 !(C 瑟 9) 直 交 的 元 全 体 ， 但 是 五“ 一 
王 ， 所 以 LL)! 就 是 于 中 与 + 直 交 的 元 侈 体 ， 由 引 理 2 的 (8)， 
一 (L414)+ 一 上 .证 毕 , 

. 利用 定理 6, 我 们 又 得 到 自 反 空间 中 另 一 个 重 权 性质， 

定理 CW. 卫 . 了 berlein-V. 工 malian) 自 反 空间 及 中 
任何 有 界 集 4[ 自 ] 必 是 增 列 紧 的 ， 

证 明 设 4 是 互 中 的 有 界 集 ，{fesj 是 业 中 点 列 ， 令 工 一 
Span{fen}、 显 然 , 五 是 并 的 证 析 闭 线性 子 空 间 , 由 于 天 == 卫 ”所 
区 五 也 是 自 反 的 ， 出 二 开 是 可 析 的 ， 由 定理 3 一 (2)* 立即 可 
和 妈 | 27 是 可 析 的 ， 从 定理 4 到 定理 和 中 的 开 一 工 、 ,立即 知道 工 一 
工 ” 中 有 界 点 列 {mw} 必 有 弱 * 疏 人 敏 的 子 点 列 (不 妨 设 为 fo 本 鼻 )， 
即 存在 zE 工 ,对 任何 了 E 天 (一 吾 7/ 万 二 ， 


[ 旋 ] 这 里 共 实 可 以 改进 为 弹 有 界 集 ( 参 见 芷 定 一 9 系 后 面 的 说 明 )， 即 对 任何 
了 EE4 {f(z) iaE 全 是 有 蜡 数 全，. 


呈 3 共 枝 空间 与 共 应 算 于 S05 
Im f (ew) —f iw). (3 .22) 
由 此 可 知 , 对 任何 产生 卫 ， 令 了 一 方 | 五 从 人 .22) 立 即 得 到 
lim 六 (oo 一 lim f (0) 一 Co) = fule), (3.28) 
戎 {zn} 弱 收 就 于 作证 举 . 
6 共 斩 算 子 
设 瑟 为 nn 维 绥 性 空间 , .名 为 如 中 一 组 线性 基 ， 如 "下 
示 了 吾 上 线性 汉 函 全 体 所 成 的 线性 空间 ， 在 忆 中 可 选 出 一 组 世 
了 六 ,使 得 
六 Bo) — Dy, 此 v=1, 2， "和 
这 时 称 {fp} 是 {ev} 的 对 妈 基 ， 设 全 是 召 上 线性 算 子 ， 在 基 {e,} 
下 , 相应 于 阵 (@6w)}。， 任 取 


阔 一 局 mew 及 = 2 bo， 
六 (了 的 一 它 Vn f(Tey) = 名 VipoTo 


屠 末 


一 19) (8.24) 


其 中 9 一 字 @wys，9 一 训 gfs， 由 此 对 每 个 hE 如 "相应 地 产生 


一 个 gE", 并 日 > 是 线性 算 子 , 记 g 一 了 "h， 根据 线性 代数 知 
道 , T* 是 BB* 的 线性 算 子 ,而 且 它 在 基 {fv} 之 下 所 相应 的 阵 
正好 是 (4jw) 的 转 置 阵 (6nv)?， 3.24) 式 又 可 写 为 
ROT) = (A) (w), 
现在 将 这 个 概念 推 1 到-- 般 的 赋 范 线性 空间 上 去 . 
定义 设 了 是 赋 范 线性 空间 艺 测 赋 范 线 性 空间 了 的 有 界线 
性 算 子 ， 如 果 有 了 "到 下 ”的 算 了 于 TT, 使 得 对 任何 EF", wm 王 ， 
(ID) (12) — ETE), (3 .26) 
于 末 就 称 人 "是 全 的 共 轿 算 子 ,或 件 随 六 子 . 
由 前 所 述 ， 迪 学 线性 空间 中 钱 竹 算 子 的 共 邦 算 子 相应 于 转 旦 
训 库 慨 念 的 推广 ， 
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襄 困 视 了 f(z) 为 vz, 了 的 二 元 肖 数 ,并 引入 形式 写法 
《2 ?fw), 
那 末 了 和 了 "的 关系 便 是 对 任何 2 了 开 ,了 GE， 
Te, PD Lo, Tf. (3.25) 
定理 8 设 于 和 荆 是 赋 范 线性 空间 , 那 末 
(I 对 每 个 全 EE 地 ( 昼 一 本), 必 有 唯一 的 共 狐 算 子 
TCHBT 3 
(2) 映射 *; TPT* 是 加 (县 了 ) 到 多 CI 王政) 的 保 范 线性 . 
筑 子 ; | 
(3) (Tx) 一 Tx( 这 里 1x. Tx 分别 是 及 . 防 * 上 的 单位 算 子 ); 
(4 设 久 是 同 范 线性 空间 ， 了 TE3( 王 -> 了 ),， BE 其 (Y 一 的， 
那 未 


T*B*— (BT)’”, (3.26) 
(B) HTLEADDY, HT AN TNOINY., 
证 明 (了 DD 对 每 个 hEY", 由 于 
(<T%, p21 |pE [Tob af {Tl hs, 
显然 , 泛 函 对 ic 是 互 了 的 有 异 钱 性 泛 画 ， 招 它 记 为 下 可 
得 
ITR| Tl. C3.27) 
显然 ， 算 子 Th 是 线性 的 ,所 以 人 "EB(F*-> 陡 和) 而且 ， 满足. 
(3.35) 的 算 子 呈 " 显然 是 由 唯 -- 确 定 的 ， 由 (3.27), 有 
| ld 
(2) 再 利用 泛 前 延 折 定 理 来 证 阳 ] 全 "jj ， 当 于 一 0 时 , 显 
然 成 立 , 不 妨 设 人 0, 对 任何 wsE 瑟 如果 ?zx0, 根据 泛 孜 延 拓 - 
定理 , 必 有 4EY', |j| 上 一 14, 使 得 (Tw) ~ io ， 放 是 
[Tro| ~ Ts, By=<%, Tr i lie. 
对 于 Tw 一 0 的 z， 显 然 也 成 立 [zi<<17*|1zl， 由 此 得 到 "i 所 
上, 从 而 1 一 和 全 , 即 员 射 *，TPP9T* 是 保 范 的 ， 
设 oo BE 六 ,了 TT，BE3CX> 了 )， 从 TB 和 加 的 线性 就 得 : 


tt 


中 
| 


8 3 站 强 空 司 与 其 损 算 子 
<o, PTBBI Ra BB sy, hy 
—0 Tr, hEB, Ry 
ot, Thy Bm, Bh> 
一 《Red BB ID, 
因此 TH7V 是 线 竹 算 子 ， 
国 些 , * 瞎 射 是 保 范 线 性 算 子 . 
(3) 对 任何 六 EE 于 "2% 乞 屋 ,由 (3.25)， 
rx, Tih>=<Ty, bw, Ey, 
即 I=h， 对 一 切记 于 * 成立， 所 以 TY 是 了 "上 的 单位 算 季 
zx 
{组 对 任何 YEZ ec 二， 
< 人 (了 闻 一 《TO gy = Te%, Brg ey, TB'gY. 
外 于 对 一 切 gE 王 上 和 式 成 立 , 所 以 
(BO'g=T" Bo), gEZ", 
这 就 得 到 (3.26) . 
(5) 从 地 .35) 知 道 亚 ( 人 7) 一-A 人 从 引 理 全 的 (3) 知道 
DDN 了 FP 了 =AAT")+NY， 证 毕 . 
琶 然 映射 57， o>2” 将 鞋 中 的 向 量 % 氢 入 第 二 共 轻 空间 , 肖 
然 也 可 以 把 算 子 “嵌入 ?第 二 共 李 空间， _ 
设 是 赋 范 线性 空间 下 测 赋 范 线性 空间 六 的 有 界线 性 算 
子 ,T* 是 了 到 革 * 的 有 界线 人 性 算 子 ,而且 上 "= jl 这样, 算 子 
TT*= C0" 就 是 及 ”到 了 ”的 有 界线 性 算 子 ,而 且 
| 于 一 下 
于 是 , 当 4E€ 有 ,了 EY* 时 | 
《万 Ta PA, Ls, TAT, fo 
~<f, (Te) ">, 


由 此 得 到 CF a) Pg 
如 果 把 互 虞 入 瑟 ”， 工 做 入 工 ”， 那 未 上 式 便 是 
了 


这 举重 得 到 下 列 定 理 ， 
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定理 9 设 革 .了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,了 E 人 (于 -rx 了), 那 林 
当 入 .了 分别 诬 入 了 时 ,TW 便 是 卫 的 延 拓 , 并且 
和 一 全 
例 和 4 设 五 4s 轧 是 [4, 1X [sg, 56] 上 连续 汕 数 ,积分 算 子 


(Tp) KG, Hp, pEI[a, 5], m), (3.2 


作为 (fa, 3], 网 到 于 (fw ,mm) (p>0, 9>0, 二 + 二 一 
算 子 ,是 有 界线 性 算 子 ( 岂 $1 习题 四 ,又 对 任 铅 

bE TIALa, 0), mm) ~ P(e, 可 ,mo 
电热 有 《Tp, 入 一 KG, Do(D Yd Cp, 队 ， 


其 中 ， 1 的 一 | Ks 引 汪 (sds， 由 此 可 知 
TP | 二 Ge Ds (8.207 


在 分 析 数 学 中 , 除了 积分 算 子 外 , 经 常 明 到 的 是 微分 算 子 . 伍 
一 般 说 来 微分 算 子 是 无 界 的 ， 所 以 我 们 还 有 必要 引入 更 一 般 的 线 
镍 算 子 的 共 斩 算 子 概 念 ， 

设 工 是 融 范 线性 空间 至 到 赋 范 钱 性 空间 六 的 线性 算 子 ， 其 其 
定义 域 为 马 ( 瑟 。 我 们 问 在 工 " 中 是 否 存在 向 晤 多 ， 对 多 ， 存 在 
2 和 三， 使 得 


Tr, yO 一 人 人 2 区 (7) (3.30) 
成 立 ， 显 然 , 这 是 有 的 , 例如 取 久 一 0 人 一 0 上 式 就 成 立 . 但 是 为 
了 推广 共 轿 算 子 概念 , 自然 要 间 , 对 于 上 述 六, 能 各 人 艇 到 只 能 有 众 
一 的 zw? 呢 ? 一 般 地 说 , 如 果 多 (于) 天 至 , 那 来 w* 不 了 唯一。 因为 内 
要 xz 多 全 )， 用 他- 上 zf” 代替 w', 就 同样 适合 .30;， 为 此 我 位 
引入 下 面 定义 
定义 讼 于、 了 蚌 两 个 赋 范 线性 空间 ,人 是 下 到 站 的 线 注 
儿子 ,如 果 耻 的 定 交 域 多 (TT ( 必 是 线性 子 空间 ) 在 于 中 稠密 ， 称 
也 荐 到 到 了 的 稠 定 线性 产子 ， 
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显然 , 对 给 定 的 y', 如 果 有 ww 使 (8.30) 成 立 , 那 来 思 由 久 唯 
一 确定 的 充 要 条 件 是 写 ( 一 下 , 即 名 是 简 定 线性 算 子 ， 

对 条 定 线性 算 子 ， 利 用 上 述 唯一 性 ， 我 们 可 以 引入 轩 的 共和 
算 子 的 往 念 . 

定义 ” 设 王 .了 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 色 是 革 到 了 的 称 定 
线性 算 子 ， 令 多) 是 了 * 中 能 找到 rE 使 侣 .30) 成 立 的 六 
人 金 体 ， 称 银 (T)(CTY 到 总 * 的 算 子 

Te yr 

为 全 的 共 胃 算 子 或 伴随 算 寺 . 

显然 ,了 与 了 * 的 关系 是 

CTs, Oe, TY, sg EBM, EDI). (3.31) 

为 了 获得 与 定理 6 类 似 的 铺 采 ， 我 们 还 和 需 引 入 不 是 定义 在 全 
空间 的 两 个 算 子 的 钱 性 运算 和 飞 积 运算 . 

定义 设 环 .了 .2Z 是 三 个 赋 范 线性 空间 ， 针 和 加 是 卫 到 
揭 两 个 线性 算 子 , 定义 域 分 别 是 多 (了 TT), 儿 (B)， 又 设 O 是 了 到 7 
的 线性 算 子 , 定义 域 是 钨 (中. 今 引入 运算 如 下 ， 

(了 对 任何 aE 从 ,规定 算 于 of 的 定义 域 多 (am) 一 儿 (T), 并 
县 对 任何 4E QD), (aT) w= osy. 

(2) 规定 算 子 T+B 的 定义 域 急 (T4+B) 一 BCP) 多 (BB), 
:并 且 对 性 何 EB BY), (T+Br=Tx+ Bz. 

{3) 规定 算 子 0T 的 定义 域 

BO {vvE BT), ToE DO Y, 

并 且 对 性 何 4EZOD, (CTY2=CTy. 

定理 10 设 王 .了 .各 是 三 个 赋 范 线性 空间 ，T、T,, Ts 都 是 . 
并 到 工 的 秽 定 线性 算 子 ,C 是 了 到 忌 的 秽 定 线性 算 子 , 那 末 

(DD 是 了 Y* 到 也 "的 线性 算 了 于 (一 般 地 说 , 作 ( 于 ) 并 不 等 于 
了 了 *), 并且 是 团 算 子 ， 

(2) 对 任何 aEA, oT}* 太 oT 当 a¥ 0 时 , (oD) = aD 

8) 3 BTVIN GT = NH, (Pi) OPTS 
(由 当 多 (C73) 一 于 ,并 且 Ti 是 有 界 强 性 算 子 时 ， 
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(Pi + Ts) TT 
(6) 当 了 4CYs 时 ,TECTS 
(6) 当 OT 是 稳定 算 子 时 ， 
(OT) "ITO 
特别 , 当 OE 见 (了 -区 时 ， 
[07 一 2 
(ND RP AN HEIN TY NY. 
证 明 (了 D 证 条 是 线 作 算 邓 ”如 时 好 级 E 夕 (TD), 那 末 
Ty, yO Le, Tg, dl, 2, ED .32 
由 此 可 知 对 一 切 2E 级 好 0 0 BE 太 ， 
《mp T" ogi By)>— Te, oyit By2> 
—oTs, YT BLS, > 
=—uke, Tg Boz, TY:> 
—<w, oI"yi+ BT yD>, 
邵 PT" 是 线性 算 子 ， 
再 证 于 是 闭 和 的 ， 设 {K} 是 倪 ( 全 和) 中 一 列 点 , 并 二 站 化 于 六 。 
而 且 {人 D2} 收 仇 于 or 因 再 从 
Ty, HL, TY, TEDT), 
取 极 限 , 立即 得 到 
Te, yO Ly, FY LEDUD), (3.88> 
因此 , 扩 EBCTD, 并 有 旦 TY 一 2*， 所 以 全 "是 闭 筑 对。 
(8) 当 a0 时 ,因为 绢 (Co) 一 多 (TD), 所 以 ,对 任 俩 
EZ), | 
oI, 2 一 ago Y= Ln, ye, oT YY, 
即 玉 名 人 BUAeTD) (从而 分 ( 了 TD) 叶 信 (C07), 并 且 
Ca ye oy 
这 就是 说 , (cm “am 
下 对 算 子 of 和 有 -二 应 用 这 个 结论 , 便 得 到 


[BaT OA)”, 
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到 2 从 而 邮 ” ko” 因此, (oa 一 oa 天 呈 ， 
而 当 < 一 0 寺 , 显然 , SO37 一 了 但 
HOPI =2BITIVICY, 
所以 当 g=0 时 ,一 般 只 有 (oD" 太 oT 
(3) 因为 多 作 让 和 作 如 30) 一斑 , 所 以 全 十 是 移 定 的 ， 从 而 
4 二 了 "存在 ， 守 任何 六 E 多 (TD 作 久 (TD 一 多 TIT2D), 由 十 
Tr, gb =Cp, Diyy, EBT,), js=1, 2, (3.84) 
以 而 CP Ps, yO Ce, PEF TE YY, 
EBITDN DA, EBITD N DBI, 
TD NID TIT CDT T)Y), ¥H, BYE 
TT 时, 


(DT TD) YW TI TY, 

这 谣 是 说 (TT 十 Ta" 二 了 TY 十 32. 

他 ) 因为 TEB( 革 了) 所 以 TEBO" 一 于 "利用 (2) 
于 算 壬 本 十 全 s 和 一 全 ,可 得 

BIT DA TD) (TD)), 
邵 PUT TINY CDID ~ FTIT TS), 
思 此 邓 (GP 上 站 一 罗 ( 人 二 2)， 由 此 易 知 
(71 十 T's) “二 了 1 十 TY, 

5) 是 显然 的 . 

(0) BEDIOD) = {yl E90), 并 且 COWw EBTD)} 
对， 显然 . 

OPr, y= Oy OE, TWO, EBON, (83.835) 
邮 涡 OD CSUODT) ,并且 (OTD 信 一 TIO 所 以 

(COTY OTO 

(7) 和 定理 8 的 (5) 一 样 可 以 证 得 .证 毕 

而 当心 E 鹤 性 一 及 时 ， 对 任何 4 人 BOTD), 2€ 久 (OT)”)， 
(Ty, OO = OT 2 = £, OF) "yg), 
拖 CizGE 乡 (并且 
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(po = Tw, OF = (w, (OT)"s) 
成 立 , 其 COTYCTIO* 从 而 (OT)* 一 0% 
例 王 设 卫 {fifO 在 多, 1] 上 侈 连续， 了 (0) 一 了 (0D = 从 
ELTO, 1 90, o>p >1}， 最 然 ， 了 是 了 (10, ,mm) (om 
>2> 了 中 铀 密 线 性 子 集 ， 作 岂 卫 为 定义 域 的 算 子 了 如下; 
2 ff (8.36) 


下 画 我 们 来 求 员 2 
设 9EI([o, 可 ,wo 广 十 方 雪 和 人 rEE([0 二 ,mm) 
1 ,1 
(于 + 了 了 靖 中 
< 六 人 办 一 < 9>, feE2(d}=D, 


即 满足 
fg Da mf D, FEDA) —D. (39.37) 
记 六 的 一 | g(r)ar; 利 用 分 部 积分 ,由 上 式 立即 得 到 
(GF fg+9") -0. (8.88} 
我 们 注意 , 虽然 和 fif ED| 并 不 充满 荆 ?([0, 林 , mm)， 但 
也 只 差 一 维 , 即 有 等 式 
{Uf'lfED} -| o-oolg Ero, 1, m)}, 


其 中 e 者 示 I?《[0, 了 ,mm) 中 恒 取 常数 二 的 沪 数 。 事实 上 , 对 任 


f= ola-t| por (8.39) 
属于 了 DD, 并 f=-p 一 (pnDar )e, 妈 
{oorarelp EL Lo, 1, mc{f'lf ED. 


反之 ,对 任何 JED, 只 要 取 p 人 一 普 的 一 | 六 (ear 就 可 以 得 到 


和 38。 共 刘 空间 与 共 罗 算 子 B13 
相反 的 包含 关系 ， 
{rfeDc{ pf parelpe LC, 1], mo. 
令 h 一 g+g", 利 用 (3.38)、(3.39), 就 得 到 
Cp, Wf pdr| hr)dr=0, (3.40) 
即 (p， 一 上 (Dn) 一 0， 从 而 4 一 | .5Cc)dro 因此 


g+ 扩 -0 或 g(0) 0) Can 


这 就 是 说 
TDI={9|gOD 在 [0, 雪上 全 连续 , y ELITO, 1], mm)}, 
(3.41) 
并 且 
T'g~ 一 全 y. (8.42) 
了 ， 强 . 弱 拓 挤 


一 般 说 来 , 算 子 序列 的 强 收 就 . 呢 收 敛 的 概念 不 能 容纳 在 度量 
室 间 中 按 距 离 收 敏 的 概念 之 中 ， 所 以 对 算 子 收 人 敲 的 描述 可 按 拓 扩 
线性 空间 的 方法 引入 下 面 儿 种 所 扑 . 

定义 设 王 、 了 是 赋 范 线性 空间 ， 在 线性 空间 BIHY)L 
用 下 面 涯 种 方式 引入 举 范 数 族 成 为 局 部 十 拓扑 线性 空间 ; 

(《i》 取 范 数 | |, 由 它 引 入 的 托 扑 称 汶 一 致 拓扑 ; 

Cii) 到 半 范 数 族 {1A4z| lzE 工 1， 于 它们 引入 的 拓扑 称 为 强 
拓 科 ; 

Gi 取 尘 范 数 族 {|yC4w) | |%E 玉 ,yyEY8"}, 由 它们 引入 的 拓 
扑 称 为 弱 拓 扑 。 ， 

显然 , 各 ( 于 -zz 了) 中 一 列 算 子 {C4} 按 定义 所 说 的 一 致 ( 强 、 蔓 ) 
收 但 于 4, 和 分别 等 价 于 按 一 致 ( 强 、 增 ) 拓扑 收 伍 于 4. 

一 玛 拓 扑 强 于 强 拓 扑 , 强 拓 扑 强 于 弱 拓 扑 . 而 例 工 人 鲁 23 告 诉 我 
们 ,在 一 般 情 况 下 ,一 致 拓扑 不 同 于 强 拓 盾 , 强 拓扑 不 同 于 弱 拓 扑 . 

自然 ， 对 于 一 个 赋 范 线性 空间 三 的 共 轿 空间 也 * 来 说 ， 可 以 
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引入 强 拓扑 和 阶 " 拓扑 的 概念 ; 即 

(i)》 用 范 数 | .1 折 引 入 的 拓扑 称 为 及 "上 的 强 托 提 : 

CU》 用 半 范 数 族 {IFCz) [|1sEy 所 引入 前 拓扑 , 称 沟 下 "上 
的 盘 <“ 后 扑 、 

阿 样 , 在 赋 范 线性 空间 五 上 可 以 引入 下 面 两 种 拓扑 ; 

(i) 用 | -1 所 引入 的 拓扑 称 海 圣 上 的 强 托 逢 ; 

(站 ) 用 淮 范 数 族 {| 了 Cw) | |E XZ"} 所 引入 的 拓扑 , 称 为 下 上 
前 器 括 守 ， 

根据 按 定义 域 中 弱 的 拓扑 连续 的 映射 必 按 强 的 折 扑 连续 的 道 
理 , 立即 厅 知 定义 在 加 ( 耶 -> 卫 ) 圭 的 映射 如果 按 弱 拓 站 连续 ， 那 
末 必 按 强 拓扑 (更 按 一 致 折 扑 连续 。 定义 在 及 上 的 映射 ， 河 果 
按 弱 * 拓 扑 连 红 , 那 束 必 按 强 拓 扑 和 连续 . 同 祥 , 定义 在 他 上 的 皮草 ， 
如 果 按 狐 拓扑 连续 , 那 来 必 按 强 拓扑 连续 . 

外 于 不 同 场合 有 不 同 的 拓 挡 , 因而 就 有 按 不 同 拓 扯 的 
然 , 一 个 集 4 按 较 弱 拓扑 的 极限 点 ， 一 般 说 来 不 少 于 芒 匀 拓 
扑 的 极限 点 ,从 而 按 较 弱 折 扑 的 闭 集 ， 必 也 是 按 较 经 拓扑 的 财 集 。 
反 过 来 , -- 般 说 是 不 对 的 ， 例 如 在 三 ([90，2z]，mm) 中 ， 集 {fsia rz|m 
一 1，2,，…] 没 有 极限 点 , 因而 基 强 闭 的 ， 但 {sin 全 习 收 务 于 从 
而 对 任何 有 限 个 


万 fn EDLO, 2m]， 1)" = LLO, 1, 0) 
中 的 元 , 以 及 任何 s>0, 必 存在 环 , 当 8> 下 时 


2 | 
下 六 (对 有 天 ce, t=—1, 2, ,Nh, 


著 在 马 点 药 弱 环境 {wzELIE0, 23], mm), [fw) | <a, d=1, 2, 
LL 3rj, me) 秆 中 含有 {m2} 中 点 ， 但 0 点 是 集 
4sin 和 的 按 弱 后 扑 的 极限 点 . . 

但 对 于 赋 范 线性 空间 , 利用 泛 湖 延 拓 定理 (实际 上 用 的 是 器 高 
定理 ), 我 们 有 如 下 结 困 . 

定理 11 设 和 44 是 赋 范 线性 空间 马 的 西子 入， 那 来 4 生 是 各 
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闭 的 充 要 条 件 是 4 为 绒 闭 的 [ 注 ]. 
证 明 ” 虹 然 , 只 要 证 表 在 44 是 强 闲 的 假设 下 ， 的 在 何 溢 医 
拓 盾 的 极限 点 mm 必 属 于 凤 就 可 以 了 .如果 不对 , 那 未 wo 马 A4， 也 
Ascoli 的 隔离 定理 , 必 存 在 GE 交 " 利 正 数 8 使 得 
fw fv) i vwEA, 
队 而 在 zo 药 虹 环境 地 | 人 f(z 一 2) | 之 8} 中 就 不 合 有 万 的 点 , 因 人 而 
zo 不 本 能 是 和 4 的 按 弱 拓扑 区 极限 点 , 这 与 假设 准 盾 .证 毕 . 
特别 , 有 下 证 的 系 : 
二 ”风范 线性 空间 中 ， 和 任何 ( 强 ) 闭 线 性 子 空间 必 是 弱 闭 的 . 
是 可 析 同 范 空间 移 销 说 部 我 们 证 有 明 过 互 " 中 任何 大 界 
集 必 着 弱 * 列 紧 ( 见 定理 由。 其实， 利用 Txxomo8 定理 (网 第 四 党 
8 8 定 悉 二 可 以 证 明 更 一 般 的 下 述 缚 果 ， 
定理 13 设 互 是 路 范 总 性 空间 ， 那 末 共 力 空 间 及 * 中 任何 
( 按 范 数 ) 有 界 的 弱 * 闭 集 按 弱 * 据 扩 部 是 紧 的 ， 
这 个 定理 是 赋 范 鳅 性 空间 理论 中 的 一 个 其 本 定理 ， 它 有 不 少 
这 个 定理 在 局 部 同 线 性 的 护 空 间 理 论 中 也 有 有 扒 / 下 。 这 个 定 
是 一 盘 拓 工学 应 用 在 泛 函 分 析 中 的 重要 成 就 之 一 ， 


可 恶 


1. 这 沁 了 不 是 自 反 的 , 
2.. 3 OFg, 8] 中 点 齐 和 5s} 弱 缀 后 于 zo 油 充 过 条 全 是 存在 太 数 民 ， 证 
得 lo 过 复生 一 卫 2 并 且 对 得 个 # [am 门 ， 
lim wn ty ot) 
m= . 
( 突 证 朋 yo 和 闪 要 尘 时 不 委 用 后 而 4 的 妆 叶 定安 7 
3. 设 全 中 大 时 风范 线性 空 拓 革 的 新 线 往 也 空间 于 审 一 济 点 ， 并 并 各 二 


CHLiny sn, TER zoe 攻 
Pe 


未必 存在 


[ 注 ] 


起 河和 相克 率 Vi 
了 3 因而? 沉 下 记 瑟 立 。 当然, 好 避 村 约 
半 千 条件 羔 或 为 荡 坟 所 可 出 流 洁 导 出 的 招 扑 丘 团 | 的 如 什 ， 


六 半生 二 的 点 列 ,开间 ;中 玉 区 一 (可 im 下 . 


B18 第 五 章 线性 算 子 


mm 一 ( 强 )im 六 az 


5. 证 明 ? 上 任何 弱 收 敏 点 列 必 是 强 收 伍 点 列 . 

6， 自 反 的 Banach 空间 及 可 析 的 充 要 条 件 是 互 * 是 可 析 的 . 

7, 设 马 是 Banseh 空间 及 的 对 闭 集 , 证 明石 中 仁 何 弱 路 煞 点 列 {ro} 的 
简 限 剖 癌 仍 在 也 

8.， 设 互 是 Banach 空间 ， 证 明 对 任何 re0， 集 世 | zj < 必 症 绚 周 
集 . 又 所 集 {z[jziz 咱 是 否 是 弱 闭 集 ? 


$4 逆 莫 子 定 理 和 共鸣 定理 . 


在 线性 分 析 中 , 除了 §3 中 所 介绍 的 线性 诈 函 延 拓 定 理 这 一 
小 本 定理 之 外 , 还 有 上 几 个 重要 的 基本 定理 ,它们 是 开 映 象 原理 、 道 
算 子 定理 、 闭 图 象 定理 以 及 共有 鸭 定 虱 等 ， 这 些 定理 都 是 经 常 被 引 
用 的 . 

1. 诞 算 子 

在 $1 中 介绍 了 线性 算 子 的 加 、 诚 以 及 葬 法 运算 . 这 一 小 区 
和 下 一 小 池 要 考察 算 子 的 除法 , 即 讨论 绕 人 性 算 子 的 道 算 子 . 

设 召 是 集 革 到 集 六 的 算 子 , 其 定义 域 、 信 域 分 别 为 多 ( 户 . 
泌 (B)， 如 果 姜 是 单 射 , 那 末 吾 的 道 算 子 B77 存在 ,并且 

BB ND- HRB), WB) ~ DB). 

进一步 ， 当 也. 了 还 基 两 个 线性 空间 ,BB 是 线性 算 于 时 ， 易 知 B87” 
电 是 线性 算 子 根据 第 一 章 $2 和 本 章 $ 工 算 子 溢 法 的 定义 , 易 知 


BB= 12, BB -Tap. . ‘4.1) 
到 之 , 如 浊 有 工 到 于 的 算 了 局, 定义 域 为 全 ( 吕 ) ,使 得 
OB— Tow, BO= To, (4.2) 


那 来 召 必 是 音 射 ， 并 且 吾 一 一 =O|acn. 从 而 当 如 号 惩 线 性 算 子 时 ， | 
也 必 是 线性 算 了 了 . 

青 进 一 步 ， 如 果 在 互 、 了 上 还 有 淮 范 数 ， 那 末 就 可 引入 下 列 
定义 . 1 
定义 ” 设 王 .了 是 两 个 赋 准 范 钱 性 空间 , 避 是 线性 算 耳 ， 


8 4 ” 逆 算 子 定理 和 共 咬 定理 s17 
BBICTH, HBICY, 
如果 3 存在 ,多 (了 一 多 (B) 一 了 并且 B7? 是 连续 的 , 那 末 称 
如 是 自 则 算 子 . 

显然 有 下 面 的 引 理 ， 

引 理 1 设 及 、 了 是 队 个 赋 准 范 线性 空间 ，B 是 线性 算 子 ， 
(CX, 风 (B)CY, 那 束 吾 为 正则 算 子 的 充 变 条 件 是 存在 了 
到 互 的 连续 算 子 0, 区 (CD = 了 , 使 得 | 

OB Tym, BO~ Ty., (4.8) 

系 设 瑟 了 是 两 个 感 范 线性 空间 ， TEB(F->Y), 并 拔节 
是 正则 的, 那 末 人 也 是 正则 的 ,并 且 ( 人 -区 "一 (人 

证 明 国 为 了 EB(F 一 了) ,而 是 


TT Ty, PH Ty, (4.4) 
下 根据 $3 定理 8 的 (3) 和 ( 少 ,对 上 式 两 边 作 * 运 算 就 得 到 
(加 -一 (4.,5) 


组 引 理 工本 知人 是 正则 的 ,并且 (ZT 一 CT) "证 毕 ， 
, 定理 1 设 生 .了 .2 都 是 赋 准 范 线 姓 空间 ， 如 果 扫 是 字 到 
了 的 正则 算 子 ， 互 是 工 到 了 的 正则 算 子 ， 并 且 多 (LB) = 了 ， 那 末 
-84 有 是 瑟 到 互 的 正则 算 子 ,并 且 ( 刀 4 一 一 4 一 
证 明 根据 假设 , 4-+、B-! 都 是 连续 的 , 并 且 
ZBDN 2, BAYD=Y, 
易 知 4] 如 -是 各 到 于 的 连续 线性 算 子 , 又 显然 有 
(4 站 4 一 To BACAB DD = Iy. {4.6) 
掉 引 理 1，BA4 是 正则 算 子 , 并且.B4) “一 4"1B8"， 证 毕 , 
设 革 、Y 都 是 赋 准 范 线性 空间 (甚至 是 赋 范 线性 空间 ), 是 
了 到 了 的 连续 线性 算 于 , 并 且 是 双 射 .这 时 了 ”未必 是 连续 的 . 
例 I 设 吾 是 定义 在 Cla, 妇 上 的 积分 算 子 : 


B. pWP | .wmar peole 如 . 


取 了 一 入 四 |yEOL4，0]，y 有 连续 ， ylo)~ 叶 ， 在 了 上 取 
它 fw 中 范 数 作为 范 数 ， 这 样 , 算 了 于 召 是 Banach 空间 Ofs, 可 
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到 威 范 线性 空间 了 的 连续 线性 算 子 , 并 特 是 双 射 . 如 果 特 别 取 
yt nnt 一 二 
显然 , 让 在 Wo, 洛 六 时, | 一， 但 由 于 
(BY) CD = (DD, 
所 以 (B iy) (HD =n 00s, 
从而“ ja 一 ">oo 00)., 
所 以 B 习 不 是 有 界线 性 算 子 , 即 B87! 不 是 连续 算 子 ， 
扩 ， 开 映 象 原理 和 遂 算 子 定理 
一 切 方 程 的 求解 问题 , 可 下 纳 为 下 面 的 一 般 形式 ， 

Bary. (44.7 
显然 ,第 一 小 节 中 讨论 的 道 算 子 概念 是 与 方程 (4. 站 的 解 的 蛤 一 性 
路 切 相 关 的 ; 而 道 算 子 Bi! 是 否 连 续 , 与 方程 (4. 门 的 解 xz 是 否 连 
然 地 依赖 于 yg 的 问题 密切 相关 ， 倒 如， 当 于 ,了 都 是 赋 准 范 色 性 
空间 时 , B 为 正则 算 子 就 意味 着 方程 性 .7) 对 每 个 yEY 都 有 唯一 
解 zz, 并且 连 续 地 依赖 于 gy， 因而 , 研究 复 子 什么 时 候 有 道 , 道 算 子 . 
秆 么 时 候 和 连续， 六 算 子 的 形式 是 什么 等 等 都 是 泛 函 分 析 中 重要 的 
问题 ， 这 就 是 算 子 谱 论 的 中 心 课题 ， 这 一 些 我 们 将 在 算 子 谱 论 一 
” 登 中 作 专 门 讨论 。 在 这 一 小 节 中 ,我 们 要 讨论 的 是 (一 般 欧 》 解 的 
和 臣 疆 竹 癌 题 ; 当 和 了 都 是 赋 准 范 线 性 空间 , 如 末 yE 人 RtB), 并 且 
细 有 中 一 殉 点 二 中 收 禹 也 所 癌 是 否 存 在 相应 于 加 的 解 w,(m 一 42， 
2 …), 使 得 和 政和 化 于 相应 于 y 的 其 个 解 wz?. 对 于 线性 算 子 旦 , 我 . 
们 和 刘 杖 期望 得 到 更 深入 的 站 单 ， 这 就 是 开 映 象 原理 和 着 算 子 定 
理 ， 


引 理 & 设 了 .了 是 赋 准 范 钱 性 空间 , 避 蚌 豆 到 工 的 开 线 性 
算 卫 , 那 末 (4. 站 必 对 每 个 yEY 都 有 和 解 %， 并 且 对 任何 {oC 工 ， 
9 必 有 解 or 一 yn 二 3， :1) ,使 得 oo 
证 明 本 为 召 是 开 筑 子 , 所 以 对 任何 >0， 于 中 环境 O(0,8) 
问答 BO40, 8) 是 六 中 开 焦 . 叉 因 为 是 线性 的 -所 以 
BO=—0E€ BBO, a), 
从 面 亨 丰 了 中 点 的 -环境 日 (0, 信使 得 
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BOW, 8 SHO, 0). (4.8) 
到 se 一 去 (n 一 1,2，…), 相应 地 有 8 人 今后 , 不妨 设 5orz<5。), 使 得 
Bo(o, 二 ) > (0, 3 (4.9) 


对 任何 YE 显然 必 存在 党 数 天 ,使 得 - 敌 E90C0, 5), 从 而 存在 


72 COOD, 8), 使 答 Bw 一 衣 ， BE BMze' =y, 这 就 是 说 , (4.7) 对 一 


场 YE 了 六 朋 才 一 于 二 

假设 {yw} 是 了 中 点 斑 , 并 EE gg 一 op) 起 然 ,go 中 坡 
多 除去 有 限 项 外 , 对 每 个 各 总 有 ,o>00 时 ,pwc9, 讶 卫 

| {yn — yi,. 

对 了 加 一 护 存在 羽 EO(0， 交 ) 站 而 必 ->0， 使 得 旦 gt 一 加 一 久 
因此 百名 十 o 一 # 十 狼 一 引 一 芒 、 莽 知 一 4 十 叹 , 显然 它 就 满足 引 理 
的 要 求 ， 证 毕 . 

由 下 理 2, 立即 符 到 关于 (4. 人 的 解 的 连续 狂 的 系 . 

系 ， 设 工 了 是 赋 准 范 线性 空间 , B 是 于 到 了 的 双 射 ,并且 
:是 开 的 线性 算 子 ， 逆 来 方程 (4.7) 的 解 «连续 地 依赖 于 wy， 即 B-! 
是 连续 线性 算 子 ， 

自然 要 闻 ; 怎样 的 线性 映射 是 开 的 呢 ? 下 面 起 一 个 基本 定型 . 

定理 8( 并 了 肌 象 原理 ) 设 全 、Y 是 两 个 Tréohot 空间 B 是 
到 了 的 连 绽 线性 算 子 ,并 县 多 (B) 一 了 ， 那 末 吾 必 是 开 算 于 . 

证 明 《D 证 明 韵 关 雏 显然 在 于 证 明 ， 对 于 及 中 任何 s- 环 
境 0(0, 8), 必 存在 了 中 的 5 环境 G(0, 8), 使 得 

BOWO, 8) oo, 0). {4,10) 
事实 上 , 现 假设 (4.10) 成 立 , 这 时 对 福 中 给 定 的 开 集 0, 以 及 证 何 
zoE0, 必 存在 &>0, Olwo, s)0, 但 Olvo, 6) 一 zo+O(0, 5}, 青 
是 线性 的 , 所 以 
BOPBO (mo, #8) = Br BOWO, s) OBrot G0, 8, 

茹 Ba 是 BO 的 内 点 ， 因 而 BO 是 站 中 开启 ， 由 于 2G C0, m4) 是 
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了 中 开 集 , 从 而 存在 3>>0, 使 得 
0, HTHFD, nTCBODM, a), 
爷 届 .10) 成 立 ， 
GT) 我们 昌 不 能 很 快 证 明 (4.10 ,但 利用 第 二 网 性 能 很 快 证 
骨 下 述 事 实 : 对 任何 5 记 0, 必 存 在 茶 个 go 的 环境 妇 (o, D), 使 
得 


BOM, 6) PIG go, ). {4.11) 
事实 上 , 如 记 咒 =n000, ,人 一 BO,(n=1, 2 0)， 显 然 
互 一 Uo。 


里 假设 绕 (B) 一 了 ,立即 得 到 
BX—BLO,— LG,-7. 
因为 了 是 第 二 网 集 ， 所 以 不 可 能 所 有 的 Go 一 1 2,…*) 全 是 酬 


部 集 ， 踊 至少 有 一 个 ， 例 如 Gx 一 BOxw 在 了 中 某 点 六 的 环境 
Ge 中 稠密 ， 由 于 


0 


| 襄 9 一 训 如 | 
入 从 ly- gj 一 0， 因而 BO(0, 6) 一 才 Gs 在 坟 GGy 了 中秋 密 . 
但 卉 人 Go, 台 仍 是 开 集 , 所 以 有 以 及 >0， 次 


Gl, EH CY 7). 
从 而 性 .11) 成 立 . 
{IIT 由 {4, 往 ) 很 快 可 以 证 明 必 在 在 了 的 环境 G00, np) 
使 得 


BOO, 2) G00, 1). {4.12} 
事实 上 , 由 (4.1DD), 对 给 定 的 es>0, 必 存 在 内 ET 以 及 和 p>0, 使 得 
BO0(0, 5 )=>6 (gy, 1). (4.18) 


因为 jal 1s[, 加 是 线性 算 于 ,所 以 


$ 4 道 算 子 定 瑟 到 共 交 定理 2 
-oo 到 -ob 双 
Bofo -Ba(_ofo 三 )—~B0(0, 号 
并 有 。 BO(0, 宇 )- 一 BO0(0, ~ -20 #). 
再 荡 用 ( 生 .13) 立 即 得 到 
BO(0, $)=—BO(0, §)>-G(y, %) 


=G(—y, Wn). (4.14) 
对 任何 yE2G(0, n), 显然 有 


y=(yr+ 重 )+ (y+ 全 ) 


由 (4.18) 可知 必 存 在 O(0， 香 ) 中 点 列 {z,} {zo}, 使 得 


Bs, 一 #1 十 9, BB > 一 g 二 才 ，(n>c0). (4.16» 
利用 准 范 数 的 三 角 不 等 式 ， 显然 ts 十;} 是 O00, 8) 中 点 列 ， 上 车 
(4,16), Bis ry n> 00), ET 
BO 可 二 2900 m1). (4.16y 
但 2G(0, 70) 仍 是 了 中 开 集 , 所 以 存在 >0, 使 得 
G0, WEIF00, DTEBOD, e). 
QV) 现在 利用 人 .12) 来 证 明 <4.10) 成 立 , 因为 (4， 本 
所 以 对 任何 自然 数 %, 必 存 在 和 之 0 不 和 妨 设 厨 疡 Bo 六 … 交 和 之 
使 得 


BO(V, 527) 20(0, 8), n=1,%, (4.17) 
取 5~Bz 对 任何 yE G0, 3), 由 (4.17) 知 道 必 存 在 eo 如 )- 


使 得 
|y— Bw | < 6, 


沁 样 ， 对 y— Bo ERO, 3); 忆 寿 在 “E000, 襄 )， 使 得 
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BG +2) ~ = | B22 — Cy— Be) | < 5s. 
加 此 手续 一 直 和 做 下 去 , 得 到 一 列 {e 二 7 满足 
| yn m=1, 2, (4.18) 


由 于 访 |m| 过 导 碟 x 一 ,所 以 [ 字 o% | 是 开 中 基本 点 列 , 因 比 
避 s 一 s, 状 且 wE0(0, sy， 而 由 (4. 19) 可 知 司 六 驯 是 也 中 此 
本 点 列 , 并且]im 至 (六 oo) -wy 但 互 是 连续 的 , 所 以 B24 一 y， 印 


.B00 8) 二 G0, 及， 证 毕 ， 
对 定理 2 的 证 明 稍 作 行 细 秃 析 , 不 难得 到 如 下 推广 . 
定理 2 设 焉 是 Jr6ohet 空间 , 了 是 赋 准 范 线 性 空间 , B 是 
于 到 了 的 连续 线性 算 子 , 多 ( 召 是 它 的 定义 域 ， 如 果 吾 是 闭 算 子 ， 
.多 (B) 是 了 中 第 二 纲 集 ， 那 来 儿 (B) 一 了 ,并 且 了 加 将 相对 于 多 (B) 
的 开 集 哄 成 了 中 的 开 集 , 即 对 任何 互 中 开 集 D, 必 在 在 了 中 开 集 
.全 , 使 得 BC(B(B) 门 D) >G. 
证 明 ”内 爱 将 定理 2 的 证 明 中 了 换 成 级 (B),，0(0, 8) 换 成 
-D00, 8) 站 多 (B)， 形 将 第 (IV) 步 中 吾 的 连续 性 条 件 欣 成 如 的 闭 
福 ， 其 余 一 切 照 归 ， 便 得 本 定理 的 证 明 . 
利用 定理 2 和 引 理 2 的 系 ， 我 们 就 得 到 下 面 重要 的 首 算 子 定 
- 理 ( 最 初 是 由 Banaeh 对 于 完备 赋 范 线性 空间 的 情况 证 明 的 )、 
定理 3( 道 算 工 定理 ) 设 五 、 了 是 两 个 Fréchet 空间 ，B 是 
节 到 了 的 双 射 , 并 且 是 连续 线性 算 子 , 那 玉 B-! 必 是 了 到 访 的 
连续 线性 算 子 . 
证 明 由 定理 2, B 是 开 算 子 , 由 引 至 2 的 系 知道 了 -+ 是 连 纺 
.的 .证 毕 ， 
定理 8 和 定理 2 一 样 , 有 着 类 似 于 定理 2 的 推广 
3、 道 算 子 定理 的 应 表 
开 映 象 原理 和 道 算 子 定理 在 解 方 程 移 定性 讨论 中 的 应 用 价 代 
荐 明 最 的 。 当然 , 定理 2. 3 不 能 给 出 定量 的 估计 。， 对 于 Banach 
:空间 的 悄 况 , 连续 线性 算 子 的 连续 性 可 以 用 竺 子 的 范 数 来 估计 . 下 
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面 我 们 给 出 一 个 简单 但 是 常用 的 知 计 ， 

定理 和 说 互 是 Banaoh 空间 , BEYB(ZX 一 福 )， 并 是 上 B81 一 
1, 那 末了 一 吾 必 是 正则 算 子 ,并且 


-BD < (4.19; 
证 明 对 于 数 g€ A，|a| 二 三 有 熟知 的 展开 式 
一 -+= 2 (4.20) 
羡 似 于 上 述 展开 , 作 算 子 
0~ DP (4.24) 


由 于 [Brj< tl 并 且 1B1<1, 因此 可 知 (4.2DD 中 级 烙 按 算 子 范 
数 收 敏 , 好 OE 其 ( 卫 -> 防 )， 又 因为 
OfT- B=I, (I— BIG=I, 
所 以 CG~ (I 一 B)-1 状 且 
iol< BIiPl< 人 Ela 
即 (4.19) 成 立 。 证 素 ， 
注意 , 在 定理 4 前 候 设 下 , B 实际 上 是 下 上 的 ( 钱 人 性) 压缩 映 
射 , 召 "是 召 的 m 次 复合 怠 射 ， 解 方程 ( 吾 一 3 一 8 等 价 于 求 
{B—I zs—y=0 : 


-了 工 
工 一 | 如 上 


揭 根 , 也 等 价 于 求 胰 射 
| Pp: eH-*>Br—y 

的 不 动 点 、 由 避 的 压缩 性 ， 易 知 wp 是 了 革 上 压缩 肪 讲 。 容易 置 忆 
按 (4,21) 求 方程 (8B 一 x 一 # 的 解 _ 

2—(B-D 一 一 他 一 一 一 一 一 区， (4.22) 
就 是 求 乐 缩 肛 射 不 动 点 的 近代 求解 了 过程 交角 {可取 初 深 近似 
zo 一 0， 参见 第 四 章 $7 定 旭 扎 。 清 计 式 ( 夺 .1 和 0 奈 是 第 四 意 $7 的 
好 .3 式 ,换言之 ,定理 生 是 正 缩 区 射 定 理 的 特 锁 ， 但 定理 生 芭 克 
搂 证 明 方 法 发 于 用 解析 展开 方法 讨论 旨 性 算 子 是 富 帮 启发 性 的 
(参见 算 子 谱 论 一 章 中 有 关 谱 半径 的 讨论 ), 
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现在 我 们 再 给 出 定理 名 8 女 外 一 些 应 用 ， 这 些 乎 当世 是 常 被 
引用 的 ， 

人 ) 拓扑 等 价 问题 上 的 应 用 

定义 设 互 是 钱 性 空间 ,上 上 生 .下 -所 荐 马上 两 个 准 范 数 , 又 
设 {fww} 是 于 上 任 徊 点 列 , 如 果 fo] 按 | 收 伍 于 并 且 按 上 | 
是 基本 的 , 那 末 {zw.} 也 必 按 上 -|: 收 仑 于 ww, 就 称 上 上 与 上: 上 是 罕 
合 的 . 

定理 多 设 了 是 线性 空间 ,| 上 1、 上 ls 是 全 上 两 个 符合 的 准 
范 数 , 如 果 斑 分别 按 上 -上 且 .1 1s 成 为 了 Fréchet 空间 , 那 未 ( 玉 ,| 站 
与 (及 ,上 |] 线性 拓扑 同 构 ， 特 别 , 当 《 玉 ,1 上、《 了 ,上 [3 是 两 
个 Banaeh 空间 时 , 必 存 在 正常 数 Ca.Cs, 伍 得 

lels< lol Oksls, mE TT. (4.23) 
证 明 工 是 五 上 恒 等 算 子 , 在 互 上 引入 新 的 准 范 数 
ol =max ls, lely), ws€E TT. 

读者 容易 证 明 ， 〖 省 不 仅 是 对 上 的 淮 范 数 ， 而 且 (了 ,由 兴 D 也 是 
玉 réehet 空间 袖 工 为 (于 ,上 -站 到 《 蔗 , 上 :人 的 线性 算 子 , 最 然 工 
是 线性 的 双 射 , 并 且 是 连续 的 。 由 定理 3， TI 也 是 连续 的 ,因而 
( 王 ,: 们 与 (于 ,| 有 抉 扑 线性 向 构 . 同 梯 , < 了 ,有 :内 与 (CX, | 4,) 
拓扑 线性 同 移 ( 同 构 岗 射 仍 是 了 上 恒 等 算 子 ), 从 而 易 知 ( 了 ,和 站 ) 
与 (五 , | 1 拓扑 线性 同 构 . 

注意 , 实现 ( 社 ,， | 1) 与 (对 , | 1) 拓扑 线性 同 构 的 算 子 是 工 
大 此 当 ( 革 ,| 上 与 (下 ,上 -| 是 Banach 空间 的 情况 下 如 令 
df 一 G5, |71=Oz1, 屠 未 

je 和 一] as 上 la 一 Ca] 


[zohols< Hho: ~ -es 


知 直 立 凤 可 得 (4.23). :证 华 . 

:全 室 间 分 解 和 泛 阔 分 解 问题 上 的 应 用 

定义 交互 基线 性 空间 , 工 , 如是 于 的 两 个 线性 子 空间 ,如 
其 世人 及 =10}, 那 末 称 集 {wm|z1EI， wn 和 UD} 为 工 有 H 的 直接 
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和 , 记 为 王 于 型 ， 
原 然 ， 对 任何 zs 代 到 十 开 ， 必 有 瞧 一 表示 (或 分 解 )2 一 上 十 加 > 
其 中 4 EI，wmE 民 ， 通常 称 m4，sm 分 别 是 = 在 王 和 惠 中 的 分 
本 . 
当 卫 = 工 十 人 H 时 , 显然 有 下 式 
az 一 at， caEA, weET, {4.24) 
(FT MYER. (4.25) 
定理 和 设 王 是 了 Fréchet 空间 工 , 民 是 子 的 两 个 闭 线 性 子 
空间 , 并 于 一 荆 填 对, 那 未 于 中 点 列 {wo} 政 证 于 的 充 要 条 件 是 
LO TH >, {4.26). 
其 中 sf.wi 分 别 是 sw.s 在 工 中 的 分 最 ,ww 名 ww 分别 是 sw4,5 在 性 
让 的 分 量 . , 
征明 利用 准 范 数 的 三 角 不 等 式 , 易 知 充分 性 是 显然 的 . 
必要 性 ”在 于 上 引入 新 静 准 范 数 , 当 4 一 41 十 zw 村， 
Fol = Fa] + lanl. (4.27) 
二 为 .于 是 苇 的 闭 线 性 子 空间 ,所 以 工夫 本 身 可 视 为 Fréohet 
空间 ， 注 意 到 (4.25), 容易 证 明 ( 读 着 自己 证 明 ) 节 按 目 -外 成 为 赋 
谁 范 线性 空间 . 
视 下 上 恒 等 算 子 了 为 (及 ,上 了 到 (下, 1 上) 的 算 子 ， 显 然 ， 
工 基 线性 双 射 , 并 且 是 (下 ,四 到 (下 ,上 :站 的 连续 算 子 ， 册 定 避 
83, 是 (于 ,上 上门 到 ( 开 , 上: 人 0 的 连续 线性 算 子 , 即 当 {ww} 按 | :上 
收 仑 和 寺 z+ 必然 有 {wnj} 接站 攻 收 敏 于 %) 即 (4.26) 成 立 ， 证 此 
由 定理 人 立即 可 以 得 到 一 个 有 用 的 推论 . 
系 设 瑟 是 Frkohet 空 间 了 王 是 互 的 两 个 闭 线性 子 空 
间 ， 并 且 互 一 工 十 站， 那 末 了 GE 开 "的 充 要 条 件 是 唯一 地 存在 fiE 
,fm 李 ", 使 得 了 0) 一 (wn 十 fm (rm)《( 简 记 为 了 = 了 十 Jm). 
证 明 必要 性 设 fE 玉 ", 令 开 = 了 fli fm 一 fx， 最 热 , 全 
L", jnEM”, 并 县 对 VD 二 Dm, 有 
了 (2 一 了 (om Farm) = fp) + fn (cm), 
充分 性 ”对 性 何 及 ED fn 人 并 ,以 及 2 一 j 十 sm 忆 昼 , 作 
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了 (的 = Fim) + fm Em), 
河 为 互 中 直列 fo 政和 伍 于 和 等 价 于 om za 一 和 (其 中 只 
2 务 别 是 人 在 工本 中 务 量 ) ,所 以 
lim f iow) —lim (fe) + fm(08)) 
=lim f(af") + lim fm 外 


— fro) + fm (mm) —f (2), 


天 了 EE 

显然 , 分解 f 一 /+fm 是 唯一 的 ， 证 毕 . 

定理 6 及 其 系 中 工 、 型 的 六 性 条 性 是 不 能 少 的 (即便 下 是 
Banach 空间 也 是 如 此 ) 

例 和 8 三 一 O[e, 5], xzoECre ,但 0 不 是 多 项 式 . 政工 = 
span{wmo}， 显 然 , 工 是 一 维 线性 子 空间 (自然 是 闭 的 ). 在 - 他 中 取 
一 族 钱 性 基 {fzw | 和 EA}, 其 中 {mE 得 合 下、……. 取 
Mf 一 span{w,| 和 NCEA}， 旺 然 ,下 人 工 一 {0}, 并 且 工 一 卫士 下 由 于 
2 中 包 合 了 所 有 的 多 项 式 , 因而 存在 型 中 一 列 点 {mw}， sr>zo, 由 
瑟 可 知 互 中 点 列 一 0 一 V0>0, 然而 

y= —%o, YR =—on 
显然 , {99 上 98} 均 不 分 别 收 合 于 工 .于 中 的 零 元 . 所 以 ， 定理 $5 
中 工 , 戏 的 阁 性 条 件 不 可 少 . . 

向 样 , 在 本 例 中 任 取 CIs., 要 上 非 零 连续 线性 泛 匿 让， 六 (v0) 
二 i， 取 六 一 六 ly 必 为 村 上 的 线性 泛 画 ， 显 然 jm EE 于 "， 在 耳 一 
span{wmo} 上 任职 泛 范 J 但 广 (m0) 一 2 显然 ， 王 上 了 了 =f 十 jm 是 
线性 泛 沿 ， 然而 zwo, 但 

lim f (me a0) — lim fm {zn) 一 户 (zo) 一 工 一 2 一 一 二 


邢 并 不 是 上 连续 泛 函 。 

生 . 闭 图 象 定理 

在 笋 四 章 84 和 定理 区 中 曾 讨论 了 度量 空间 上 交 连 续 史 和 要 
扶 它 的 定义 域 是 闭 的 , 郑 末 它 必 是 闭 喘 此. 
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现在 要 给 出 半 线性 算 子 是 连续 的 条 件 ， 

定理 Yr 闭 图 象 定理 ) 设 访 .了 都 是 Fréchet 空间 ,又 设 晴 吓 - 
三 到 了 的 闭 线 性 算 子 ,多 (如 是 吾 的 定义 域 ， 如 果 儿 (B) 是 财 的 ， 
那 末 吾 必 是 连续 的 ， 

证 明 ”办 田 倪 (B) 蚌 闭 的 , 所 以 仿 (B) 本 身 可 视 为 fréohet 经 
间 . 在 仿 .B) 上 引入 新 的 准 范 数 

bol= 人 1 十 1Brl, weE BB). (4 .28) 

利用 吾 是 斌 线性 算 子 ， 容 易 评 明 几 省 是 有 罗 () 了 的 准 范 数 ， 江 上 香 . 
红 ( 且 按 让 成 为 Fréehet 空间 . 

视 罗 ( 归 ) 上 恒 千 算 子 工 为 ( 允 ( 有 下- 有 到 《区 (和信 的 算 - 
子 , 了 是 连 诗 的 双 射 、 扩 而 了 为 (多 CBD, 让 到 《家 (五 ) 上 1) 
的 连续 算 子 (其 实 , 直接 用 定理 5 也 可 得 到 这 个 结论 ), 即 当 多 (B) 
中 点 列 {zn} 按 上 | 收 合 于 & 时 ， {wn} 也 必然 按 由 省 收 伍 于 这. 
就 是 说 , 当 |w。- zl->0 时 , 几 有 

Ba, 一 Bz| 一 0， oo 

所 以 吾 是 连续 的 . 证 毕 ， 

注意 , 多 ( 怒 是 闭 的 条 性 不 可 能 省 ， 

例 8 互 一 开 ( 民 ,co)， mm), 作 于 上 算 子 

B, sity, sl EL oo0), mm), 
其 中 仿 ( 访 一 4 信 jz 的， 抽 ( 和 全 E 荆 ([， oo0), nD}，、 显 然 ， 
ZB) = om), m), 

并 旦 ， 答 易 证 明 吝 是 闭 算 子 . 可 是 ， 当 取 px 及 一 一 Krn, "rn 时， 显 . 
然 1eo[ 一 二 并 且 


po -全 Pn (tt mn, 


所 以 吾 不 是 有 界线 性 算 子 , 从 而 不 是 连续 的 . 

如果 应 用 定理 2， 以 及 单 射 的 闭 算 子 的 道 算 子 也 是 闭 算 子 的 
人 性质, 定理 了 也 可 作 如 下 推广 . 

定理 7( 闭 图 象 定理 ) 设 全 .了 者 是 fréohet 空间 ， 又 证 召 
蚌 下 到 了 的 闭 线 性 算 子 ,多 (4B) 是 召 芍 定义 域 , 并 且 是 第 二 纲 集 ， 
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那 末 必 有 多 (如 = 二 下 ,并 且 上 8 是 连续 的 . 

5. 共 临 定理 

在 分 析 数 学 的 许多 领域 中 ， 常常 过 到 的 不 只 是 单个 的 有 界 弘 
-性 算 子 ,硬是 一 族 有 界线 性 等 子 , 并 且 需 要 回 管 这 一 族 有 界线 性 算 
子 是 否 一 至 有 界 . 人们 在 各 个 不 同 领域 内 处 理 这 业 问 题 时 发 现 了 
共同 的 本 质 , 在 此 基础 上 形成 了 更 一 般 的 共鸣 定 埋 、 它 是 Banach 
空间 中 一 个 重要 网 定理 ， 证 明 欧 方法 也 很 多 ， 这 里 我 们 将 庶 用 邀 
算 子 定理 来 证 明 . 

定理 以 Banach-Steinhausg 定理 , 共 赵 定理 ) 设 华 是 Banacoh 
空间 , 了 是 赋 范 线性 空间 ，B:E 沿 (了 了 ), YE4。 如 果 对 每 个 
次 伺 点 ， 

Supl Bs | < ee， (4.29) 

那 未 数 集 {B11zE 4 是 有 界 的 . 

证 明 在 指标 集 4 外 任 取 一 个 元 素 m 令 山 一 4U ta， 8 一 
.在 Banaeh 空间 革 上 再 作 新 范 数 . 


lall—supl Bs|—rmax (lzl, sopl Beh), 
TE TE 


今 证 有 是 邓 . 上 范 数 ， 显 然 j* 江 足 范 数 的 性 质 个 、 Gi ( 见 第 四 
章 32), 下 面 证 明 |* 潢 足 三 角 不 等 式 . 事实 上 , 出 于 
[Bsr | <1Bmlt Beyl sopl Bol +supl Bez 


一 zl 

镶 此 lz+ yl Mel- gy. . 
再 证 下 按 量 必 也 成 为 Banach 空间 ， 事实 上 , 设 {wj} 按 上 是 [是 基 
本 点 列 ， 由 于 |zj>|s1, 天 机 {we} 按 [-1 也 是 基本 的 , 从 而 有 zo EE 
于 ,使 得 |z4 一 wo 一 0 nm->co0).， 下面 证 明 |w, 一 jol>0(Cm>c0) 就 可 
以 了 . 

因为 {zm,} 按 上 .jj 是 基本 的 , 亡 以 对 任何 s>0 存在 不 当 m 各 
六 六 时 ， 


fa. 一 co 一 三， (4.30) 
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印 对 任何 E41，1B.(e, 一 wm) [< 于 国定 入 令 种 一 co， 就 得 到 


[BG —eo) | <, reld, 


也 就 是 说 , 当 ”六 万 时 ,spp| Br(w 一 so0) [< 去 ; 即 
lap — 8. 
hen woll a8, 


和 锦 而 王 按 用 上 是 Banach 空间 。 利用 定理 3 或 直接 利用 定理 5 
中 的 ( 竹 .28) ( 取 (4.28) 中 的 [ :1s 为 和 1 为 和 四 
sup| Ba| el<C sl, TE 三 ， 


这 就 是 说 , 数 集 1 了 ozE< 人 是 有 界 的 ， 并且 对 一 切 YG4， [23* 
<Co， 证 毕 ， 

利用 水 鸣 定理 和 88 直 理 二 立即 得 到 Banach-&teinhans 氏 
一 个 定理 . 

系 设 卫 .了 是 两 个 Banach 空间 ，{B。} 是 静 {( 避 一 玉 中 一 
列 算 子 . 如果 对 每 个 4，{Bmw} 收 伍 , 闭 末 必 存 在 BE 咒 ( 人 一)， 
使 得 {B,} 纤 收 误 于 已 ,并且 

Bi|<lim [B,l. 


共鸣 定理 主要 是 用 来 讨论 一 族 算 子 的 一 致 有 界 性 的 ， 记 以 飞 
称 光 一 至 有 界 原 理 . 

另外 ， 定 理 8 中 的 完备 狂 是 不 能 少 的 (读者 可 以 自己 举例 
说 明 ). 

6、 强 有 界 和 和弦 有 界 

定义 设 于, 了 都 是 研 范 线性 空间 , 如 -GE 玉 ( 开 一 六 )， Ed 
如 果 对 每 个 EE 至 ，14Bs%w|zE Md} 是 有 界 集 , 称 {Bi[5 所 术 } 强 有 界 ， 
如 果 对 每 个 4EZ, 了 EP",{f (Bw) led 是 有 界 数 集 , 称 {B。|r 
4 是 台 有 界 ， 

定义 ” 设 于 是 峰 范 钱 往 空间 ，14f:|7E4} 是 有 于 上 一 族 连续 
失 性 泛 函 , 如 果 {iz] lrEA} 是 有 界 数 集 , 称 {fjrEA} 基 强 有 
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并 的 ; 如 果 对 每 个 rE 开 jrjrE 是 有 界 数 集 , 称 {fr|5 EA 
症 弱 “有 四 的 . 
同样 引入 
定义 设 互 是 限 范 线性 空间 , larlrE 人生 是 三 上 一 个 集 , 如 
果 terirE 4 是 有 界 集 ， 称 {fzzjrE 4} 是 强 有 界 ; 如 果 对 每 个 
EA" {fwr) |5E A 是 有 界 数 集 , 称 toolrE<d 是 弹 有 界 . 
定理 9 设 工 是 Banach 空间 ,Br|z€4} 是 尺 上 一 族 有 界 
线性 管子 , {fr[rEA} 是 总 "由 一 族 和 界线 性 泛 画 ,farlrE 作 是 
广 中 一 个 点 集 ， 那 未 下 列 命题 成 立 ; 
(人 TB lzEd 是 有 界 华 的 充 要 条 件 是 {Bl*E 作 强 有 
界 , 或 者 1BzjvE A} 绊 有 办 . 
‘2) ir 温 有 界 的 完 要 条 件 是 { 疡 rc- 弱 " 有 界 . 
zz|zE4 强 有 界 的 充 要 杀人 性 耳 {zelzE 人 个 幸 右 界 [ 往 1. 
证 明 - 先 证 (3) 显然 , {fz|7EA} 强 有 界 必 弦 * 有 界 ， 反 之 ， 


i ， 即 对 每 个 CI, {fm jrEA} 是 有 界 集 ， 由 定理 8 立即 
9 到 .1!TEA} 是 有 界 委 , 即 {f |rEA} 强 有 界 ， 

再 证 (93) 显然 ,ter|*EG4y 强 有 和 界 必 弱 有 界 ， 反 之 ,将 王峰 
入 了 革 ”， 内 而 视 {4s17E A 为 互 ”中 点 集 由 {|r EA} 的 弱 有 
界 的 假设 ,立即 可 知 作为 了 ”中 的 集 , frrE 作 是 弱 * 有 办 的 . 从 
而 由 (2)，{erlr 扣 全 强 有 界 ( 因 而 |z。| 一 oz 用 )， 

最 后 证 (1 显然, 利 有 lzEd 有 界 时 , {Br|7EA) 必然 强 
有 界 , 自然 更 是 弱 有 界 . 反之, 设 {Br|zE 4} 弱 有 界 ， 即 对 任何 
区 ET {Bm) rEAd} 是 有 界 数 什 . 因此 对 每 个 2 民工 ， 
集 4B-z1TE dl 是 弱 有 界 前 ,由 (8) 可 知 , {Bv1zE 4 是 强 有 界 集 ， 
许 然 对 每 个 zE 王 ，{2szlrE4} 强 有 界 , 由 定理 8 可知，f|[ 吾 直人 
cd 生生 和 证 毕 . 

系 是 赋 范 钱 性 空间 , {fs} 基态 上 一 询 众 续 线 性 泛 函 ， 
和 对 本 个 i se {CoD} 路 伍 , 那 末 PP 必 是 强 有 界 拘 ， 

[ 注 ] 这 个 命题 在 隐 范 线 洗 空间 中 也 成 立 ， 


间 网 有 天 


上 “1 


f 


ie 
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证 明 从 {f(z)} 的 收敛 性 知 To) 是 弱 * 有 界 的 ， 从 而 {J} 
强 有 界 ， 证 举 . 
” 芍 于 定理 9, 所以 对 有 界线 性 算 于 集 , 或 界线 人 性 江 画 集 或 向 
是 入, 并 不 太 强 油 是 纲 .还 是 胃 有 界 寺 , 可 以 内 说 是 有 办 人 、 
共鸣 定理 的 应 用 
基 理 不 多 在 泛 分 白 本身- 泛 的 右 用 在 分 杀 娄 学 
其它 领域 中 也 有 许多 有 次 义 的 应 用 . 
钢 如 在 函数 可 积 丝 方面 有 下 列 结 时 . 
定理 10 设 几 是 吾 上 划 具 格 - 斯 蒂 验 测度 ，w 信 是 至 上 圭 
贝 格 -斯 莫 阶 可 测 租 数 ， 恕 果 对 任何 
wb) EIP(E, 由 《92>1)， 
积分 | ac()s(B 本 存在， 那 术 必 有 


oe ELI, p (SF+o—1). 
证 明 ”不 妨 设 < 从 是 实 函 数 ( 和 否则 , 分 成 实 部 、 虚 部 分 别 吉 以 
证 明 )， 对 任何 自然 数 %, 作 函 数 
oh (FD = E_n nl (1) mas (min (xD), 名 ) ， 一 台 )， 
牛 为 | 信 |<<m, 并 且 在 [一 %, 员 * 上 为 零 ,所 以 
ont) ETACE’, 1p) -In(E!, w'). 
又 显然 lim mm 人 人 一 % 的 .由 于 
[os eed | ls 01, n=1, 2 ». (4.81) 
当 gf 人 EIP(CEI, 04) 时 , 根据 假设 , x 人 全 是 可 积 函 数 , 由 控制 收 
部 定理 立即 有 
lm|。 ao) a (s(t, (4.80) 
敌对 每 个 ELI(BI ww)， 上 ?CB1 J) 上 一 列 连 续 国 性 泛 范 {om (4)} 
在 sw 上 的 值 是 收 化 的 。 由 定理 9 的 系 可 知 {o( 人 如} 是 强 有 界 前 , 即 
六 在 常数 对， 使 得 


工 
(Im 四 lau) < nl 2, (2.33) 


532 第 五 章 线性 兽 于 
再 利用 Levi 引 理 , 立即 得 到 
| ed hea- lim lo fan 
在 栅 桥 求 积 收 误 性 问题 上 的 应 用 ” 定 积 分 近似 计算 中 常常 引 
用 机 械 求 积 公 式 , 这 就 是 以 泛 本 


fr (8) = Sr 420), 
: QE ED, (4 ,34) 
作为 = 人 的 积分 | (pu 的 近似 值 .例如 梯形 法 , 辛 普 松 (Simpson) 


这 

给 定 了 一 询 分 点 组 {人 约 ，… )} 及 一 列 常数 组 
{C48 AP, 4)} 后 ,等 式 仁 .3 人 定义 了 空间 O[w, 好 上 的 
连续 线性 谤 画 户 . 现在 的 问题 是 ， 在 怎样 的 条 件 下 , 汉 汕 户 在 每 


一 点 zE CUa, 到 上 收 策 于 各 分 | w() 厂 
定理 11(Cregoe-Szeg6) ”机械 求 积 公式 大 《wm) 对 于 任 一 画 数 
“ECTa, 菇 收 伊 于 | = 全 dt 的 充 要 条 件 是 
(5 ) 有 常数 
S1481<A 
( 攻 ) 对 任 一 多 项 式 
o—2(0), flo) -> (tds Gryoo). 
证 明 首先 证 明 
[一 高 1481. (4.35) 
事实 上 上, 显然 成 立 着 不 等 式 
fa@ < B14APl lal, ws€ora, H. 
另 一 方面 , 对 每 个 mw 可 取 [4, 四 上 的 连续 函数 (四 ,适合 


Wl mil 


§ 4， 递 筑 子 定理 种 壮 鸣 完 理 ga 
Un CE 一 6 本 全 aTB 4 
k=0, 工友， 
而 且 |z,| 一 1, 于 是 
RACE PD 
因此 (4.35) 成 立 , 
利用 {4.85) 及 共 网 定理 , 便 知 中 是 必要 网 , 而 (iD) 的 必要 性 是 
显然 的 | 
反 过 来 , 如 毕 给 定 的 分 点 组 序列 和 数组 序列 适 台 条 性 全、() ， 
其 中 ff 是 由 他 .8 式 所 定义 的 如 [ms 站 上 的 省 画 ， 因 为 客 项 式 全 
体 在 空间 Cla, 可 中 稠密 ， 由 83 引 理 芋 的 系 ， 攻 有 Ce 站 上 的 
连续 线性 泛 函 也 使 得 对 每 个 EO[g, 5]， fn} 一 ftw)， 但 贝 条 
性 ,对 多 项 让 2()， 
lim Fo) -fsa C%). 
由 了 的 连续 性 , 对 任意 的 XECTa, 总 ,全 有 


b 
fC) = | Ca, 
证 毕 . 
系 设 48">0, 那 洲 对 每 个 


ceCfa 51, fC)->| wat 
的 充 要 条 件 是 对 每 个 多 项 式 z(t)， 
fo) > [oat (n>o0). 
证 明 当 4 入 >0 时 , 定理 中 条 件 (5) 含 有 条 件 伞 ， 事 实 上 
14P| 一 总 f(D > lob—o, 
所 以 有 MH, 使 人 ) 式 成 立 ， 由 定理 并 就 得 此 系 . 
在 发 散 级 数 求 和 问题 中 的 应 用 ” 记 数 项 级 数 避 a 的 部 分 和 


为 S。 一 这 i. 如 果 有 数 8， 使 得 8-3iam 6,, 那 末 称 也 i 核 Cauchy 
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意义 是 可 和 的 ,又 称 及 是 它 的 Qanehy 和 |, . 
如 果 纺 定 一 个 元 限行 、 无 限 列 的 阵 (aa 和 一 4，2，…, 作 
or Sa, nb 4.836) 
假如 对 每 个 周 定 的 %，(4.36) 中 级 数 按 Caaohy 意义 收敛， 耐用 
{9w) 也 收敛 , 即 有 5,0w>0, 就 称 级 数 冰 后 按 取 (@xt) 广义 可 和 ， 
并 称 o 是 级 数 这 ol 关于 Ceow)) 的 广 六 和 。 例如 当 am 一 5x 时 ， 广 


义 和 就 是 Qauehy 各 . 又 如 效 查 罗 《Gesiro) 的 (C， DD 求 和 法 的 求 
有 | 阵 是 


1, 0 0, 
1 1 
人 本， 3 0, 
I 1 1 0， 
(oo -| 3 BB 
i 工 ， 时 i 0, 
师 如 Ed 
和 应 于 此 阵 的 oo 为 
< 
be 


( 它 是 > 2 的 六 "个 部 分 和 的 四 术 平 均 ) 级 数 的 广义 求 和 法 很 


多 , 它 是 经 典 分 析 中 一 个 重要 的 分 支 。 
设 由 降 (zu) 给 出 一 个 广义 求 和 法 ， 如 果 每 个 按 Cauehy 音义 


收敛 的 级 数 裤 w 也 是 按 (aww) 可 求 和 的 ， 而 且 级 数 的 广义 和 等 于 
Cauchy 和 , 就 是 说 上 只 要 > 六 3， 那 末 om 一 EarwSe->8, 这 时 区 这 


种 广义 求 和 法 是 至 则 的 . 正则 前 求 和 阵 (eom 称 为 Toeplitz 人 库 焉 了 - 
阵 ， 例 如 (DO, 症 求 和 就 是 正则 的 . 下 面 是 工 - 阵 的 特征 . 
定理 了 (QO, TosDlitz， 1911) 〔〈@ 四 成 为 荆 - 阵 的 充 要 条 件 是 ， 


#4 通 筑 子 定 乱 机 共鸣 定理 E35 
Ci lim qz 一 由 i=, 2 es 
ii Jim Dg = 1; 
a £1 
(14) > | ea SM, R=1, 2, --., 
为 证 明 这 个 定理 , 先 证 一 个 类 似 于 定理 40 的 引 理 . 


引 理 和 & 设 避 是 收敛 数列 % 一 1{wmn} 全 体 , 按 范 数 
| 一 sop[2| 


所 成 的 Banaeh 空间 , 又 设 {ow} 是 … 列 数 。 部 困 对 每 个 


芝 一 {mn} EC: 0, 


数值 f (0) = Dew 
存在 , 孝 来 了 是 C 上 的 连续 线性 泛 画 , 并 且 
Hi= Dol 00, 


证 明 对 每 个 自然 数 n, 令 
frm) = Ban, 
那 末 f 是 C 上 的 连续 线性 泛 函 。 由 假设 , 对 每 个 sE0, fw) -> 
了 vw)， 所 以 了 是 0 上 的 连续 线性 江 函 ， 并 且 存 在 常数 以， 使 得 
Js < 开 ， 易 外 [= 关 jo|, 因 此 避 1o|<M， 并 由 此 容易 得 
到 | 有 一 名 1a|<oo. 还 毕 . 


定理 塌 的 证 明 必要 性 设 (awx) 是 2- 阵 , 那 末 双 于 每 个 
省 一 {1, Bs, 7) EO, 级 数 


gn (2) = Sens (4.87) 


政 敏 ， 如 车 记 | 
中) = 1im #8), w= (1, Sa, '") EU. 


那 未 当 wEC 时 ， 
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Himgo(o) =lim BD cnnb —g (8). (4.88) 
因为 tw) 古 Banach 空间 C 上 的 有 界线 性 泛 函 , 并 且 
lgn}— pp lal, 


由 共 网 定理 知道 {|gs|} 有 界 , 这 就 是 (iiD ， 
作 G 中 的 点 列 so ac ac … 如 下 ， 
2 二 (1, 1, 1,…) (每 个 雁 标 都 是 了 有， 
4 一 (0,…, 0, 1, 0, -…) (第 万 个 华 标 是 1 工 其 余 为 0)， 
那 末 gn 人 fo) wp tog, Gn (0) 一 as (ou 天 一 二 2, .). 


出 (4.38) 知 道 , 当 mw >ro 时 
gn) 0) 一 二 
v9) 0, (Fl1), 
这 样 就 得 到 (和 (DD. 
充分 性 ” 设 tanw) 满 足 (让 、GiD)， 令 急 为 上 述 点 列 {2 中 } (== 
0, 1 2, …) 在 口中 的 线性 包 , 即 罗 一 spanfeg， 多 是 只 有 有 限 
项 不 为 零 的 ( 收 伍 ;数列 全 体 ， 显然 多 在 叫 中 策 密 .由 (9 ， 


名 (2)] 一 局 wumv w= {wx EV 
是 CC 上 有 界线 性 泛 函 , 且 
jg = 辫 Taw| 所, 


易 知 如 能 证 明 对 于 今 中 的 2，(4.88) 成 立 ， 那 玉 对 口中 任何 % 
《4.38) 也 就 成 立 , 因而 Com) 就 是 3- 阵 了 ， 

由 条 件 (D(C) ,知道 :对 于 {fz} 诸 点 ，(4.88) 成 立 ， 记 以 对 
于 它们 的 任 一 线性 组 合 , 即 2E 多 ，(4.38) 式 必 成 立 。 这 斑 是 所 要 
求 的 结果 ， 证 毕 . 

此 外 ,还 可 以 用 并 网 定理 米 研 究 搬 值 间 题 等 ,这 里 不 一 一 列举 . 

8， 线 性 算 子 方程 的 解 

天 面 是 属于 等 子 方程 的 解 的 存在 性 和 稳定 性 方面 的 结果 ， 
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定理 1 设 且 ,六 痢 是 Banach 空间 4 是 互 到 了 的 稳定 ， 
馈线 性 算 子 , 并 且 级 (CA) 基 闭 的 ， 下 列 命题 成 立 ， 
(1) 对 于 VE 了 ,使 得 方程 4m~y 可 解 的 充 要 条 件 是 yE 
.YL 邯 


yA CAD). (4.39) 
(2) 大 在 常数 0, 对 于 了 中 满足 y1L.NVCA) 的 y, 必 有 解 2 
使 得 
Ios|<Cly)+ eol, (4.40) 
其 中 性 是 .AC4) 中 任何 一 个 向 量 , 
“条件 (4.39}) 称 为 方程 4w 一 y 可 解 前 相 窜 性 条 件 ， 不 等 式 
《4.4 各) 说明 方程 4s =y 其 有 对 自由 项 Yy 的 稳定 前 解 . ) 
证 明 (了) 显然 ,44 一 y 可 解 的 充 要 条 件 是 yE WC), 根据 
六 3 定理 10 的 (7 和 $2 引 理 2 的 (3), 有 
A 一 一 妆 (4) 一 -AANYNTY. 
因此 , 4z 一 y 可 解 的 充 要 条 件 是 区 上 -49 
《2) 因为 4 是 闭 算 于 ， 所 以 .NCA) 是 闭 线 性 子 空 间 ， 作 商 
空间 及/AC4A) 一 了 的 算 子 4 信 (A) 一 {4sE 人 BCA)}->yY， 
AF=As, wsEDBUA. (4.41) 
显然 , 二 是 秽 定 算 子 , 并 晶 是 多 (有 到 名 (4) 的 双 射 , 因而 -+ 存 
在 . 下面 证 明 站 是 闭 算 子 . 
事实 上 , 设 {fn} 是 多 (4A) 中 基本 点 列 , {4 如 } 是 了 中 基本 点 
列 ， 因 为 于 /-ACD 和 了 者 是 Banaeh 空间 ， 所 以 存在 EK/ 
-Ad4)， 加 E 了 , 使得 和 ->2o，8 一 > 加， 只 要 证 明 mE DBA, 


并 且 Azo 一 yp 即 可 .为 此 ,不妨 设 jE, 一 和 sis 去 一 《否则 用 {2s》 的 
子 点 列 代 直 {ft,} 即 可 )， 内 而 

多 十 > (车 一 站 (4.42) 
强 政 敏 于 zo， 和 证 明 不 /. 太 (4 是 完 告 空间 ( 兄 第 四 章 85 定 理 
17) 一样 ,在 在 o EU(6 一 1，2，…) ,使 得 级 数 慌 十 总 (zi 一 名 -1) 强 


38 第 五 章 名 性 算 子 
收 襄 于 菜 个 ,并 且 台 一 Vo. 因为 戏 ENE 人 BN), 打 忆 有 EB(4)。 
Az! 一 Vy, 从 而 {4z1} 是 基本 点 列 , 并 收敛 于 名， 因为 4 是 六 的 ， 
所 以 25EBCA), 并 且 4 动 = 如， 这 祥 就 得 到 加 一 全 吕 一 和 ro 即 下 

是 让 /47 和) 到 了 的 团 线 任 算 了 于. 

根据 想 设 ， 络 (可) = 名 (4) 是 了 中 闭 儿 性 了 空间 ,也 就 是 说 
嚼 (四 ) 本 身 可 视 为 Banaeh 空间 ， 而 让 是 侈 (有 到 绝 ( 台 的 双 射 ， 
并 且 是 闭 的 , 从 而 下- 是 Banach 空间 诺 ( 半 ) 到 多 (7A) 的 闭 线 性 . 
算 子 、 由 闭 图 象 定理 , 4 是 连续 的 , 妈 帮 在 常数 0, 对 一 切 
人 0 址 WW 万 REA) ~ 人 Hd), 


[Ay!< ol. (4.48) 
令 % 一 人 -1y, 由 上 武 易 知 在 x 中 存在 w' Ex, 使 得 4w' 一 yg 并且 
loolyl, yO). (4.44) 


对 任何 给 定 的 wo EHC4A), 记 w=w 寺 wo。 显然 Aw 一 Aw' 一 有 A 一 
y 并 内 (4.44), 立即 得 到 
lzs[<oly{ + tanl. (4.45) 
上 式 当 y 一 0 时 ， 取 w-0 显然 也 适合 , 即 以-40) 对 一 切 yE 滨 (4) 
或 立 . 证 毕 . 
在 许多 具体 场合 〈 主 要 是 当 4 为 微分 算 子 时 )， 定 理 18 是 被 
用 到 的 . 但 在 具体 场合 常常 是 用 本 节 习 题 9, 即 利 用 4 的 下 有 界 
性 来 保证 统 (4) 的 闭 话 . 


习 是 


1. 设 了 是 赋 范 线性 空间 到 虐 范 厂 性 空间 了 的 稠 定 线性 算 子 ，T 了 是 
单 射 ， 并且 CD) 一 了 则 (2 一 二 Tpersy 了 *TTD* Tger-ey。， 特别 ， 如. 
果 工 还 是 正则 算 子 (好 了 是 满足 23C7T"T 一 了 的 有 田 算 子 ) 时 ; 

(PHT (TD, 

3， 设 六 ,了 是 两 个 Frschet 空间 ,是 匡 到 耻 的 弘 性 单 射 , 玉 (T) 是 卫 
中 弟 二 -网 集 , 那 末 工 工 必 是 定 尺 在 有 (2Z) 上 的 连续 线性 算 子 

3， 设 .站 是 两 个 Banaeh 空间 , TE CX 了 YY， 并 目 名 (2 一 工 。 证 上 . 
必 存 在 常数 好 ， 和 使 得 对 任何 YE 了 ， 必 存在 wE 义 ， 江 中 io 全 好 ef， 并 县. 
Tr, 
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4， 站 举 别 说 妥 同 范 线 性 空间 区 的 两 个 闭 线 性 子 空间 五 开 , 昌 满 足 工 Nni 
村 二 407, 但 它们 人 的 宜 接 和 工 征 刁 求 必 是 到 中 的 闲 线 性 子 空间 ， 

5. 设 工 . 开 起 Banach 空间 于 的 沿 个 闭 线 性 子 空间 守 昌 入 = 六 十 鹉 ， 
证 明 必 右 往 常数 馈 得 对 任何 和 6 有 ,有 Iz 到 人 和 将 le 

6. 设 姥 . 茜 是 Banach 室 间 全 的 贡 个 闭 线 人 性子 空 间 , 并且 关 = 荆 十 弄 ， 
证 蜂 商 空间 六 / 工 必 与 训 括 扑 朴 性 抽 移 . 

7. 定义 设 于 是 赋 疮 线 往 空间 , ff 是 总 * 中 一 点 列 , 如 果 对 每 个 2E : 
玉 ，ffa0)} 旷 敦 ， 称 175) 为 弹 * 天 本 点 列 。 和 如果 各 * 的 子 集 4 本 任何 弱 * 闫 
本 点 列 必 弱 * 站 误 , 那 末 称 和 4 是 组 * 序 列 完 各， 向 样 , 甩 册 的 点 列 和 wy ;如果 对 
任何 了 € 六 *，{F(gs)} 是 收 就 的 ， 屠 示 称 {xn} 为 弱 基 本 点 列 。 如 果 革 的 子 
集 44 中 性 何 弱 基 本 点 有 部 弱 收 租 于 4 中 一 点 , 称 < 是 缠 序 殉 完 备 ， 

证 明 ， (0D 立 * 是 弱 * 序 列 完备 的 ; 《人 2) 当下 是 自 反 空间 时 ， 闵 是 弱 序 
列 完 备 的 . 

3 证明 蛮 自 反 Banach 空间 中 , 任何 弱 有 办 点 列 必 有 有 弱 收 效 的 子 点 列 . 

9， 定义 设 子 、 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 了 是 芋 到 陪 的 线性 算 了 于 好! 
果 存 在 常数 0>0, 使 得 


Tx) orl we ST), 
就 称 工 是 下 有 罩 的 算 子 . 
证 明 ， 当 及、 了 都 是 Banach 空间 , 了? 是 闭 线性 单身 时, 名 LT) 是 闭 的 充 要 
亲 件 是 ; 了 是 下 有 界 的 . 


第 六 章 ” Hilbert 空间 的 几何 学 


在 第 四 章 中 ,我 们 介绍 了 研 范 线性 空间 的 概念 . 以 有 限 维 空 
何 来 说 , 向 量 的 范 数 相当 于 向 量 的 长 度 , 但 是 , 在 有 限 维 欧 几 里 德 
空间 中 还 有 一 个 很 重要 的 概念 ~ 一 两 个 向 量 移 燃 衣 ， 特 别 是 两 个 
岗 晤 的 直 交 ， 有 了 它们 , 就 有 勾 股 定理 , 向 量 的 投影 等 等 , 而 投影 
基 和 和 极 秆 相 联 系 的 .。 极 值 问题 在 分 析 中 具有 醒 权 的 地 位 ,因而 无 
腿 维 的 欧 玫 里 德 空 间 , 即 瑟 ibert 空间 的 理论 , 在 其 它 分析 数 学 中 
其 有 重要 的 地 位 ， 这 一 章 所 讨论 的 内 容 ， 就 是 了 Hbert 空间 上 的 
几何 学 . 
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1. 内 积 

不 论 是 实 的 或 复 的 欧 几 里 德 空 闻 , 都 有 一 个 特点 , 即 在 其 中 定 
广 了 向 量 的 内 积 .详细 地 说 , 设 是 复 欧 几 里 德 空间 (或 实 欧 儿 
里 德 空间 慷 )， 对 于 中 任意 两 个 亲生 2 一 (8) 二 
《规定 内 积 (, 妇 是 群 下 的 复数 ， 

(Cw, 1) = wig 二 5 a 

显然 , 这 样 定义 的 内 各 (2, 态 具有 飞 述 性 质 ， 

Ci) (fy, 2) 一人， 的 

(ii) 当 a,B 是 复数 时 ,， {aw 十 By, DD 一 wy, 二 By, 0): 

(和 (%, ww) >0, 而 且 等 号 成 六 的 充 要 条 件 是 m=0， 其 中 民 。 
Y, EC, 

在 欧 风 里 德 空间 中 , 内 积 概念 之 所 以 重要 , 是 由 于 可 以 和 用 它 
在 &" 中 建立 欧 几 里 德 几 何 学， 例 刘 : 向 量 的 交角 .垂下 .投影 等 等 
重要 的 几何 概念 都 是 由 内 积 表 述 的 ， 但 是 ,六 仪 在 有 限 维 空 间 , TU 
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.县 在 某 些 无 限 维 室 闻 中 也 能 定义 内 积 儿 念 ， 使 之 具有 性 质 全 一 
Qi)， 枫 如 ,平方 可 积 函 数 族 (EB, ) 中 ,两 向 量 六 (3) 9(2) 的 
内 积 (了 办 定义 为 


CF, D | f raja), 
容易 验证 它 具有 性 质 的 ~ (ti)， 更 一 般 地 ， 我 们 引入 如 下 的 概 
念 


定义 ” 设 人 是 实数 域 或 复数 域 ,五 是 A 上 的 线性 空间 , 如 时 
对 于 开 中 任何 黄 个 向 量 x%.y， 都 对 应 着 一 个 数 (zw, 的 E 从, 满足 
条 件 ， 

《I》《 共 辑 对 称 性 ) 对 任何 4, gE 五 ，(e, 的 一 人 00): 

(ii) (对 第 一 变 元 的 线性 ) 对 任何 4 y。zE 三 及 任何 两 个 
数 避 BE 办, 成立 荐 

(owt+ By, 2) =e(z, 2 十 向 (2 风 

(入 ) 《正定 性 ) 对 于 一 茹 x%EH, (ww, #2) 0, 而 和 且 (x, 9) 一 0 
的 充 轻 条 件 是 x 一 0; 

那 末 , 称 二 元 函数 5.，.) 为 五 中 的 内 积 ， 当 人 是 实数 (复数 ) 域 
时 , 称 豆 为 实 (或 复 ) 内 积 空 间 ， 

内 积 空间 是 一 种 极为 重要 的 赋 范 线性 空间 (下 面 将 证 明 内 积 
室 间 是 赋 范 线性 空间 ), 它 在 数 举 物理 ,量子 物理 理论 .微分 方程 及 
概率 论 等 学 科 中 有 着 重要 而 且 广 泛 的 应 用 . 

我 们 把 上 面 人 ~ Gi 和 D 三 条 要求 稍 作 -一些 分 析 . 

共 声 对称 性 又 称 为 Hermite (所 米 ) 性 ， 在 条 件 他 中 ， 杰 求 
(2， 殷 二名， 全 ,如果 豆 是 实 空 间 , 那 末 这 个 式 子 就 改 成 (4, 人 切 
一 (y, 2 ， 称 为 对 称 性 . 

由 条 件 全 和 人) ,我 们 得 到 内 积 下 面 的 性 质 ， 

Gv) 内 积 《-，*) 对 于 第 二 个 变 元 来 说 ， 是 共生 线 性 的 , 即 对 
于 任何 4, y, zE 豆 ,及 任何 m BE 从 ,成 立 著 

Cz ov- By) =a, 0 +B(, 级 。 
当 五 是 实 空间 时 , 内 积 对 第 二 变 元 也 是 线性 的 . 


542 第 六 这 ”Hiilbstt 空 加 前 几 向 学 
利用 线性 条 忻 CGD 和 Gv)， 易 知 wy 中 只 要 一 个 是 0, 便 藻 
(xz, Y=0, 
定理 1 可 果 天 基 内 积 空间 , 那 求 有 
{1) Bohwarz 不 等 式 ; 
| 人 的 | ©) Cf, YY wyE Hs 《1.1) 
(2) 令 |zj 一 (%, 罗 上 | 是 五 上 的 范 数 
{3 《(.,，*) 按 上 | 十 二 元 连续 函数 . 
证 明 对 任 何 数 %, 都 有 
Ow 二 hy, 2 二 hy) | 
—C%, ©) 2Re{ts, DH Cy, WD [a {1.2). 
当 {( 包 护 一 0, 即 g 一 0 时 ， UL.1) 显然 成 立 . 今 不 炉 设 yy 天 0， 因而 
人 仿 >0， 取 和 %- 一 名 的 (六 个 数 是 使 QL.2) 的 右边 达到 最 小 值 
前 数 ), 就 得 到 
He 
(%, 2) Cy) 十 i (yg, #1 0, 
这 就 得 到 (1 .i)[ 注 ], 


(2) 主要 是 验证 上 1 满足 三 角 不 等 式 ， 因 为 范 数 的 其 它 概 求 
都 可 以 从 内 秩 的 性 质 直 接 推 芒 ， 在 尼 . 人 中 取 和 一 1， 立即 得 到 


[oro = lef? 2 Rete, o) + fyi?. (1.8) 
由 Sehwarz 不 等 式 可 知 : 
[Rele, Dl<I Cw, 的 < lol yl. (4) 
直人 :对 及 过. 各 即 知 
ty! <lol +2yollyl + yl = Cel + ys, 
所 以 ze 十 gs el 二 人. 


我 们 称 范 数 [z| 二 ~v (x, ww) 是 由 内 积 fa 扩 时 出 的 范 数 ， 所 

此 ， 内 积 空 间接 内 积 是 出 的 范 数 成 为 赋 范 线性 空间 ， 凡是 在 内 和 
[ 注 ] 从 定 地 1 的 人 1) 的 证 明 可 以 看 出 , 当世， 少 反 满足 条 件 让，tii 村 条 件 Ciiiy 
中 的 GE， 科室 0 于 一 要 jE 成 并 时 ，Bchwarz 不 等 成 依然 成 立 ， 因 为 当 


售 ， 太一 日 时 ;从 民 . 玉 对- 二奶 5， EE 并 成立 ,容易 推出 公 , 加 一 0( 污 交 
自行 二 明 ), 即 定理 1 交 届 各 宾 民 ， 
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空间 中 的 极限 、 收 傅 等 概念 ,通常 都 是 按照 这 个 范 数 所 导 员 的 距 凡 
P 讲 前 . 
(3) 因为 
| za， Sn) — (0, Wo) | 
< | (wns 2 — (os Yn) | + | (ro, Yn) — (eo, yo) | 
一 | is — mo, Yr) [+ | fo Yn — Yo) | 
私下 十] [ya — ge) , 
在 上 式 中 ,， 令 mn 一 oo， 上 表 注 意 到 由 于 y, go， 根据 第 四 章 , gin 是 
有 办 的 , 我 们 得 到 
| (gog, dn) 一 (wo, Yo | 一 0 
证 毕 . 
定义 ”完备 的 内 积 空 间 称 为 希 东 伯 特 (了 iLber 芒 空间 . 
例 1 设 万 是 满足 条 件 袜 [so|"<co 的 数列 {zo} 全 体 按 通 
党 的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ( 参 者 第 四 章 8 助 ， 当 


旬 一 Cl; Ta Tn “ED, 多 和 Cg, ys "Yn, EP 
:村 ,规定 | 
{w, y) = 

可 以 证 明 这 样 定义 的 《'，*…) 确实 满 是 内 积 的 三 个 条 件 、 今 后 在 玉 
站 都 是 这 样 取 内 积 ， 了 如 是 一 个 了 ilpert 空间 ( 它 的 完备 性 见 第 后 
章 $5 定 理 8 的 系 ). . 

例 吕 ， 设 (8， 瑟 ，) 是 定义 在 各 上 的 关于 由 平方 可 积 的 
商 数 全 体 ( 儿 平 处 处 相等 的 卫 个 冰 数 看 作 且 同 一 个 向 量 ) 按 通常 的 
线性 运算 所 威 的 线性 空间 ( 见 第 四 章 各 3. 对 于 fgE (9, 瑟 ， 
#7}， 规 定 内 积 为 

(fs 9 ~ | f Fe) dane). 

容易 验证 这 确实 蚌 内 积 ，2 C2, 如， 1 是 一 个 吾 ilhert 空间 (完备 
性 见 第 四 章 $ 5)， 1 

例 8 设 卫 是 满 尽 
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”KB ls dion 
| 01 -A 
的 了 全 体 ,在 开工 规定 
CD =) OD 
容易 验证 五 是 Hilbori 空间 (可 以 直接 验证 ), 但 如 取 
Ff dv 
90 -| , i 


#8( 则 所 产生 的 [一 1 上 勤 员 格 -斯 蒂 阶 测 诬 为 所 , 那 玉 上 述 内 积 
熏 是 


ot, REH. 


CAOTIONOLTONE A 
所 以 本 例 实 质 上 是 例 2 的 特殊 情况 . 
例 和 4 设 {ao} 是 一 列 非 负 实数 , 令 吾 是 满足 arm 一 or 
的 数列 {wn} 全 体 , 它 按 双 常数 列 的 加 法 和 数 乘 成 为 线性 空 何 ， 妇 
果 对 五 中 任何 % 一 {xe}, y 一 {yn} 规定 
《2 区 一 Deansp. 
易 知 ， 互 也 成 为 Hibert 空 辣 , 沁 为 (fan})， 用 一 般 的 测 诬 的 观 
念 ,实际 上 例 工 . 例 和 也 都 是 例 2 的 特例 . 
-外 内 积 和 范 数 
引 理 1 如 果 五 是 内 积 窗 间 ， 外 上 是 由 内 积 导 出 的 范 数 ， 那 
来 
(1) “下列 术 化 恒等式 成 立 ， 即 当 及 是 实 空 间 时 ， 
,Ddstyl yy, 2,yEH; CG.5) 
当 互 是 复 空间 时 ， 
CO 
~é|z—iylD, 儿 ， yg. QQ .6) 
(2》 下 述 平行 四 边 形 公式 成 立 ; 
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lz+yP + le—yl =2Cel + hy), z, yeEH. (nD) 
证 明 UL. 办 .UL 合式 可 经 直接 计算 得 到 .同样 ,只 要 把 范 数 


用 内 积 表示 , 就 得 到 
Em 
—2(%, vw) + oy, 的 =2(C|s|?+ ly.). 证 些 . 


引 理 二 说 明 ，(1)》 内 积 空间 中 的 内 积 可 以 用 由 它 导 直 的 范 数 
来 表达 ; (2) 由 内 积 类 定 的 范 数 
必须 适合 平行 四 边 形 公式 . 

平行 四 边 形 公式 是 内 积 空间 
中 范 数 的 特征 . 搁 言 之 , 有 下 到 
和 定理; 

定理 & 设 互 是 一 个 赋 蓝 . 
线性 空间 , 范 数 为 | | 上， 如果 下 上 满足 平行 四 边 形 公式 霸 . 六 ， 那 
末 必 定 本 以 在 了 中 定义 内 积 C，*), 使 上 | 就 是 由 (+，*) 导 出 的 
范 数 . 

证 明 当 于 是 实 空间 时 , 如 果 | .二 确 是 由 内 积 导 出 的 , 那 末 ， 
我 们 知道 极 化 恒等式 成 立 , 即 有 红 . 相 ), 这 启发 我 们 对 给 定 的 上 *|， 
作 


CG, D1=F sty) 7 oY, 2, yER. (1.8) 


下 面 证 明 ， 当 下 是 实 空间 时 ，(%, 幼 : 确实 是 内 积 、 事实 上 ， 从 
( 民 .8) ,显然 有 (5 的 1 一 (Wy mt 即 内 积 的 条 忻 ( 了 被 满足 . 
下 证 《"，*)1 对 第 一 变 元 是 线性 的 .由 民 . 候 及 届 . 约 得 到 


Cw, D1 Cy, := 二 (s+ — ls-eltlyreP— ly—sl’) 
-3( )= 半 2 ， =) . (1.9) 
由 导 .8) ,显然 有 (0, 鸭 : 一 0， 在 在. 的 中 取 % 一 9 得 到 
Cw, 坊 : 一 2 (这 =) . 
上 式 说 明 因子 羡 ” 可 以 从 (.，,)+ 申 的 第 一 项 中 提出 。 再 在 这 个 


倘 十 凡 
一 了 十 有 


-ee 
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式 子 中 把 x 换 成 4 十 y, 又 利用 位 .的 得 到 
2) 1 CY, D1 (FY, HL. (1.10) 
上 式 说 明 (，-)z 对 第 一 个 变 元 具有 可 加 性 .对 于 给 定 的 2， 七 
二 ,我们 作 函 数 
FD = (ty, 2 — to0. 
由 于 仁 .10) , 显然 画 数 廊坊 满足 函数 方程 
了 (站 十 丰 ) 一 并 十 天 区 Ah, ao, {1.11) 
站 由 于 当 祝 一 二 时， rw 土 x 一 上 z 士 sj， 即 上 二 土 e‖ 是 # 的 连续 蚂 
数 ， 巾 (1-8), (由 是 连续 函数 . 伺 是 满足 以. 人 1 的 连续 画 数 信人 ) 
必定 是 如 下 画 数 ， 
f(D —ADt 
{ 见 定 理 2 后 注 )， 轩 此 - 
(fw, S21i—t{%, 1, (1.12) 
刀 .10) 及 寺 .12) 合 起 来 说 明 (.，-);1 适合 内 积 条 和 件 Gi). 
在 凡 . 且 中 令 9 一 如 就 得 到 
je 一 全， 2), 
珀 以 〔(.，-); 适合 内 积 的 条 件 (iii)， 因 此 ， 当 互 是 实 空间 时 ，(-， 
"1 确 为 内 积 , 辐 时 由 内 积 《， 1 导出 的 范 数 就 是 有 |. 
如 果 及 是 复 的 赋 范 急性 空间 , 我们 受到 极 化 恒等式 位 .的 的 
启发 , 作 
‘w, Y) 一 于 (le 上 sl- ls—yl tils+iy és —iyl’) 
= (xt, 1+e(, oy)1, (I .18) 
这 里 (3%, 级: 由 筹 式 对 : 纺 决 定 ， 我 们 来 证 明 这 是 对 上 的 内 积 , 事 
实 上 . 由 等 式 忆 .了 ?知道 
人 DY, DD = vy, DO, 
叉 由 习 .13) 知 道 对 任意 实数 以 , 成 立 
(ow, ) —ols, 的 ， (1 .14) 
又 由 民 .1 久 可 以 直 朱 验证 1 
《22 的 一 和 的 ， 


§1 基本 纪念 Bd? 


国 此 , 对 于 任 总 复 获 w。， 霸 .14) 仍 成 立 ， 所 以 (.，-) 适合 内 积 的 寻 
御 ( 千 ， 由 代 , 切 )? 易 知 
~、 《2 人) = (的 ， 
再 在 红 .198) 中 , 令 y 一 4% 就 得 到 
Cw, 2») = lvl’, 
所 以 (-，*) 殉 是 互 上 的 内 积 ， 产量 由 (-，.) 决 定 的 范 数 就 是 | |， 
证 毕 . 
注 设 FJb( 一 co<t<oo) 是 连续 函数 , 旦 满足 方程 
F(t ta) =f() +f(t), — < oo, .15) 
那 末 对 于 一 切 世 


FD —tf (1), (4.16) 
证 明 ”首先 证 明 对 任何 自然 数 %, 
TD) =nf, 一 co 天 ion， (1.17) 


事实 上 上 , 当 %==1 轩 , (If.17) 旺 然 成 立 ， 设 对 于 自然 数 %，(,19) 成 
立 , 由 过 .90) 得 到 

FmtDD EI tf DD = TD, 
所 以 对 % 十 I， 过 .17) 成 立 。 帕 数 学 归纳 法 ， 对 一 切 自 然 数 n， 


《1. 全 ) 成 立 ， 而 对 任何 正 有 理 数 地 ,两 次 利用 红 .17) ,得 到 
几 辣 ) -高 7G， 
再 在 UL.17) 中 取 %>I 及 1 一 0, 立即 知道 (0) 一 0; 又 取 下 一 一 如 
一 就 得 到 
f(—D = —f0), 

所 以 对 一 坊 有 理 数 吉 他 .15) 成 立 ， 再 利用 函数 放电 和 好 (GD 的 
连续 性 , 立即 可 知 对 一 切实 数 如 CL.16) 上 成立. 证 毕 . 

定理 1 及 2 说 明 ， 赋 范 线 性 空间 成 为 内 积 空间 的 条 件 是 范 数 
满足 平行 四 边 形 公 式 ， 由 些 可见， 并非 每 个 赋 范 线性 空间 都 是 内 
积 空间 ， 例 如 7[x, 8 (9 了 p 汉 3) 就 不 是 内 积 空间 .因为 向 量 
2 人 二 CO( 非 零 常数 函数 ), y(D 一 在 [4,5] 中 就 不 满足 平行 四 
边 形 公式 . | 
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习 题 
1， 举 出 三 种 类 型 研 范 线性 空间 六 ,使 得 在 上 名 藻 数 不 能 由 内 积 导 
2， 设 迄 、Xs、…、X。、… 是 一 列 内 积 空间 ， 仿 人 = fn) wa Xe 
lz < oo} 当 全 :yn} E XX BE 从 时 , 规定 afza} 十 B{ys} 二 {vs 


R= 


十 yo， 


Cnr}, {ys}) = 六 Cn, yo). 
证 明 ， 丈 是 内 积 空间 , 并 且 互 是 Hilbert 空间 的 充 要 条 件 是 每 个 下 都 
是 Hilbert 空间 ， 
3， 设 六 是 % 维 空间 ， {el … so} 是 系 的 一 纽 Hamel 大 . 
证 曙 ，(2， 扮 成 为 五 上 的 内 积 的 充 要 条 忻 是 存在 nxn 下 定 方 降 有 4= 
《aww), 使 得 


( 悦 roew 3 ze) Day. 
和. 证 互 是 内 积 空间 ，g#E 瑟 ， 证 明 映 射 xm (vw 礁 ， XE 是 是 及 上 的 连 
续 厂 性 汉 函 , 而 且 它 的 范 数 是 |y|. 
5. 设 瑟 是 内 积 空 间 , wy…、n 是 五 由 的 向 量 , 它们 满足 条 位 
CD 
1， 当 上 4=v 时, 
证 明 ， 扩 y's oj 已 是 -一 组 线性 独 守 的 向 最 , 
6、 证 明 : # 维 内 各 空间 必 与 +» 维 欧 几 里 德 空间 等 距 同 构 , 从 而 任 一 内 某 
空间 的 有 限 维 (线性 } 子 空间 是 完备 的 . 
7- 设 吾 是 内 积 空间 , ww» 是 现 个 非 党 向 量 。 证 明 下 询 三 件 事 等 价 ， 
CD 存在 正 数 a, 使 得 w% 一 ae 
人 (Cw, = hh! 
£37 | 十 如 一 人 | 十. 
《证 明 时 , 不 要 用 本 节 以 后 的 知识 ) 
8. 设 五 .G 是 两 个 内 积 空 间 , 在 考 积 空间 五 XG= ff yy} |xe 五 , ye G} 
中 弛 A 


《il 1}, {rs 9}) = (po 2 十 (gm ao)- 
证 明 ; 到 XG 我 为 为 积 空间 ， 并 月 如 x 成 为 Hillert 空间 的 充 于 条 件 
是 吾 、0 部 是 旦 Hbert 空间 ， 
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9， 证 明 任 向 内 积 空间 必 可 完备 化 成 了 itbezt 空间 
10. 设 习 是 线性 空间 〈.，*) 是 屋 上 二 元 函数 , 满足 内 积 的 CD 、ii) 及 
xi) 中 的 对 -一 切 了 E 五 ，( 四 > 关 和 称 (+，*) 为 于. 上 的 准 内 积 ， 证 阴 ; 
QD) 工 一 和 | 他 人 二 们 必 是 对 的 线 人 性 子 空 司 ， 
(3) 作 瑟 /了 上 的 二 元 一 数 (， -对 任何 YE 入 / 荆 ， 
(FD ,DW 
那 未 ,《*，*》~ 是 开工 上 的 内 积 。 


S2 投影 定理 


1 直 交 投影 
在 内 积 空间 中 , 因为 向 量 之 间 定 义 子 内 积 , 我 们 还 可 仿照 网 儿 


里 德 空间 , 引入 zm. y 之 问 的 来 角 8 cos8 一 -入 和 但 今后 最 有 
用 的 情况 还 是 9 号, 即 = 与 9 直 交 的 概念 ， 


定义 设 豆 是 内 积 空 间 ,《*,*) 是 其 中 的 内 积 . 如 果 开 中 
两 个 向 量 2.9 满足 (zx, 中 一 ,就 说 4 与 多 直 交 , 记 作 zw1y. 设 型 
是 五 的 非 空子 集 ， 当 2 与 可 中 一 切 向 量 y 直 交 竺 , 称 z 与 型 直 
交 ， 记 作 有 上 刘 , 设 时 与 让 是 五 的 两 个 非 空 子 集 ， 如 果 对 任何 
EH 及 yEN, 都 有 2 就 称 六 与 六 直 交 , 记 作 到 六， 设 
如 是 互 的 非 空 子 集 ， 互 中 所 有 与 型 直 变 前 向 晤 全 体 称 为 好 的 
直 交 补 ( 集 ), 记 为 理 -+. 

显然 , 当 z. 上 y 时, 由 家 接 计算 可 得 

lw+y | — |sl? + yl?. 

这 个 等 式 称 为 内 积 空间 中 的 身 股 定理 . 

直 交 的 概念 是 相互 的 , 也 就 是 说 17 时, Ya 由 内 积 的 性 
质 (i 让 ), 知道 零 向 量 是 种 全 空间 一 切 问 量 直 交 欧 唯一 的 河 量 ， 

引 理 1 设计 . 育 是 内 积 空间 五 中 两 个 非 空 子 集 ,下 列 命 题 
有 成立 ， 

《1L) 好 + 是 五 中 闭 线 性 子 空间 ， 
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(2) 如 亲政 一人 那 束 克己 王 寺 
3) MOM 
(4) 开门 到 上 一 和 或 {0}. 
(5) {0}!— H, H+= {0}. 
(6) M+= (span M)+. 
证 明 ” {了 如 果 ma zaE 王 上 那 未 


krc = va D0, yEN, (2.13 
由 此 可 知 对 任何 «, BE 内， 
《axa Bs, Y) =0D, yt, {2.2) 


即 于- 是 线性 子 空间 .又 如 果 {zw} 是 型 ! 中 钞 伍 于 4 的 点 列 , 那 
未 由 


(wa YH) —0, yEN, (2.8) 
从 (:，-) 是 二 元 连续 , 立 轩 得 到 | 
(s, 7) ~ lm 幼 一 心 ， yeEM, (2.4) 


即 如 是 聊 的 . . 

(2) 国 为 型 己 站 ,所 以 及 与 素 中 一 切 向 量 赴 况 前 乡 必 直 变 于 
型 中 的 向 量 , 从 而 于 1 太 N+. 

{3) 设 zwE 弄 , 因 丽 g | 有 从 而 EMHtt, 即 MCM+L. 

(由 训 果 大 门 村 上 和 有 任 取 @EEnmaML， 于 是 moz， 即 
(zz 的 一 0 由 内 积 糙 质 全 立即 可 知 一 0. 

(5) 显然 的 . 

(6) 因为 型 Cspaa 必 ,根据 (名 ， M1 二 (span 1, 反之 , 设 
2E 于 -， 因 而 对 任何 21, taE 并 ， 

(2, Wo) 一 D， 一 工 2 

从 而 对 任何 & BE 和 (zz，oam 十 za 一 0， Bo Lspan Mf. 再 利用 
《， 小 的 连续 性 , 易 证 2 上 span 型 ,好 MLC (Cspan MM)+， 从 而 M+ 
= (span 到)+， 证 毕 . 

定义 设 互 是 内 积 空 间 ， 型 : 及 于。 是 互 的 两 个 钱 性 子 窑 
曾 ， 丰 果 并 六,, 那 未 称 形 一 = {vi} 为 ar 
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与 Ns 的 直 交 和 ， 记 为 MBM,. 

类 似 地 可 以 定义 有 限 个 线性 子 空间 的 直 交 和 . 

由 引 理 了 的 (入 可 知 直 实 和 必 为 直接 和 。 

最 然 ， 假 定 内 积 空间 五 分 解 为 Wi 与 型 。 的 线性 和 各, 即 妃 一 
pi 十 za133 和 蝇 ]，2 和 型 站 ， 那 末 它 为 直 变 和 的 充 要 条 人 忻 是 下 :一 
Na, Mm M+. 

定义 设 六 是 内 积 空 间 瑟 的 钱 性 子 空间 ，w%wE€ 甩 , 如果 有 
0 所 机 ,wi 并, 使 得 


= 十 必 1， {2.5} 

那 末 称 和 是 在 贾 上 的 ( 直 交 ) 投 影 ， 

一 般 说 来 , 对 于 内 积 空间 豆 中 的 任意 向 量 * 及 尾 意 线性 子 空 
词 型, x 在 隆 上 的 投影 并 不 一 定 存在 ， 但 是 ， 如 有 果 和 在 好 上 有 
投球 , 那 末 投影 一 定 是 唯一 鸭 ， 因 为 如 果 wo 及 各 都 是 4 在 二 上 
彰 投 影 ， 由 定义 可 知 wo, EE 如， 一 m6 于, zw 一 ;上 于， 因此， 
0 一 20 一 (光一 20) 一 (8- 2 皇 型 +， 另 一 方 桨 , 由 于 于 是 线性 子 密 
间 , 所 以 jo 一 X60E 开 ,从 而 zo 一 wtENMN Mt, 所 以 woz 
投影 有 下 面 重 变 的 航 值 性 质 ; 
定理 1 设 召 是 内 积 空间 五 的 线性 子 空间 , x€ 五 , woE€ 了， 


|e zol ~inf lz 一 (2.6) 


或 立 的 充 要 条 件 是 mo 为 在 开 上 的 抽 影 . 

证 明 ”充分 性 因为 mw 是 zw 在 于 上 的 投影 , 所 以 从 人 .号 得 
.到 z 一 26 二 型。 对 于 任何 3 天， 由 于 一 y= 一 0) 十 (一 及 ， 
:而 mo 一 ggE 人 周 此 2 一 am 一 纺 大 由 “和 色 股 定理 ”得 到 

lz— yl = |e—wol? + lso—yl? 1 wol’, (2.7) 

显然 ， 人 2.7) 式 当 且 灸 当 y 一 wo 时 才 成 立 等 导 .。 由 包 .7) 式 即 知 
(2.6 式 成 立 ， 

必要 性 ” 任 取 zsE 开 ,gz 入 0， 这 时 对 性 何 数 入 因为 so 十 hz 所 
于 ， 所 以 
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inf ‘myles he 
=|x— wl —2Reli(g—go, D+ [hsls (2.8) 


今 和 一 一 i 四 (这 是 使 (2.8) 式 右 端 取 极 小 值 的 为 ,就 得 到 


inf | la—gy|[ 所 |v— wo! 


一 jz 一 za 一 十 此 一 20 切记 


{zh 


13— 多 | Ke 一 0 2 | (一 加， 2 | 
1 Jha 


因为 和 .的 成 立 ,所 以 (w 一 wp0, 为 一 0 这 就 证 明了 # 一 加 形 ， 证 
毕 . 

定理 说 明 肝 (线性 子 空间 ) 条 中 的 元 yy 来 通 近 时, 当 旦 习 
当 g 等 于 ww 在 了 如 上 的 投影 ww 时， 到 近 的 程度 最 好 .， 因 此 在 随机 
过 程 理论 , 融 近 论 和 景 优化 以 及 其 它 许多 学 科 中 ， 常用 投影 的 这 个 
性 质 来 研究 最 佳 逼 近 ， 

下 面 我 们 要 证 明 当 六 为 如 的 完 症 于 空间 时 , 及 中 任何 元 他 
在 于 上 的 投影 必定 大 在 . 

2， 投影 定理 ”我们 先 介 绍 

引 理 吕 (恋人 秀 引 理 ) 说 型 是 内 积 空间 五 中 非 空 凸 的 党 
备 [ 往 ] 子 全 ，zE 五 。 记 C 为 2 到 型 的 距离 

d=—inf fs—gyl, 

那 末 必 有 了 唯一 的 woE 民 ,使 得 上 一 x01 一世 

证 明 由 距离 的 定义 ， 必定 有 六 WA {wn}, 使 得 

lim lw 一 可 一 

这 样 的 点 列 称 流 权 小 化 序列 . 下 面 证 明 任 何 极 小 化 序列 {zn} 必 
是 基本 点 列 . 

由 外 工 的 平行 四 边 形 公式 伺 , 刀 得 到 


2 en 


Fr 


(2.9) 
[ 注 ] 指 址 接 瑟 中 的 四 漠 成 汰 完备 的 子 ( 庶 下 ) 空 何 ， 


3 没有 影 定理 S53 


因为 于 是 同 集 ,外用 ,所 以 | 3 -| >a, 由 (2.9; 
式 得 到 

0<2| 2 < len ol + le ol —20. 
令 %, n>00, 就 有 lim [zm 一 snl 一 9, 所 以 {zw} 是 基本 点 列 . 


HI pn 


因为 到 基 完 备 的 子 (度量 ) 空间 ， 所 以 有 zoE€ 用 ,使 o> vo。 
这 样 :2 一 vol =limjw 一 zs 一 


如 果 壮 中 还 有 元 go, 使 la 一 加 | = 已 那 末 点 列 {xz0，g0，20; 
Wo， -上 显然 也 是 极 小 化 点 列 ， 因 此 也 是 林 相 点 列 ， 这 就 说 阴 2 一 
如, 即 在 于 中 使 | 一 加 | = 人 的 元 和 是 唯一 的 ,证 毕 , 
这 个 变 分 引 理 是 内 积 空间 的 一 个 基本 引 理 , 它 在 微分 方程 , 现 
代 控 制 论 中 有 重要 应 用 《参见 [18]). 由 于 线性 子 空间 是 一 个 此 
集 , 在 本 书后 面 应 用 这 个 引 理 时 , 常常 是 讨论 于 是 内 积 空间 的 党 
答 线 性 子 返 间 的 情况 ， 
由 定理 1 和 引 理 2 立即 得 到 下 面 的 
定理 2 《投影 定理 ) 设 并 是 内 积 空 间 互 的 完备 线性 子 空 
间 ， 那 末 对 任何 mw€ 瑟 , sw 在 闻 上 必 有 有 投影。 从 而 量 =MDAMTY, 
并且 , 如果 记 上 在 六 上 投影 汶 Pu、 zw: 二 2 一 wx， 则 
| 全 一 oz 时 十 ar 全 
证 明 由 引 理 2, 对 任何 xE 五 , 必 有 mw 气 性 , 使 得 
ls wol =ipf 2—yl, 
又 由 定理 1 可 务 , zo 就 是 4 在 六 上 的 投影 . 
记 2zo 为 ww Wx 汐 灾 一 bo, 由 投影 定义 知 人 下 上 EM!, 从 而 HH 
一 型 由 于 + 再 由 ww | zx, 由 你 股 定理 , 立即 有 


[zl = Neh lear ll. 


证 毕 ， 
系 丰 设 豆 是 内 积 空间 总 中 的 完备 线 人 性子 空 间 ， 而 且 弄 夫 
五 ， 那 来 型 ” 中 有 非 零 元 素 . 
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证 铸 ” ”由于 五 并 开 = 形 名 于 +*， 所 以 懂 + 埃 伯 }， 证 毕 ， 
容易 看 出 ， 当 吾 古 bert 空 间 ， 放 是 吉 的 闭 线性 子 空间 
渤 , 引 理 2 和 定理 2 及 又 1 等 都 成 立 ， 
系 & 设 互 是 也 Tbert 空 间 ， 开 是 五 的 线 人 性 子 空间 ， 那 末 
六 一 ( 形 信 上， 特别 地 有 ， 型 1 一 人 的 充 要 条 件 是 对 在 十 中 移 
密 ， 
证 明 由 引 玩 世 (5 是 豆 的 闭 线 性 子 空间 ， 它 也 可 以 霜 
成 是 一 个 Hilbert 空间 显然，( 上 中 + 一 下 ,而 型 是 包含 型 的 最 
小 闭 集 ， 所 以 更 CC) 另 一 方面 ， 由 第 上 四 章 $4 亚 也 是 
Hilberi 空间 (M1 的 闭 线 性 子 空间 ， 却 保 并 基 (于 已 二 那 末 由 
系 1 必 有 非 零 疝 量 %E (可 羽 二 而且 2E 开 +:， 由 此 zE 对 + 但 
2E (EL 所 以 za 这 和 2#D 了 矛盾 ， 因 此 【〈 下 2 一 开 . 
特别 ， 好 "一 1 就 等 价 于 (7 一 0 一 互 ， 也 就 每 价 于 
更 = 互 ， 证 毕 . 
例 1 设 互 = 严 (2， 吾 ， 喇 ， 有 如 十 台中 严 - 代 数 ， 又 设 BE 
,地 一 {4 2 及, (oo) 言 0 oE 再 }.、 对 任何 2E 互 ,， 作 分 解 
Ty) 一 (oo) 十 of ， 
P10) 一 外 (co)Xmfep)， (2.10) 
ow) — om) (Txtw)). 

最 然 , soko) E 型 ,并 日 对 任何 YE 型 ， 


lz 一 和 ?一 | fo) — yl) [20 


= | loro) anT ,aoe) -so)Pan 


(2.11) 
击 此 可 知 , 要 使 上 式 达 到 最 小 值 ,必须 在 蜡 中 取 yy 二 0， 即 
| 一 we : -jnf |s—gh. (2.12) 


根据 定理 1 和 引 理 2, me 是 “在 对 上 的 投影 . 
以 后 我 们 还 将 提供 求 一 个 向 量 存 某 个 子 空间 上 投影 的 肥效 球 
-一般 的 方法 ， 下 面 我 们 举例 说 明 在 其 它 领域 中 投影 的 重要 考 . 
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例 《最 小 二 乘法 ) 在 实际 课题 中 经 常 遇 到 这 样 的 问题 : 

设 有 ?241 个 变量 ze, 4、…, zr， 在 m 次 观 毕 中 ， 它 们 每 次 的 观 
察 秆 是 (oa 多 ， wz 四，…, ww 四) (人 根 定 坐标 都 是 实数 值 )， 和 工 2,…， 
mm， 我 们 现在 要 用 变量 由、 加、…、m 等 的 线性 组 合 近似 地 表达 . 
zo， 也 就 是 要 求 出 数 mr、oa、…、au, 使 得 2 一 之 ay, j 一 1, 2 


…, mm 尽 可 能 地 小 ， 我 们 用 这 些 误差 的 平方 和 来 作为 衡量 总 误差 
的 标准 , 那 末 问 题 就 归结 为 求 m1、 os、'…、 om, 使 得 
pA > cat ) -inf > (a — > bmp ) 

这 是 线性 回归 中 常见 的 所 谓 景 小 二 来 法 ， 显 然 , 如 果 视 zoom 
za 是 "空间 的 向 量 ， 那 末 这 类 问题 实质 上 就 是 求 卫 bert 空 同 
”中 向 量 加 在 及 一 span{wi …, 加 } 上 的 投影 . 

例 8 (平方 平均 逼近 ) 在 许多 场合 常 遇 到 可 下 前 函数 到 过 
论 问 题 ; 对 于 给 定 的 一 个 较 一 般 的 函数 f, 研 究 用 给 定 的 m 个 灿 数 
P14、…、 Pn《 例 如 是 密 项 式 , 或 是 样 条 函数 , 或 是 三 角 多 项 式 等 ) 的 
线性 组 合 来 况 近 了 使得 误差 的 平方 平均 值 最 小 ， 具体 地 谤 ,例如 
EDs, 81, Pi 一 2 一 3 9 我 们 要 求 出 一 组 数 oa os、 
dn 全 误差 


到 
了 一 Ph ow 
»=1 


Er 
-2 


一 (| |f Ce) 一 家 were (2.18) 


最 小 ， 这 就 是 要 研究 ， 用 % 开 次 多 项 式 p 一 局 oor 米 带 近 六 
时 , 怎样 的 多 项 式 使 得 按 平 方 平均 亲近 的 误差 艇 小 .误差 达到 莫 小 
的 多 项 式 就 称 为 了 的 按 平 方 平均 的 最 住 过 近 多 项 式 ， 冰 这 种 多 项 
式 的 问题 就 称 为 按 平方 平均 最 佳 肖 近 问题 类似 地 还 有 用 三 角 乡 
项 式 , 或 阶梯 函数 ,或 样 条 函数 米 罗 近 给 定 函 数 的 按 平方 平均 最 人 
的 逼近 问题 。 显然 , 这 就 是 求 了 在 span{prji 一 1 2 …, 对 工 的 
投影 

例 和 (方差 逼近 ) 在 概率 论 ， 特 别 是 随机 过 程 理 论 中 也 有 
和 例 3 类 似 的 问题 、 设 (9, 再 , 了) 是 一 个 测度 空间 , 而 且 了 (0) 
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二 1， 这 时 称 ( 旭 , 囊 . 卫 ) 为 概率 届 度 空间 , 卫 称 为 概率 测度 ，(Q， 
亚 ) 上 的 可 测 函数 称 为 随机 变量 ， 设 王 和 互 ;、 屋 3、.…、 互 。 是 
了 az(Q， 吾 ,了 PP) 中 给 定 的 m+1 个 随机 变量 、 在 概 军 论 中 ， 常 常 要 
求 出 % 个 数 oy， os, …， os、 使 得 ， 

[x xj x Eon | apcey) 

|x- 访 ZX, | (ze) Sx) | eaPCo) 

(2.14) 
最 小 ， 通 常 称 为 方 兰 禹 这， 这 就 是 用 互 ;:、…、 互 。 的 线性 组 侣 来 
-估计 入 的 最 佳 信 值 问题. | 

所 有 上 述 类 似 的 间 题 都 可 以 抽象 成 如 下 的 问题 : 

设 互 是 内 积 空间 ，4y、zo、-…、 5 以 及 sg 是 吾 中 n+1 个 章 
量 , 要 求 出 % 个 数 的 号、 om, 使 得 

|=- >> Cty | ~inf|»— > Ty |. 

这 个 问题 的 解法 如 下 ， 我 们 不 妨 设 w+、…、sw% 是 线性 无 关 的 
(不然 的 话 , 只 要 从 ma zo … ws 中 取出 六 (ER) 个 线性 无 关 的 向 
量 ， 苞 如 好 we, …, zt， 使 得 其 余 的 都 是 这 天 个 向 量 的 然 性 组 
合 ， 这 时 ， 我 们 只 要 考虑 内、…、 加 的 线性 组 全 好 了 )。、 令 开 一 
-Span{zi …，zj， 根 据 第 四 章 85 (或 上 一 节 的 习题 的 ， 戏 是 完 
符 的 , 因此 由 引 理 2 必 有 mm= 六 maE 弄 ， 使 得 jz 一 ml 大 到 最 
小 ， 自 定理 1 


(一 ao = 0, yEN, (2.15) 
这 显然 等 价 于 
(一 08，9) 0 1 2 (2.16) 
而 (2.16) 就 是 下 面 的 代数 方程 组 


PG wD) = Cw, Qu， uw—1, 2, "7 (2.17) 


由 于 下 理 2， 述 到 最 小 的 &、 os、…、 ow 是 唯一 的 ， 所 以 上 述 代 数 
.方程 组 的 解 是 唯一 的 ， 因 此 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 0， 因而 
.和解 就 是 
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(v1, PBI) (CT, BL Cn, zy 


【21， Wo) (0, Ta) Cn, sa) 


CE 


(wi, gn) (CT, Ed a) 


.| + 1, 2, % 
上 {yy EE BI) Cn, wi) 了 " 
《31， Wa) 四 (zy, 2 pn, Ta) 
LE en) > (mp, 2 Cn, wn) 
(2.18): 


8. 变 分 引 理 的 注 

由 于 变 分 引 理 《 见 引 理 名 是 有 关 极 值 可 达 的 引 弄 , 在 非 线 性 : 
分 析 中 它 也 具有 重要 的 地 位 ,这 里 将 再 作 一 些 讨 论 . 

定理 3 设 并 是 内 积 空间 豆 中 的 完备 凸 集 , 那 末 对 任何 xz 全 
瑟 , 下 面 三 件 淮 等 价 ， 

(1) wo 肛 , 使 得 jw 一 oo| —inf ls—ol; 

(2) zo 并, 使 得 Relw 一 wo0，# 一 20) 实 0 对 一 切 yE 疼 成 立 ; 

(9) zo 忆 肝 ,使 得 Retw 一 一切 字 对 一 切 yE 性 成立 ， 

证 明 ”人 全 (对 任何 YE 型 ， AGEL0， 4]， 因为 导 是 同 : 
前 ,所 以 过 一 和 十 入 一 知 十 %CY 一 徊 } 蕊 六， 从 而 

|s— zol*< |s— (ot hy — 0)) 1. 


但 是 
ls— (wo thy — "mn)) | lo wol’ — 2% Relw— wo, y— 0) 
ty— vol’, (2.19» 
从 而 对 任何 和 E (0, 1]， 
Re(z 一 ao, 9 一 oo) < 1y mol, (2.20) 


令 和 一 0, 就 得 到 2). 
(2) 坟 (3) 虫 ( 风 ,立即 得 到 
Relw—yty ~ wm, Y—00) 0, yeENY, (2 .21} 
即 
Rofs—gy, y—wo) Eo |y— ol (2.22} 
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车 (人 2.2 了 DD), 立即 可 以 得 到 (3). 
(3D A 用 wth(y so E MyEN, ME CO, 磋 ) 代 替 (3) 
中 的 yy, 便 寡 
Relw— (ge Ny — wo)), to— tot hy— m0 ) 0, 


至 下 
Refae 一 2o y— ro hy rol AE TO, I, 《2 .28) 
令 % 一 0, 就 得 到 
有 ec (一 20，9 一 20) 实 口 (2.24) 
在 (2.19) 中 , 令 = 二 利用 C2.24) 立 即 知道 (DD 成 立 ， 证 毕 . 
利用 变 分 引 理 , 作 如 到 站 的 映射 
PP; zh ro (2.25) 
其 中 zo 浦 足 jo— ol = inf lo—yl. 一 般 说 来 , 卫 不 是 线性 时 射 ， 
但 它 有 如 下 性 质 . 
系 对 任何 «, 9%E HH, | Pe-Pyl<lw—yl. 
证 明 出 于 定理 3 前 (2)， 


Re(x— Pw, s— Pr)<0, EN, | (2.96) 

Rely— Py, ¢— Py 0, s EM. | 
取 # 一 Po yz 一 Po 由 (2.26) 的 证 式 的 和 得 到 

Re(—s+ Pst+y— Py, Pw— Py) 0, (2.27) 


从 而 |Ps— Pyir<Rely—¢%, Po— Py). 
利用 Sebwarz 不 等 式 , 由 上 式 立 即 得 到 

I Pa— Pyl?< ly~ rll Pa— Pyl, 
从而 上 Ps 一 Py| 专 1z 一 yl， 证 毕 . 


习 是 
1 证明 当 z Ly 时 , Iz 一 r+. 
2. 设 瑟 是 内 积 空间 , 寻 是 非 室 的 子 集 , 如 果 闻 是 完备 子 空 间 , 那 末 入 
= 
3. 设 互 是 内 积 空 间 , 帮 .NC 五 . 设 上 是 让 入 (前 韭 空 ) 张 成 的 线性 
子 空 间 , 证 明 Lt 二 TN Nt. 


3 内 积 空 间 中 的 直 父 未 5 
和 4， 证 明 在 本 章 §1 习题 3 的 六 中 ,有 下 这 关系 ， 改 | 其 w (于 区 3， 
—1 2 .0). 
5， 在 Hilbert 空间 BE? 中， 如 ==(1. 0), ga= (0, 1), 灶 二 GOF Te es。 
对 任何 we 再 ， 求 出 To& 性 ,使 得 


wm—wol=inf lz— 
Iz-—zol=in# lz of. 


$3 内 积 空 间 中 的 直 交 系 


1， 就范 直 交 系 

求 投影 最 有 效 的 办 法 就 是 引入 直 交 系 . 次 似 于 了 欧 几 里 德 空 卫 
中 的 站 奖 誉 标 票 , 在 内 积 空间 中 可 引入 直 交 系 前 概念 , 它 是 数学 分 - 
桥 中 直 交 函数 系 概 念 的 推广 . 

定义 设 多 是 内 积 空间 所 中 的 一 族 非 零 疝 量 , 如 杂 :多 中 任 . 
何 两 个 不 同 的 向 量 都 直 交 , 就 称 .是 二 中药 一 个 直 交 系 ， 如 果 
直 交 系 中 每 个 向 量 的 范 数 都 是 1 就 称 .多 是 就 范 直 交 系 . 

例 1 在 n 维 网 几 里 德 空间 马 " 中 ， 

@ = (1, 0, + 0), es= (0, 1, 0, +, 0), .ee 
es =— 0, 0,.-…, 0, 1) 


里 


组 成 就 范 直 诡 么 . 
例 2 在 P(e ( 见 $1 简 芒 中 ， 如 果 a 之 0(n 一 1 2 
那 末 
Bi 一 (1, 0, 1), es— (0, 1, 0 £7), ae. 
gs = (OO, 7, 0, 4, O, ,oe 
就 是 直 交 系 . 但 一 般 说 来 , 不 是 就 荡 的 , 因为 
|en ?= Ces, en) 一 Cry 


如 


因而 | 人 -| 是 PCan)) 中 的 就 范 直 交 系 . 
例 3 在 实 空间 政 ([0，2w]， 至 ) 中 ,规定 内 六 为 


(及 -二 | Flo)ge) ds, f, gEIA([0, 25], 2), 
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这 革 - 忘 ， COSE, Bin gs, OFLT, Sn 22， 和， COS NL, SN nm, … 姐 成 
和 、 
2([0，2m]， 衬 ) 中 的 就 疙 豆 交 系 ， 


由 定义 立即 可知 , 如 果 .是 内 积 空间 吾 中 的 直 交 系 (就 范 直 
交 系 ), 那 来 的 任何 于 集 也 是 吾 中 的 直 交 系 (就 范 直 交 系 )， 

在 数学 分 析 中 , 我 们 曾 见 芭 过 窗 里 埃 (Foorior) 级 数 , 在 那里 ， 
对 于 函数 /(o) € (Ff0，2z]， 空 )， 我 们 称 


1 
or 去 | fo)ae (Ff, D), 
oo 一 二 | 人 08 nsog= (Ff, oang), 
ba—L | fe) sin ng dws— (Ff, sinnw) 


为 两 数 J(z) 关于 三 角 函 数 的 Fourier 系数 ， 称 级 数 -他 十 
0snsT Dnsin nz) 为 了 的 Fonrier 级 数 . 
这 个 概念 可 以 作 如 下 的 推广 : 
定 光 设 多 是 内 积 空间 五 中 的 就 范 直 诡 系 ,swE 吾 ， 数 集 
{lw, e) le€.F} | 
称 为 向 量 Y% 关于 就 范 直 交 系 .多 的 Hourier 系数 业 , 而 数 (2, 6) 称 
为 由 关 于 日 的 Tourier 系数 [ 注 j, 
例 和 4 如 果 一 列 殉 数 {e 的 Ta=dl 2 ，…) 都 属于 复 空 间 
Eg, jj, 而且 
J en (Br th di Som, Cn, m=1, 2, 1), 
其 中 So 满 眉 ， 当 如 时 ， nm 一 0 当时， 6%» 一 1， 屈 未 ， 
[ 社 ] 对 地 从 当中 的 :多 隔 数组 记 的 就 范 真 交 系 来 说 ， 按 这 里 的 定义 ,关于 
二 体 Forricr 系数 为 {/r， 二 本 ) 与 数学 分 析 中 的 相应 的 Fonrisr 系数 


t= Cf, 站 相差 一 兴 束 内 于 于 拒 对 于 其 余 的 省 项 coswt，sinimt 名 寺 引 
的 了 curier 系 铭 , 这 里 的 定义 和 数学 分 析 中 空 全 一 下。 


全 和 内 尹 | 空 间 牛 的 嘉 交 系 S81 
41en} 是 了 fae, 58] 中 的 就 范 直 变 系 ， 这 时 , 2 EL[a, 8] (x 一 2{)) 
关于 6 的 fourier 系数 就 是 
,= (0, o) = | (Dod, (n= 1, 2, -.). 
特别 地 ，{feiasn 村 人 一 0， 士 1 …) 是 复 Hilbert 空间 天 [二 
中 的 就 范 直 交 系 , 对 于 了 了 EDI0, 有 ,七 的 Tonrier 系数 为 
一 .7F(Dereen (n=0, +1, 1). 


就 范 直 交 系 相当 于 三 维 欧 几 里 鼻 空间 上 过 原点 的 直线 ， 或 平 
面 , 或 空间 本 身 中 某 些 彼此 直 奖 的 单位 向 量 , 而 向 量 % 的 Fourjer 
系数 相当 于 向 量 x 在 该 单位 向 量 方 向 的 坐标 。 由 此 , 易 知 有 下 面 
相仿 的 结果 . 

引 理 3 设 &、*…、 er 是 内 积 空间 吾 中 的 就 范 直 交 系 ， 并 一 
gpan{es, er}, 必 毛 吾 , 那 末 


(1) zo= Sl, oD)& 是 ws 在 和 收 上 的 投影 ,而 且 


jsols—Sie, 风电 lo- sls— le ol (3.1) 
{2) 成 立 不 等 式 


Se, ele), o€H: (3.2) 
(8) 对 任何 = 个 数 ci、…、o 
j= bool>is .D— ls, eel. (8.8) 


诈 (3.2) 成 为 等 式 的 充 要 条 件 是 m 二 (%, e0). 
证 明 (1D 显然 , zo= 袜 Go, e0aE 开 而 片 (oo 60) = (2, 6) 


太一] 外 …, 和 国 此 向 基 vw 一 ;与 el5 一 1 2,:…, 8) 直 变 ， 从 
而 -ao 上 于， 这 就 是 说 , zo 是 & 在 型 上 的 投影 ， 又 由 于 81, ea、 
-er 以 及 2 一 a 是 两 两 直 次 的 , 由 勾 股 定理 即 知 


lzol 一 2| 《gz eped "=| Cx, 8) [3 


号 


因此 
2) 


(8) 
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入 大 一 一生) ool = [5— vol [zol? 


一 xz 一 各所 十 > Cw, 1) | 
起 


| 一 -lt wv, et) | 


由 G3. 了 D 式 羡 即 得 人 8.3) 起 . 


由 于 和 6 是 放 本 型 上 的 按 影 ,这 议 


iz— od? =infls— yl. 
HEU 


只要 取 y= Da 2 有， 人 即 得 到 (3， 8). 证 毕 . 


不 等 式 (3.2) 慰 为 塞 尔 (Bosse) 不 等 式 ,更 一 般 的 如 下 : 

定理 1 (Bessel 不 等 式 ) 设 . 多 ~ feed 是 内 积 空间 吾 
中 药 束 范 殖 变 系 , 那 术 对 每 个 zzE 互 , ww 的 Fourier 系数 {(w, et 
EA 中 最 多 只 有 可 列 个 木 为 零 , 而 且 适 人 台 不 等 式 


证 明 


要 le 0) lal (3.4) 
如 果 4 是 有 限 集 , 那 末 (8. 作 式 就 是 C3.2)， 如 有 果 4 是 


可 列 集 ， 那 末 多 是 由 一 列 元 te 所 组 成 的 就 范 直 交 系 ， 这 上 时效 
性 何 自 然 数 %(3.2) 式 成 立 ， 令 %-> 吕 ， 就 得 到 (3 .各 式 ， 
现在 假设 4 是 不 可 列 集 。 对 任何 自然 数 厂 记 


之 
并 记 “0 一 


Fo, Ni 
3 {ofreld, | (2， 6;) 稚 i 


记 9%。 由 于 (3. 允 万 立 , 易 知 {0} 中 使 Te 0y) | 之 于 


航向 景 e 只 能 是 有 限 个 , 即 多, 是 有 限 集 , 肉 而 .分 宇多 是 可 列 集 
《所 可 和 参见 第 一 章 $2 可 题 区 )， 丽 当 包 后 多 一 实时 ，( 6) =0. 


锥 此 


证 毕 . 


[ 注 ] 


由 于 这 里 指标 第 并 而 稚 是 不 可 列 集 ， 基 此 和, 和 成 隐 沼 这样 的 意思 : 和 使 
1s， 8 全 0 的 和 EE 和 最 客 内 广 可 到 个 ， 而 名 | (ze 作 是 对 寺中 使 
Tx， ea2 12>0 的 入 求 和 . 


2 | (we) |= 2 [oem 他 


Wi 


“3 内 各 空间 中 的 直 交 系 Ses 

系 设 {en} (wl 2, … 小 是 内 各 空间 互 中 的 就 范 直 交 系 , 那 
未 对 任何 “及 ， 必 有 :im(s, er) 一 0 

证 明 ”由 定理 工 可 知 ， 级 数 衬 |(z，e)|? 收敛 ， 由 此 可 得 
lim (2，em 一 0， 证 诗 . 

这 个 系 用 于 亚 10，2zl 中 的 就 范 直 区 三 骨 卫 数 系 ( 风 例 1)， 
就 得 到 歼 曼 - 间 贝 格 引 理 . 

例 龟 设 {ex1AEATY 是 性 一 旋 元 凡 ， {ww |%E 44} 是 任 一 数 集 ， 
之 [5 上 过 00 (因而 各 中 最 多 只 有 可 列 个 不 为 人 ， 作 形式 和 
六 二 名 ex 又 如 果 Y 一 pa 15 |< “co0), 那 末 对 任何 数 a、 


有 ,规定 线性 运算 
caw By — 之 (ot BB )e,, (3.5) 


易 知 形 式 和 全 体 正 -= te- 为 wei| 冯 | 四 ?<coj， 按 上 面 线性 运 


算 成 为 线性 空间 ， 如 在 站 上 规定 
《zw， 约 一 p22 A (8.6) 


容易 证 明 (-.，') 是 及 上 的 内 积 . 

共 人 8. 合式 , 易 知 光一 人 AGE 4 还 是 且 上 就 范 直 交 系 ， 如 
果 寻 是 不 可 列 集 , 那 末 下 上 就 范 直 交 系 多 就 是 不 可 列 的 ， 

现在 证 闻 按 内 积 3,6) 是 完备 的 。 事实 上 ， 设 mm 一 Zao 


(n=1, 2, --") 是 一 个 基本 点 列 . 令 二 一 信 |a 由 天 0, = 1, 2,: -}， 
由 二 pp | 着 <oo 人 一 工 2 0)， 所 以 4 是 4 的 可 列子 集 ， 不 


藻 政 记 .4 中 的 指标 为 {入 12 一 4 2，…}， 因 此， 当 ?学 和 (一 十 
2 -…) 时 ， 对 一 切 都 有 6 一 0, 从 而 on 一 200 这 [a | 
<ce。 由 于 ton} 是 基本 的 , 因而 

Tm la a =0. 


由 太空 间 的 完备 性 , 必 存 在 @ ECy-1 2,…),， ja ?oo 
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使 得 


Ee 
lim pp [a — ,| =0., 
和 二 


员 一 四 和: 


在 并 中 , 作 z= 六 woev 其 中 , 当 ) 关 和 时 一 0 显然， “- 


liml gs — wl 一 0， 
Rt : 


即 {ew 收 合 于 ww， 证 毕 . 
2%， 直 交 系 的 完备 性 
为 了 研究 Bessel 不 等 式 (3.4) 什么 时 候 能 变 成 等 式 ， 我 们 下 
入 下 面 的 
定义 设 {@| 久 二 44} 是 内 积 空 间 玉 中 的 就 范 直 交 系 , 如 果 对 
任何 XEE 吾 , 成 并 区 塞 化 尔 (Parseval) 等 式 
la = Bl, ob, G7) 


就 称 直 交 系 {ez1 和 NE} 在 吾 中 是 完备 的 ， 常 简称 完备 就 范 直 交 
系 为 就 范 直 实 基 . 
Parseval 等 式 (3.7) 称 为 2 美 于 了 一 {6,|AE A 的 完备 性 公 


式 ， 这 个 公式 相当 于 勾 肌 定理 的 推广 ， 它 的 兄 何 意义 是 向 量 的 长 . 


度 平方 等 于 关于 ie;} 的 各 分 量 长 度 的 平方 和 . 
定义 设 多 = {6s| 和 EA} 是 内 积 空间 雪 中 的 就 范 直 交 系 ，w 
EH, 级 数 也 人 %， ee 称 羚 癌 量 红 关于 .多 的 Fourier 级 数 (或 


Fourier 展开 式 )。 当 z 一 (oz，ex)eh 时 ， 就 说 和 可 以 展开 成 关于 


.多 的 级 数 (这 时 ， 展 开 式 的 几何 意义 就 是 向 量 = 等 于 它 的 各 分 量 
{2, EL 之 和 ) 

定理 & 设 多 一 他 |XE4i 是 内 积 空间 五 中 的 就 范 直 交 系 ， 
六 一 span 多, 那 束 对 于 “EE 瑟 ,下面 三 件 事情 是 等 价 的 ， 

(1) EM. 

(3) jz)= 2 | (Cv, 人 


名 EA 


(8) w= 2 Cp, 62)e, 


| 


PR 


3 内 和 空间 中 的 直 交 系 Ss 
证 明 (了 全 (2) 由 于 成 立 Bessel 不 等 式 ， 忆 |(z，o) PP< 


fj 所以, 如果 Parseval 等 式 不 成 立 ， 那 末 必 存在 正 数 a, 使 得 
一半 .2 01 一 o>0。， 这 就 是 说 , 对 于 {41%E 作 中 任意 


有 限 个 癌 量 、…、 6 由 引 理 1 的 (D， 

jo ol = hel Bl, oo 
再 由 引 理工 的 (3)， 立 即 得 到 61、…, es 的 任何 线性 组 合 与 z 的 距 
离 都 不 小 于 |- 祥 @，s)e| (> 四 ,显然 , 这 与 假设 2E MM 相 巴 


盾 , 因此 Parseval 等 式 成 立 ， + 
(2) = (3) 设 fo 一 之 |(w， 外 作对 任何 ”E 互 成立。 如 时 


六 是 有 限 集 {0 5， 由 引 理 1 的 (D， 
ic- 站 他 ee 上 一 lo 人- Tl, ef (3.8》 
从 zz 全 一 之 | w，8.) [立即 得 到 一 > 《ae 六 多 是 无 限 
集 时 ， 从 z= 避 1(z，6) 立即 知道 {6;| (os，) 二 0} 最 多 是 
可 列 集 , 不 妨 设 为 fes1z 一 1, 2,…}， 对 侍 何 自然 数 ，(8. 引 式 总 
是 成 立 ， 由 很 设 lz 有 = 忆 1(o， oo 守 |Go 0) 15, 因而 (8.8》 
式 的 右 端 当 m -> oo 时 趋 于 0, 即 
tmle- ,oe 


0, 


这 就 是 说 4 一 守 《w， ee- 习 (0 oe 

(3) 地 (I) 设 4= > 86 所 以 或 是 多 中 向 是 的 线性 
组 合 , 或 是 中 向 量 线 性 组 合 的 极限 , 即 z€ 型 ， 证 毕 . 

系 ”内 积 空间 吾 中 就 范 直 交 系 久 一 {ex| 和 hE} 成 为 完备 系 


的 充 概 条件 明王 面 四 个 中 的 任何 一 个 ， 
(3) shan we i. 
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(2) 对 任何 =E 五 ，， 
一 (0, 0) es. (3.9) 


(8) 对 任何 ， 2 gEH, 
人 = Bs, ee (3.10) 


(全 (斯 如 克 洛 赤 (Uresz08) 定理 ) 存在 中 的 梢 和 洛 集 几 
对 一 切 wmwED, 
sl 如 i 8&4) 3. “3.11) 
证 明 ”由 定理 2 可知, CD . (2) 都 是 充 要 条 件 ， 
(3) 如 果 .多 是 完备 的 , 那 末 册 定理 2 可 知 , 对 任何 2, YE 五 ， 
2 eg ev 


ls ez | — wl, Ly 6.) | 一 由 yj 


不 项 设 fen} 是 使 得 (me 夫 0 或 (9g， 曙 夫人 的 : 实 中 的 和 全 体 . 
久 而 


& 一 了 im 全 (2 i) Ei Y= Hm ED Oi) Es, 


一 一 lim 训 (a, és) 《多 ， et) 5 全 (2 人 
=- 


反之 , 设 人 .IT 的 成 立 , 等 别 , 取 y 二 x， 由 (3.10) 就 得 到 
le 上 = S|, ed)l» wvEH. 


由 室 理 2 的 《 双 可 知 多 是 完备 的 、 
(4) 由 定理 2 可知 ; 只 要 证 明 (二 的 充分 性 就 可 以 了 .根据 定 
定 3, 由 人 息 设 二 ,ITf 立 吕 得 到 
DE- Shan F, 
因为 也 是 闭 的 , 所 以 
EoD=H, 
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从 而 吾 = 五 , 四 人 知名 是 完备 的 .证 毕 . 
等 式 13.10) 也 称 为 Parseval 等 式 ， 
网 《〈 终 ) Z([o, 2z]， 伴 ) 中 的 就 范 直 交 系 二 
int :, Cognt, sinnt, = 是 实 备 的 
证 明 令 多 为 瑟 ([o, 2m], 昱 ) 中 的 三 角 多 项 式 全 体 ,对 二 


> CD8t 


每 个 人 EF， 当 人 一 台 寺 剖 (qncosnt+basin mn)( 这 星 沿 用 经 典 
的 习惯 ， 取 oo 一 《f, D) 时 ， 易 知 全 的 Fonrier 系数 是 ao、 on bn 
Gr 二 1， …， 友 )， 而 其 余 的 Foarior 系数 为 零 。 经 直接 验算 可 
知 对 多 成 立 Parsoval 等 式 、 根 据 定理 2 的 系 ， 我 们 只 要 证 明 .和 
在 下 [0, 2w] 中 稠密 就 可 以 了 . 

事实 上， 对 任何 E 于 [0， 2m] 及 8e>b， 由 第 四 竟 和 5 习题 钴 

抑 在 TAO，2z]， 呈 ) 中 确 密 ,所 以 必 语 ， co sm 和 …， 
coant, si 地 …| 是 JA( [0，2z]， 伴 ) 中 的 完备 就 范 直 交 系 。， 证 
毕 . 


根据 定理 2, 对 任何 了 经 ( [0，2z]， 空 ), 成 立 着 

7- 包 -so 十 (un COs nt + bn sin nt), 
不 过 , 我 们 必须 注意 , 上面 等 式 有 边 级 数 的 部 分 和 是 按照 Hilbert 
空间 I《[0, 2m1, 全 ] 中 的 范 数 收敛 于 了, 换 名 话说 ,了 的 Fourier 


级 数 的 部 分 和 平方 沁 均 收 禾 于 六 这 并 不 意味 着 级 数 儿 乎 处 处 收 
全 于 了 即 未 必 成 郊 下 式 

lim| -和 十 Cascos Bt-t besin pe) |=f00). (8.127 

星 碗 1913 年 ,会津 (H. .17988) 就 猜测 人 .1I2) 式 万 站 (参见 

[i]), 这 个 猜测 一 直 是 三 角 级 数 中 一 个 重要 的 课题 ，1938 年 , 柯 


莫 寻 党 夫 (A. HomroropoB) 给 号 一 个 了 EL ([0，2x]， 加 ) 但 它 的 
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Fourier 级 数 [ 注 ] 是 几乎 处 处 发 散 的 ，1926 年 ， 仔 又 给 出 让 E 五 
{[0, 2x], 思 ), 它 的 Fourier 级 数 是 处 处 发 数 的 ， 后 米 一 段 时 间 


中 ， 人 大 们 对 于 和 鲁 津 的 猜测 较 多 地 从 否定 的 方面 去 考虑 。 划 1966 
年 ,二 Carloson 证 明了 生津 的 猜测 是 正确 的 (参看 [10]). 紧 护 闻 ， 
在 1967 年 ， 了 及 . A. Iunt 证 明 , 对 于 了 et 2w1《p>1) 中 物 也 数 ， 
- 它 的 Foarler 级 数 也 是 几乎 处 处 收 伍 的 . 这 方面 的 结 江 是 “有 级 
数理 论 的 一 个 重要 突破 。 .~ 

从 定理 2 及 系 随 讨论 二 六 看 出 ， 内 积 空 间 瑟 中 的 就 范 直 交 系 
是 下 完备 是 很 重要 的 , 对 于 完备 直 交 了 系 .FF， 分 空间 五 中 每 个 向 量 % 
都 能 关于 .多 展 成 Fourier 级 数 , 即 (3.9) 式 成 立 , 并 且 向 量 的 长 度 
利 问 量 的 内 积 都 可 用 它 的 分 量 来 表达 , 即 (3.10)、 (3.11) 成 立 , 这 
就 是 说 ,全 空间 豆 都 下 用 直 交 系 . 多 中 的 向 草 来 描述 . 人 
直 侨 系 是 耕 完 备 , 常用 的 方法 之 一 就 是 利用 定理 2 系 的 (全 - 
将 举 几 个 常见 葛 内 积 空 间 ( 其 实 是 Hilbert 空间 ) 的 完 千 半 节 间 六 
乔 . 但 它们 的 仔细 证 明 将 留 给 读 疹 作为 练习 ， 

例 6( 勒 让 德 (egendre) 多 项 式 ) 疾 数 列 


D(H) Pak), no 了 
沁 中 Pz) 是 ww 阶 J 入 项 : 式 ， 
人 《2 一) 


Prt(s ) 一 np! 


Tt 是 43([ 一 1, 1], mn) 1 1 完备 就 范 直 交 系 。 
先 用 分 部 积分 坟 接 让 明 


1 
| (yomfe)ae 一 So。 


[ 注 ] 只 村 了 本 证 了 外, 2x] 上 勒 肌 檬 喜酒 酒 数 ,就 可 以 作 级 数 
crt, 的 一 -0 二 翌 Can COs NE Dn 如 甸 乓 ， 
其 中 “—i[ at, a Feos Ht, b=—2 Ayinat ai, 级 
数 2f; 本 格 间 了 的 Fourier 级 数 ， 


.3 内 织 容 高 中 交 世 裕 系 BBH 
:再 注意 到 span {gD。} 包含 了 多 项 式 全 体 ， 利 用 多 项 式 的 稠密 竹 更 
frezzoB 定理 可 知 ，{,} 是 完备 直 交 系 . 
定义 设 p(w) 是 <, By 上 上 正 的 就 员 格 可 积 丽 数 ， 所 是 满 是 - 


人 (ae pe)az<ee 的 通 雪 Po) 全 体 , 在 瑟 中 引入 


Cf, = | fo) Rap Ce) de. 
易 知 ('，*) 是 五 上 的 内 积 ， 并 且 吾 是 1filbhert 空间 , 称 吾 是 以 
Dw) 为 权 函 数 的 Hilpert 空间 ， 豆 了 的 完备 就 范 直 交 系 又 称 为 
关于 权 画 数 人 好) 的 完备 就 范 直 交 系 . 
Taffa 要 , mm) 就 是 权 为 荆 的 Hiibert 空间 . 
例 9( 厄 米 (Hermite) 多 项 式 ) 函数 列 
eH), n=0, 1, 2 
其 中 五 2) 是 % 阶 HHermite 多项式 
所 (oO =—(— D'or Fo". 
函数 列 {,} 是 PC( 一 co，co), m) 上 的 完备 就 范 直 交 系 , 换 句 话 
说 {2m%mlN EE) 到,(w)] 是 (一 oo，co) 上 关于 权 函 数 ere 的 完备 
就 范 直 交 系 , 即 关于 内 积 
Cf, D—| fo Reo" do C8.18) 
的 完 备 就 范 家 交 系 . 
证 明 移 方法 类 侯 于 例 6. 
例 8( 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 ) 可 数列 
Golo) = eTe), nd, 1, ,ee 
其 中 了 fa) 是 ww 阶 Laguerre 多 项 式 
I (8) 一 (re) -DOin(n— 全 人 十 


通 数 列 谭 。 是 2([0，%)，m) 上 完备 就 范 直 交 系 ， 换 言 之 , 
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1 - Fo) |} 是 [0，o0) 开关 于 权 画 萄 的 完备 项 范 并 区 系 ， 即 


{i! 
关于 内 积 
CF DD = | fC) Be de (38.14 

的 完备 就 范 直 交 系 ， 

证 明 的 方法 类 似 于 例 6. 

例 8( 切 比 雪 赤 (degprmep) 多 项 式 ) 多 项 起 

了 (2 = C08 Ch aTC CO 地 ) 

称 为 ” 阶 Yefoures 多 项 式 . 令 Oo- O06 一 (n= 了 2,…)， 
那 未 {CsTa ln 一 0, 1 2, 是 [~ 4] 上 关于 术 责 数 A 


的 完备 就 范 直 交 系 , 即 英 于 内 各 


Cf, DD = RE ds (38.1 
一 荆 i 1—a 
的 完备 就 范 直 交 系 《 即 权 曾 至 p62) = -二 一 ). 
v1 ww 


在 证 明 {OT7s} 是 晤 交 系 时 , 呆 用 谈 数 痰 挤 日 -=-are cess, 其 祭 - 
证 明和 如 钢 6. 、 

俩 6~9 的 这 些 甸 剖 式 都 是 和 相应 的 微分 方程 突 切 联系 的 , 如 
见习 题 . 

3， 下 冯 系 的 完全 性 

对 二 给 定 Hilberi 空间 的 让 变 系 .多 ， 如 果 它 不 完 著 ， 是 否 通 
补充 一 些 向 量 后 成 为 完备 的 这 就 产生 了 直 交 系 的 完全 性 概念 . 

定义 设 多 是 内 积 空间 瑞 中 的 直 充 系 ， 如 在 多 + 一 409}, 那 
未 就 称 .全 是 完全 的 

由 定义 可 知 ，. 多 是 完全 的 , 就 是 说 在 五 中 不 存在 与 和 声 交 
的 非 零 向 量 . 因此 , 它 的 意思 就 是 ; 作为 直 交 系 , 名 已 经 不 能 再 扩 
大 了 , 弛 作 是 右 中 极 大 的 直 交 系 . 

定理 3 设计 一 {8.[ 久 EE} 是 内 积 空 间 太 中 的 就 范 玫 交 系 ， 
加 时 区 是 完 玫 的 ， 那 末 .多 是 完全 的 ， 芭 宋 五 是 HHilhert 空间 。 
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那 末 完全 的 就 范 直 交 系 此 定 是 完 荔 欧 ， . 
证 明 部 果 多 是 完备 的 ; 屠 末 对 任何 xzE 豆 , 成 立 演 
| 证 > ER ep Jes 。 


国 此 , 如 了 各 3. 多, 改定 一 由 所 以 芭 是 冠 全 的 . ， 

坟 过 来 ， 如 果 瑟 是 Hilbert 具 间 ，: 是 完全 的 、 记 ,多 张 成 
的 线性 闭 子 空间 为 好 ， 这 时 ， 了 4 是 本 的 完备 线性 子 空间 ， 由 $2 
定理 2 系 1, 训 归 形 关 吾 , 那 末 衣 非 堆 疝 量 & 与 弄 直 变 ， 这 与 多 
的 完全 必 棚 矛盾 ,因此 到 = 吾 。 这 就 证 明了 .多 的 完备 性 (中 定理 
2 的 系 )。， 证 毕 ， 

下 丙 是 也 bert 空间 中 的 基本 定 

定理 和 在 Hilbert 汪 间 中 必 生 在 守 居 认 范 直 妆 天 

这 个 定理 的 证 明 要 御用 Zorn 避 理 ， 寂 执 仔细 证 明 。 大 体 证 
级 过 程 是 在 五 的 所 有 就 范 直 交 系 { .多 |AE AY 中 ， 按 包含 顺 序 习 
入 序 关系 , 然后 依据 Zorn 引 理 ， 基 有 摄 天 元 多 《〈 即 不 能 再 添 一 
入 单位 向 量 , 使 之 仍 成 为 就 范 直 交 系 ), 这 时 必 有 span .90 一 瓦 ( 香 
出 ， 必 用 就 范 的 向 量 zo 如 ,sz0.| .F066， 这 与 极 大 性 发 生子 盾 )， 即 
多 5 是 完备 的 . 

如果 吾 只 是 内 视 空 间 ， 不 能 由 完全 洗 挫 出 完备 性 ， 誉 和合 训 


例 了 0 站 (D0, 2x]， mm》 中 , 记 


二 oat Sht Cos 全 Hn nt 1 
< 区 一 3 网 3 sy 2 I . EE |. 
入 ~ 和 ~ 
、 1 1 Posy .Sinnt 
又 扎 态 一 工 十 这 和 二 。 
论 一 pe I A 


至 然 ， foE LTO, 2 ] ， 7 令 Ho 一 SPant. 完 ， fo}, 即 
Ho= {oofot > (os GOS vi Bsin vt) in>0, Pog, Ci BuE pa > 
中 二】 
人 中 上 


按照 C0，255], ?9 的 运算 及 内 积 , Ho 是 一 个 峭 积 空间 .学 于 
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然 是 太 。 中 的 就 落 直 交 系 ，.F 在 厅 。 中 是 完全 的 ， 这 是 因为 如 果 
有 jE 了 上 多 ， 那 末 由 互 。 的 定义 ， 必 有 oa; ow、 Bev 一 1 2, 
… 0), 使 得 


fF—ufot by (py CO8 3 十 Bysin vt), (3.16) 
取 记 >n， 得 到 0 -人 2 一 从 ， 困 此 
bi 
f= > (Co cos vt- Bsin vt). (3.17) 
, :os BE sin 无 
同样 ,对 于 让 起, 0=(7, ee )=om, 0o=(/, 一 这 
样 , 就 得 到 了 =0。 了 世态 是 说 ,多 在 Ti 中 蚌 完 全 的 .但 是 
ifol 一 2 十 pe (8.18) 
2 COspty | Sinviy 2 
习 |(6， 加 区 ) 1 六 10o。， 加 娄 -加 马 ， 
(3.19) 


所 以 而 关于 多 的 完备 性 会 起 不 成 殉 ， 即 多 在 五 中 不 完 . 
备 ， 

下 面 利用 和 洁 全 性 来 证 明 两 个 有 用 的 就 范 直 交 系 是 完备 . 
的 ， 

例 11 下 ([0， 们 ，m) 中 的 哈 尔 (Haar) 系 儿 一 {2)。 

有 各 人) [一 12， 2 了 了， 2， …}, 其 中 霉 级 孙 数 
RO) 1 Osel, 
1 当 z6i0， 工 
Zi 人 o) -1 -1 当 wE( 去 ， 


和 1 
9 当 %= 可 时 . 


$3 内 科室 让 中 的 直 诡 系 553 二 
VY, elo, 了 时 
0 一 VF， 当 wE( 寺 ,去 | 时 ， 
0， ”对 其 余 点 ， 
一]- EH 时 
0， 鸭 雁 念 避 ， 
We be 


J, wael ea 与 二) 时 
XD) -| el( 和 二 六] 


0, 对 其 余 点 ， 


时 ， 不 一 工 了 2 


和 


击 定 义 易 知 上 述 Haar 系 中 每 个 画 数 ( 称 为 Haar 函数 ) 是 就 范 的 ， 
辣 级 的 两 个 Haar 函数 互 纪 (o)，X8o(a) 的 蒋 积 开拓 (四 吾 oo) 一 
0， 所 以 是 直 交 的 ， 而 不 同 级 的 两 个 本 sar 函数 下 名 (z)， 工 品 (z) 
(例如 mm< 态 ， 由 于 于 中 (9) 在 (党 ， 计生) 上 为 常数 ， 记 为 
吕 , 因而 


2 
XC) Xm) d=0| ,XP (sade=0, (3.30) 
， | 

PE 


即 不 同 级 的 两 个 Haar 函数 也 直 交 ， 所 以 ，Haar 系 是 就 范 直 交 
系 ， 因 为 (0, 了 ], mm) 是 Hilbert 空间 , 所 以 要 证 Haar 系 是 完 
备 的 , 只 要 证 明 它 基 完 全 的 . 和 1 

设 EZRAK[0, 1], rw)，、 如 果子 上 多, 那 未 六 LSspan{f 罗 T， 从 


(10 (EE + XH ao-o, 


a Drl 
k=1, 2, ,2 R=—0, 1, 2, .~: - C3.21) 
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了 即 


2 有 


| ,fC7) dz=0, | ， Fv =:0, 


k=1, 2, 二 2 n=0, 1, 2 由 


由 Schwarz 不 等 式 
Fw lane (7 lan) 


[3 
可 知 了 是 可 积 函 教 ， 由 (3.32) 易 知人 连续 画 数 下 执 一 | Fa)az 
在 一 切 二 进 制 有 型 点 计 - 志 - 上 的 值 了 (如 )-0. 但 一 进 制 有 理 点 
在 [0,， 匡 上 铀 密 ， 所 以 对 一 切 3E [0, 器 ,CD 一 0, 从 而 Fo) 一 
.7(m 训 0， 证 毕 ， 
当然 ， 证 明 Haar 系 是 完备 的 ， 也 可 先 证 明 spanf 乞 } 在 
大 CTD， 生 ，mm) 中 疆 窗 , 芭 证 明 5anf2Z 一 PP(I0， 全 "0)， 然 
后 由 定理 2 得 到 Haar 系 是 完备 的 . 
出 现 C00, 了, ?0) 中 的 Walsh 系 多 一 To | 
1 2，…，2% 一 0; 二 2 其 中 零 级 男 数 
4 一 了 dP 2 
一 级 机 数 
下 中 = 一 -GT ， 由 和 一 - 广 下 名 一 的 7 


二 级 泛 数 
DD 一 二 he 
.v4 : A 3 


j—1, 2, 8, 4 
级 硬 数 
1 下 
一 一 站 商标 
Nl 


' 
3 向 要 空间 中 汐 直 交 系 595 


其 中 e 久 = 土 J(j=l1，2，-…，2")， 辐 定 %， 当 相应 于 业 的 一 组 
{egy 取 定 为 {8 六 (DD)] 后 ,相应 二 站 @= 和 2 2) 的 [a (下 
的 取 法 都 是 改变 {ese 人 1 中 符号 的 一 半 , 但 对 于 不 同 的 记 改 变 方 
式 不 同 . 

显然 ; 而 任何 外 一 土 4, 由 (83.28)，iw 吕 | 一 4, 即 Walsh 函数 
是 就 范 的 .另外 ， 当 阅 定 级 % 几 于 区 站 全 一 1 2 …，2) 符号 改 ， 
变 方 式 是 保留 一 半 ， 政变 一 半 ， 所 以 彼此 相 吾 直 变 ， 不 同 辍 前， 
Walsh 前 数 沁 罗 、 Cn 闫 mn)， 由 于 Haar 通 数 系 的 直 交 性 ， 易 知 
被 此 直 交 ， 从 而 Walsh 函数 是 就 范 直 交 系 . 由 于 Walsh 函数 系 
张 出 的 线性 子 空间 利 war 系 张 出 的 线性 子 空间 一 样 ， 所 以 由 |; 
Haar 系 的 完备 性 种 知 Walsh 系 也 是 完备 的 : 

出 于 .Haar 系 和 Walsh 系 都 是 跳跃 函数 系 , 所 以 它们 在 通讯 
工程 和 入 号 处 理 方 面 用 得 较 多 ，. 

和 投影 与 直 交 系 

从 本 节 指 引 型 工 可 以 看 出 , 如 昌 焉 是 由 有 限 个 就 范 直 交 向 坡 
et yy ea 张 戌 的 线性 子 空间 《自然 是 拷 的 )。 这 时 ， 很 状 易 求 出 空 
河中 纤 何 向 量 z 在 型 上 的 投影 mo 即 加 一 阅 (o， ee。 这 个 事实 ， 
可 以 推广 成 一 般 询 情 说 ， | 

定理 记 设 必 一 {e;| 和 EL 是 内 积 空间 互 中 的 就 范 直 交 系 ， 
令 时 一 span{2}， 任 取 wE 且 ， 孝 暴 zz 在 关中 有 投影 各， 那 林 . 
0 就 是 公关 人 的 oorior 级 数 > Cm, ee 出 果 五 是 也 iiberti 


空间 , 那 末 对 任何 w€ 卫 , 加 wer)% 是 各 在 于 上 的 投影 ， 
证 明 ”如 集 在 页 上 有 投影 zo, 那 来 由 zoE 开 ,根据 定理 2 邑 | 


-得 
io 一 2 (Lo, er). 

姑 轩 为 z 避 是 工 在 导 寺 的 捞 堪 ， ww 一 2 吕 上 王 ， 因 此 一 2 上 上， 所 

了 即 (6 一 (ao 和 听 以 


Cy 一 = 《2 0 8, 
有 
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由 于 二 广 pert 室 间 中 的 线性 闭 子 空间 大 完备 的 因 弦 当 吾 匡 
Tilbert 空间 时 ,型 是 完备 的 由 $3 定理 2, 对 任何 2 五 , 2 在 
型 上 的 投影 wo 存在， 由 本 定理 已 经 证 明 的 部 分 知道 ，wo 就 是 
之 《2， B21)8;. 证 毕 ， 
”定理 说明 利 用 直 交 系 来 求 一 个 向 量 的 提 影 是 很 方便 的 . 例 : 
, 刻 如 果 g 在 人 =span{ 多 (多 一 {9;|%E A} 是 就 范 直 交 夭 ) 上 上 的， 
投影 是 2o, 那 末 wo 一 2 (%, En) 6. 
应 当 注 意 , 定理 所 中 假设 w 在 于 上 有 有 投影 mo, 这 个 条 件 是 不 
.能 少 前 . 因为 确实 有 这 样 的 内 积 空 间 ， 江 非 任 何 徊 旦 都 在 任何 陋 . 
急性 子 空间 上 有 投影 ， 例如 , 对 于 例 140 中 的 内 机 空间 万 
_ | coos nt sim nf __ ... lL 往 ] 
型 : span{ VE WW 1, 2， | ， 
在 弄 上 就 没有 投影 ， 因 为 如 果 户 在 政 上 有 投影 和, 那 末 方 一 . 


Sin nt 2 9 


wo] MM, 所 以 亢 - 和 与 站 噩 全 -人 仁 nl 2 …| 直 交 ， 由 
于 生 交 友 的 完全 话 ， 上 只 有 .加 一 mm 一 0， 即 .PE 开 ， 屁 然 这 是 不 正 斑 . 
的 . 

定理 6( 各 斯 -要 不 (Rissz Fischer ) 设 互 是 耳 ilpe 中 空间， 
多 一 {el 入 EA} 是 就 范 直 交 系 , 于 一 span{ 多 }，{oi|%EA) 是 满 
中 已 [el2< oo 的 一 族 数 , 那 末 必 有 唯一 的 向 量 ww 有， 以 6 为 他 
”关于 中 的 Fourier 系数 , 而 且 z 有 Tourier 展开 式 一 06. 

证 明 当 上 多 是 有 了 腿 集 时 , 定理 显然 是 成 立 的 ， 当 .多 是 无 愿 . 
: 集 时 ， 因为 忆 |e| "天 co， 所 以 最 密 上 只 有 可 列 个 指标 {| 二 4，3, 
-使 es 关 0， 分 别 改 记 ws 04 为 a, cs 作 点 列 一 六 ae 
那 末 , 对 于 <n, 


lm 一 co 有 一 | Y! ce 一 D3 ,|o%| 


二 由 十 荆 


上 全 了 这 弄 足 老 五 6 中 到 半 起 。 


$ 3 内 积 空 也 中 的 直 交 系 si 
由 于 六 Ie? 之 oo, 所 以 lim ja 一 wa? 一 0， 因 此 ，{fww} 是 五 中 
的 基本 点 刻 . 因为 HH 是 完备 的 ， 必 行 2— lim w,. 好 然 ,zzE 型, 布 


可 任何 EA, (2%, 62») ~ lim (xz,, ea 二 6G,， 因 为 rENY, 所 以 zz 在 
型 上 投影 就 是 本身 , 由 定理 5, 立即 有 
作 熏 pa (2, 的 By 一 Cs. 

如 果 及 有 EEC, 使 得 (x, 8) 一 6;, AEA 因而 (2 一 61) 一 0， 
% 忆 4， 由 定理 2 的 (2), jz-w|*=0, 好 j=~w'， 证 毕 . 

利用 定理 2 和 和 定理 6, .可 以 给 出 HHilbert 空间 的 模型 (参见 本 
节 第 6 小 节 ). 

点 ， 线 性 无 关 向 量 系 的 直 交 化 

有 了 直 交 系 , 计算 向 量 的 投影 就 方 借 了 .但 是 , 对 于 一 个 内 竹 
空间 中 给 定 的 某 个 闭 线 性 子 空间 好， 如何 众 型 中 作出 一 个 就 范 
置 交 系 宛 ， 使 得 下 一 span 多， 这 自然 是 一 个 很 重要 的 问题 ， 下 
面 我 们 将 介绍 一 个 直 奖 化 的 方法 . 

引 理 2( 格 拉 姆 - 许 密 特 (Gram-Sehmidt)) 设 信 = {gn ga 
-…} 是 内 积 空 间 互 中 有 限 个 或 可 列 个 线性 无 关 的 向 量 系 ,， 那 末 必 
定 有 如 中 的 就 范 直 次 又 多 = {hh， 有 如 ，…}， 使 得 对 每 个 自然 
数 ?和 注 卫 ,是 且 、 加 、…、 Bw 的 族 性 组 合 ， hs 也 是 二 i、…、9s 节 
线性 组 合 , 从 而 span{g 一 Span{ 及 }， 并 有 日 这 种 及 除去 一 个 绝对 
信和 为 于 的 常数 因 于 让, 由 六 .加 .gr 完全 确定 . 
证 明 ”我 们 不 妨 只 考 培 名 是 可 列 的 情况 ， 用 数学 归纳 法 , 依 


次 作 {} 部 下， :首先 作 i 设 当 n>2 时 , 就 范 直 交 种 蛙 


-组 站 、 hn 1 已 被 作 好 ， 而 且 94、…、 名 -1 与 84 An_i 张 成 展 
三 的 % 一 荆 维 空间 到 。:， 记 9 9 张 成 的 mn 维 线性 空 闻 型 
Un 在 M1 上 的 投影 记 为 wn_4[ 注 3]， 全 一 Wn-d 天 和， 记 


[ 注 1] 当日 只 有 砚 个 向 时 时 ,要 环 fs | 
[ 注 2] ”由 于 an-t 是 有 限 维 空间 , 怪 而 是 完备 的 子 空间 ,所 似 各 在 音 n-4 上 有 授 


形 zt-:， 并 且 oo (9， bh, 


好 
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为 zw_1€ 及 ,1 一 8pan{ -1}; 所 以 加 是 拖 . …、 gs 的 线 
性 组 合 , 并 且 j=， 又 因为 zw-1 是 gn 在 讶 -1 上 找 影 ; 所 以 2&。 
与 Hil, On_1 直 奖 ， 即 总、…、 太 , 是 就 范 直 交 系 . 染 了 于 hs, 0 
全 慎 ,而且 它们 是 线性 无 闫 的 ( 见 半 1 习题 名 ,因此 是 六 ,的 一 
组 基 , 所 以 gn 可 以 用 思 、… 加 线性 霄 出 ， 这 十 , 出 归纳 法 作出 了 
一 列 Ts},， 就 注 足 子 引 理 的 要 求 . 

如 果 fan} 是 一 列 总 对 值 为 工 的 数 , 那 末 {cwin} 仍 是 就 范 直 交 
系 , 它们 显然 也 注 足 引 理 的 要 求 . 

如 果 {p} 是 满足 引 理 要 求 的 舅 一 就 范 直 奕 系 , 那 末 对 每 个 加 
A 张 威 的 线性 子 空间 就 是 于,, 因此 , 总 也 各 珊 、…、 玉 1 
张 成 的 型 。+ 直 次 。 从 而 当 总 按 开 , 中 就 范 走 交 系 训 、…, 六 展 
并 有 时, 对 吕 之 和 必然 有 Bm) 0 因此， 六 二 《和 向 ) 和 加 ， 和 由 就 
范 条 件 jh 二 | 加 |=1， 可 知名 和 页 只 能 机 差 一 个 绝对 值 为 工 的 

调 刘 联 gC0) 一 (=0, 3,…)， 用 Gram-Schmidqt 方 
法 , 分 别 按 下 面 儿 种 内 积 : 


0 Df Raa, 


CF, DD— | fo) Roe-e gy, 
Cf = | Re do, 


(广内 一 | fn)hts) 


诸 得 到 的 就 范 刘 交 化 点 列 ， 就 分 别 是 《 除 就 范 化 常数 因子 外 ) 例 6 
中 的 Legendre 多 项 式 ， 例 7 中 的 Hormite 多 项 起， 例 8 中 的 
Laguerre 多 项 式 , 例 9 中 的 Hesmes 多 项 式 . 

6. Hilbert 空间 的 模型 


为 了 更 好 地 了 解 内 积 空 间 ,. 特 茵 是 Hilbszrt 空间 的 结构 ， 我 们 


7 1 = dv: 
~ 


3 内 积 空间 中 的 直 交 系 Ei 
常 把 其 个 一 般 租 内 积 空 间 忆 一 个 典型 的 内 积 容 间 保 范 线 性 同 
构 [ 注 J 
定理 了 (I) 任何 名 维 内 积 空间 吾 必 和 有 % 维 欧 几 里 德 空间 
线性 保 范 同 构 | 
(如 任何 可 析 无 限 维 Hilpbert 空间 [ 注 引 必 和 站 线性 保 范 同 板 ， 
最 一 般 地 ， 
ti 任何 HHilbert 空间 豆 必 和 五 《 见 鲍 名 线性 保 范 回 构 . 
证 明 《D 在 互 中 到 一 组 线性 基 出 .…、 如， 然后 用 Gram- 
Secehrnidt 方法 ,作出 五 中 就 范 直 交 的 基 襄 .加 ,…、 训 , 作 五 到 于 
Ed hi), (Cw, ha), yy 《他 hn) 》， 
容易 验证 , 这 是 五 到 到 外 CN 上 上 的 双 射 ， 且 是 保持 线性 及 内 积 
欧 喘 射 , 因此 ， 开 和 到"( 或 0) 癌 构 ， 
(2) 由 于 五 上 基 可 析 的 ,在 瑟 中 有 课 密 的 可 列 集 {ow}, 在 这 个 
点 列 中 族 一 个 子 点 询 {g 使 得 {gy 二,“…} 是 钱 性 狼 立 的 , 而且 
每 个 者 是 有 限 个 的 线性 组 合 (这 是 容易 做 到 的 ). 
出 如 按照 Gran-Sehmidt 方法 ， 勾 过 就 范 直 交 化 ,就 得 到 :一 
个 谣 范 站 次 素 祈 一 {向 }。 这 时 ， 每 个 都 可 用 .名 中 有 限 个 启 晶 
的 线性 组 合 米 表示 , 而 {zn} 在 吾 中 稍 密 , 因此 , span. 多 二 及 ， 由 
定 进 2 的 系 , 是 也 中 的 就 范 直 交 系 . 
[ 注 1 设 g 是 医 范 闪 性 空间 1 品 赋 范 线 性 空间 Xs 的 保 范 线 桩 向 欧 ， 梳 项 范 数 
是 由 内 积 导 出 的 完 要 条 件 是 平行 四 边 形 公 式 万 六 售 工 定 理 区 ， 另 知 入 1、 
文中 内 要 有 一 个 是 内 积 空 间 ， 男 一 个 必 世 是 内 杂 空 癌 。 再 根 措 内 积 蛙 洗 
数 表 未 的 极 化 证 等 式 ， 易 知 斌 性 且 射 ? 共 课 范 的 充 桂 条件 为 史 是 保 卡 积 , 
的 ; 即 对 任何 2 3 世态 1 (Pip, Pro) OC Ya), 
[ 注 3] 这 旦 朱 维 崔 积 空间 “无限 维 瑟 ilbert 空间 的 鳞 数 是 作为 线性 宝 间 的 维 
数 谈 了 的， 其 突 , 对 于 了 pext 空间 , 递 党 用 它 的 完备 就 范 直 交 系 的 势 (完全 
芒 线 性 空间 市 任 条 两 个 线性 基 的 势必 相等 的 还 明 方 法 《 见 第 四 章 吕 这 定 理 . 
1， 可 多 证 外 性 何 两 个 完备 遍 范 直 变 系 拘 将 相等 ) 作 为 Hilpert 空 后 的 维 
痢 。 对 有 限 维 的 情况 ,这 两 种 维 数 一 狼 , 定 无 限 维 杀 情况 , 后 一 种 维 数 水 超 
过 前 一 种 维 数 , 型 且 确 实 可 以 不 等 。 例如 本 按 月 一 种 维 数 ，aim 一 No 
而 按 前 一 种 淮 数 ,dim 2 和 . ”i 
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显然 , . 严 是 可 列 集 ， 作 瑟 到 六 的 映射 如 下 
DW CL, A1), {, hay, 1), (3.25) 

丰 定 理 2 容易 证 明 w 是 保持 线性 运算 及 内 职 的 单 射 、 时 Hiesz - 
Kiseher 定理 ,对 于 六 中 向 量 (0% …), 风 为 个 jos<eo, 所 以 
有 sE 九 , 俩 (zw 各) 一 6， 这 时 ,9() 一 《ew oo …)， 央 此 9 的 什 
域 就 是 如 所 以 ,， 五 各 是 同 构 的 ， 

(8) 由 定理 4 存在 吾 中 的 完备 就 范 直 交 系 一 {6.1%E A)， 
招 而 span {多 }= 五 ， 胃 由 定 再 2, 对 任 柯 xEH, 

册 二 bp (4%, 8»)e;. 
护卫 和 (加 的 情况 ,不 五 -> 各 的 映射 
gp: wh {f(y. ed 1hEA}. 

易 知 gp 是 五 -> 百 的 线性 上 映射， 由 Riesz-Fiseher 定理 , 知 g 是 满 
射 ， 再 由 定理 2 的 系 的 (3.10), 知道 9 是 保 范 的 , 因而 五 和 全 保 
范 线 性 同 构 .证 举 . 

当然 , 也 可 将 定理 7 中 的 (DD、 (2) 作 为 3) 的 特例 耐 推 得 ， 


习 题 


1 设 本 ,tm 一 3， …) 是 一 列 内 积 空间 ， 令 如 = zn} sn€ sn 一 
3 lj 对 五 中 任何 两 个 向 量 z= tao y= 和 ai， 引入 线 
手 运 算 和 (+，.); l 
ox y= Tora， BE A, 
Try 二 vn Vn). 
征明 ， 互 接 (.，.) 成 为 肉 积 空 间 , 并 凡 业 成 为 Hilbert 空间 的 充 要 条 对 是 所 
有 的 ,n=1 2 …) 都 是 Hilbert 空间 (通常 记 为 也 一 国 本) 
2 证明 
1 To 
$0) = J ep 12m 了 a 
是 De 下 ,my 上 的 完备 就 范 丰 交 
3， 证 虹 例 Sm9 中 的 各 种 多项式 关于 相应 的 权 孙 数 是 完备 就 范 直 学 


一 站 十 十 十 ， 


3 内 利 室 间 中 的 直 次 系 S81 


4，(8Sturm-Liouvile 问题 ) 求 出 Fw 友 上 满 刀 党 微分 方程 
Cr 十 他 加 十 ip 人 Du 一 (9) 

和 边界 条 件 ola) Taat (四 =0 bu (Bb) bow C6) =0 
的 实 函数 其 中 必 (z) 一 - 生 ww), P、9.Y 等 都 是 实 函数 , 并 且 当 ?E (Ce, 5) 
冉 ，2(m> 出 六 鸭 >0 大 是 参数 ，(arz es) 和 (b1， po) 是 两 个 不 全 为 0 的 数 
组 ， 

证 明 ， 对 于 入 =，Xn， 如 果 《ay 分 别 有 解 tn、 wm, 那 末 当 jw 二 和 时 ， 
ttn、 ttr 关于 权 函数 jp 必 是 直 交 的 (这 里 总 认为 函数 的 可 积 性 、 可 微 性 是 具备 
前 ). . 


5。，(1) 证 六 % 次 Legendre 多 项 式 满足 下 列 方 程 
(x2 Dw) nit Du=0 
(2) 证 明 % 次 Hermite 多 项 式 满足 下 列 方程 
WO— ri Bn Os 
《3) 证 明天 次 Leguerre 多 项 式 满 足下 列 方 泽 
ra + (Eau nti = 0 
C4) 证明 4% 光 defmmen 多 项 式 满足 下 列 方 泽 
(rw 
6. 设 吾 是 可 析 Hilbeit 空间 ， C,H 必 于 上 内 积 , {ens1n= 二 4 名 
是 互 上 完备 就 范 直 交 系 , f(D 是 [fa 四 > 互 的 映射 , 并 且 满足 
Ciy 《CE @s) =]1, 2, 中 勒 讽 格 可 测 ; 
GD ls, Dl. 
记 满 足 上 述 条 件 的 映射 (向 量 值 函数 )( 信 全体 为 LI?C[a, 困 ， 五 -wm), 并 对 任 
何 my BE 只， 六 Le PP]， HE, 707 规定 . 
(af + Ag A =af (H+ By), 0 
CF P=] Ca, gs. Ca) 
-证 明 ZK[e 名, 瑟 ; m) 按 运算 ( 了 0 成 为 线性 空间 , 按 (+，') 成 为 了 Hilbert 空 
. 间 . > 
了 ,证 fn 是 单位 图 ll<1 中 的 解析 函数 ， 
7 四 = 习习 ia)2<=. 
这 种 解析 函数 的 全 体 证 为 互 ?， 证 明 加! 按 通 常 的 线性 运算 和 内 积 
0 lim 六 fro990e5d0 成 为 复 Hilbert 空间 年 取 


582 入 rt 的 儿 何 堂 
HH? 小 定 庙 就 范 直 交 系 19。 人 8} 证明 当 [a| < 了 .11 时 ， 
be - 1 
和 en [| i ™ 


.将 强攻 组 二 vw 富 25、 在 [0, 1 上 分 别 按 权 画 数 pp) 一 x 加倍 是 和 
然 铬 1 ti 一 菩 ? 等 吉 ey 

8. 设 8 是 内 积 空间 了 Ht 部内 识 罕 间 二 s 的 线性 聘 圣 , 证 明 g 是 保 范 的 充 
于 办 机 - . 

160， 诈 明理 1 开 何 无 随 维 过 析 Banach 空间 名 中 淮 容 任 可 询 个 向 量 js， 
使 导 tary 构成 如 的 线性 甘 ( 从 人 而 王 作 为 线性 空间 的 维 数 dim 家), 


8 4 共 斩 空 间 和 共和 算 子 


工 连续 钱 性 泛 画 的 表示 
现在 我 们 利用 $2 的 投影 定理 来 研究 Hilpem 空间 上 连续 句 
性 泛 画 角 一 般 形 式 . 
设 吾 是 -一 个 内 积 空间 , 任意 取 互 中 一 个 固定 的 向 量 2 可 以 
站 如 上 和 作 泛 荡 如 下 : 
Fy) = Cp, y);. wEH. (4.1) 
由 崔 壬 对 第 一 个 变 元 的 线性 , 即 知 汉 函 ,是 线 性 移 ， 直 Sechwarz 
不 等 式 , 即 得 | 丽人 | 一 | 他 力 | 所 lz 因此 梭 , 还 是 连续 泛 
西 ,而且 | 由 专 |yH， 另 一 方面 ,只 要 取 = 一 就 知道 [Fi 二 |y1， 
我 们 称 如 y 为 向 量 8 导出 的 连续 线性 泛 函 ， 
当 瑟 是 所 iiberi 空 间 对 ， 上 述 事实 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ， 就 
芷 说 ， 孔 上 的 任何 一 个 连续 线性 省 函 都 是 有 (4. 站 的 形式 的 . 
定理 1CF. Riesz) 设 站 是 本 和 bezt 空间 ,也 是 五 上 的 连续 
线性 泛 画 ， 那 末 必 有 了 唯一 的 向 量 %G 瑟 ,使得 对 任何 和 豆 ， 都 成 
P(e = (w, 风 ， (4.2) 
并 且 Fi 二 |yl. 
证 明 如果 王 一 0 只 要 联 y=0 就 好 了 ， 因 此 不 怒 设 天 0. 
令 HCR) 是 五 移 零 空 闻 , 好 A 一 {fw 了 F(z)=0}， 因 为 


$4 共 思 室 疝 和 式 轻 算 子 583 
是 连续 线性 泛 函 , 由 第 五 章 $ 工 证 理 3 的 (了 ,可知 .FF) 是 闭 
线性 手 空 间 , 又 因 玖 关 0 所以 .ff 关 互 ， 要 证 明 的 愤 .2 臣 雇 
发 我 们 要 到 AF)' 中 去 栽 向 量 g.。， 由 5823 定理 2 的 系 1， 必 定 
有 zs 到 0, zs 上 .KF)， 这 时 ， AA ONAO TO 可 知 * 扣 
-所 以 五 () 关 0 


对 于 任何 2E 五 ， 由 于 也 (2 一 Se 2)~ 0， 就 得 到 


ne) 
人 EN CF), 
饭 以 (一 -全 全 2) 即 
(3 区， 多) 一 昌 ， 
这 名 是 下 (加 一 守 的 Co 由， 如 果 取 3 -本 人 训 知 道 (4 
起 对 任何 = 成 立 . 


在 定理 1 的 条 件 下 , 泛 男 克明 然 表示 友信 .站 的 形式 ,时 丈 是 
寺 疝 盟 8 导 员 的 , 所 以 ij 立 | 一 8， 又 可 量 % 是 由 吾 准 一 确定 的 ， 
因为 , 如 果 又 有 名 使 璐 /= 了,, 那 未 =0.、 从 | 有 =0, 得 到 
8 一 熙 一 0 由 瑟 匈 知 Y 一 2z， 证 人 毕 . _ 

共 胃 ® 室 间 
我 们 作 Hilbert 空间 五 到 它 的 共 辆 六 间 瑟 * 的 贞 射 如 下 
CO, yh Py,, (yyEH), 

其 中 五 ,就 是 《4 .了 式 押 规定 的 ) 由 向 量 导出 的 泛 浅 、 那 末 由 
Ricsz 定理 , C 是 互 到 五 "前 双 躺 , 并 且 保 持 学 数 不 变 ， 

容易 看 到 ， 映 射 口 是 共 饮 线 性 的 + 又 称 是 反 线 性 移 )， 芭 对 于 
两 个 数 @ BB 及 jy 2zEH, 琶 立 着 Okey + fr) a0y tO 这 起 
接 峡 


Pay pz) 一 C2, y+ 8B 一 am， +B(e, 8) 
一 a yey 一 BE, (2 


584 第 六 章 。HHilbert 空 所 的 几何 学 
总 之 ,上面 所 作 的 映射 马 是 五 到 万" 的 双 射 ， 它 是 共 配 线性 
的 , 而 且 保 持 范 数 木 变 , 称 加 为 " 复 共 斩 ”线性 同 构 ( 上 映射 口 不 是 瑟 
到 的 线性 辣 构 ;.， 今后 我 们 将 把 y 各 , 看 成 是 同一 的 ， 即 把 
疝 量 看 成 泛 汕 加， 把 泛 函 站 成 向 景 y.， 这 样 ， 于 和 如 "就 
一 致 化 了 ( 复 Hier5 空 疝 的 共 辆 空间 常用 这 种 表示 ). 因此 称 五 
是 自 共 固 空 间 . 但 要 注意 的 是 ， 对 于 数 a 太 gE, 把 og 作为 泛 
函 看 时 ， 它 在 点 2 的 信和 是 汉 沙 yy 在 % 点 的 信 怀 以 5 这 和 第 五 音 
$ 3 情况 略 有 不 同 ， 当然 , 对 于 实 Hilbort 空间 ,这 西 者 就 没有 区 
和 


共 斩 算 子 
Hilbert 空间 五 和 它 徇 共 四 空 间 可 以 一 至 全 , 天 此 共 斩 
空间 上 的 共 罗 算 子 的 概念 可 以 引入 到 Hilbert 空间 本 身 中 去 . 
定理 多 设 昌 是 内 积 空间, 吾 是 Hilpbez 空间 , 4 基 豆 -> 立 
的 有 田 线 性 算 子 , 那 来 必 有 -> 五 的 唯 -- 的 有 界线 性 算 子 B (并 
生 1 Bi < 4 和; 使 得 对 任何 sg& 瑟 , yEG, 有 
CAm, y) = (C2, Byy[E 注 ] (4.8) 
证 明 对 任何 y€ 人 Ff, 因为 
| [Arw, DISArl [yt < ANzlly!, 
所 以 yt) = (dr, 
是 五 革 的 有 界线 性 泛 本 ,内 为 吾 是 完备 的 , 由 Riesz 定理 , 对 每 
个 y, 相应 地 有 唯一 的 zE 囊 ,全 . 
CAz, ={s, HW, wsEH. {4.4) 
我 们 作 9 到 五 的 算 子 如 如 下 ， 对 于 yEG， 把 合 人 d. 少 式 成 立 的 
z 作为 By， 这 样 就 作出 了 算 半 B 使 (4.3) 式 成 立 . 
下 商 证 明 六 是 他 一 开 的 有 界线 性 算 于 .对 于 态 镶 人 全 及 
数 w. 8， 


(CAs, BE Bys) =—aC dr, 1) + BA, yay 
=a(%, Boy) +B(s, Bys) 
= (%, By,-F ABya), 
入 ] 《4 公式 中 左 方 的 《.，") 表 共 全 中 的 内 赛 ,而 右 方 的 则 交 示 互 中 的 内 和 


§$ 4 共 暂 宇 司 天 革 四 符 了 ”6 


国 示 Blog 二 Bys) 一 aByi+BBy:, 即 吾 是 允 全 算 于 ， 另外 ,里 吾 
的 定义 可 知 , 对 任何 yEGQ， 有 !By! 一 py' 所 ;41y|， 因 此 吝 是 . 
有 界 的 , 而 县 ‘Bl<i|4;. 

显然 ,使 (4. 引 式 成 立 的 算 子 BB 是 由 下 唯一 确定 的 .证 毕 . 

定义 ” 设 互 和 好 是 两 个 内 积 空 间 ，4 是 五 一 他 的 线性 算 
子 , 又 设 心 是 人 -> 五 的 线性 算 子 , 适合 

(CAs, PW =, A'y), vwEH, yEG, 《4.5》 
那 宋 称 A4* 是 4 的 共 耗 算 子 或 伴随 算 子 . 
显然 ,适合 {4. 罗 的 由 是 唯一 的 .事实 上 , 如 果 又 有 4 使 得 
(da 用 一 人 AY), rEH, yeEG. 
从 而 {w, CA'— AN =0,. weEH, yeER, 
那 未 对 任何 g,， (4" 一 4)y=0, 即 4" 一 4". 

又 从 定义 的 他 .了 功 可 知 ，4 一 (4 一 人 4 

定理 2 说 明 当 吾 是 Hilbert 空间 时 ,对 任何 了 所 站 (五 一 全) 
必 存 在 其 斩 算 子 4 而 且 4"E 由 (G-> 互 ). 

在 第 五 章 $ 8 中 , 对 于 Banach 空间 的 有 界线 性 算 子 ， 泗 引 进 
过 区 蜀 乍 子 的 概念 . 但 现在 的 共 斩 算 和 子 与 那里 稍 有 不 同 . 这 里 当 
4; BEB(H 下， cB 是 复数 时 ， (m4 二 BB)"=a4* 十 BB*, 而 
在 Banach 空 闻 中 ， 按 过 去 的 共 锯 算 子 的 概念 应 沟 (a4 十 8B)*== 
oA 十 BB*'( 可 参看 下 面 定理 3 的 (i) 和 第 五 章 $3 定 理 8 的 (2)). 
但 是 在 实 空 = 间 中 国 者 是 完全 一 丝 的 . 

例 1 设 0* 是 ww 维 复 肉 积 空间 , 人}G=1， 2 人 是 后 的 
就 范 直 交 基 ， 设 和 4 蚌 C? 的 线性 算 子 (这 时 4 必定 是 有 界 的 }。 由 
于 Be 6 是 姑 的 基 ， 4 是 线性 算 王 ,所 以 Aep (Cj 一 4， 2 …， 
9) 的 入 就 天 定 了 算 子 4， 如 时 


四 咒 
Lu 一 辫 Onl 
Ee 


(参看 第 五 章 8 工 例 切 ， 阳 上 所 述 ，G* 中 线性 算 了 于 4 由 nx% 隆 
Cy) Ch, v=1, 2, ryy 2) 所 决定 . 而 对 笃定 的 任何 到 个 数 or， 
由 上 式 也 决定 了 一 个 斌 性 算 子 4， 我 们 把 nn 阶 方 阵 (ow) 称 为 线 


S86 等 记 这 ”ilbext 室 阅 的 几 芝 学 


任 算 也 妈 在 就 范 直 交 蔓 ee 下 的 表示 阵 ， 由 
0, = pa Oe Ey 


向 道 om (Ae 6v), 
容易 知道 ， 在 到 定 的 就 范 直 交 基 下 , 线性 算 子 4 与 它 的 表示 
和 (owy) 之 疗 的 这 种 对 应 关系 是 算 子 与 w 阶 方 阵 之 间 的 一 一 对 应 , 
- 如 果 4 的 玫 示 阵 (avw)， 那 求 ow 一 (A468, 6y)，44 的 共 纯 算 王 
二 "就 使 得 


(A'e,, 6) = (0s, A*ei) = Ce,, 84) — er, 
次 此 4" 的 表示 阵 Cawy) 就 是 4 的 表示 陈 Cew) 的 共 辆 隆 (又 称 关 联 
起 阵 , 好 先 取 转 置 降 , 再 对 每 个 元 喜事 复 共 生 )， 
例 2 设 互 是 严 [aw, 8], .4 是 Fredhoim 型 积分 算 子 
mr -上 KE(s, ssyds, ws)EL[g, b], (4.6) 
其 中 天 地 中 是 振 形 奋 ，a<t<S5 os 上 可 测 国 数 ， 摧 且 
IK 史上 在 吾 上 可 积 , 4 是 [ew, 5] 上 上 的 有 界线 性 算 子 (参见 
第 五 章 8IL 例 4 它 的 有 界 性 见 第 五 章 8 工 习题 9). 
现在 我 们 证 明 由 下 式 定义 的 算 子 必 是 4 的 共 轮 筑 子 ， 
ft = [zz C8, twtads, wls) EL:[eg, 6]., (4.7) 


出 于 苹 ts, 如 在 情 上 可 测 耐 且 绝 对 值 于 方 可 积 , 因此, 由 (4.7) 式 
定 六 的 算 子 汪 是 有 界线 性 算 子 ， 机 证 明 二 确 是 4 前 上 共 辐 算 子 ， 
只 要 证 明 (4.8) 趟 成 并 就 可 以 了 ， 也 就 是 变 证 明 对 任何 4%, yE 严 
[a, 为， 成立 《48 用 一 人 9， 对 于 zyEI[g, 雪 ， 最 然 ， 
画 数 jz 人 的 8 | 在 卫 上 是 平方 可 积 的 ,很 据 了 HLder 不 等 式 ， 
百人 让 w( 四 ys) 在 了 上 可 积 、 青 利用 Fubini 定理 ， 


(zm, A'y) -| 2 | Ke, ty (sy ds ds 
= 人 | EC, iwityy sydsdt 二 


= 人 | EG, do(d9Du dt (Ag, 9， 


和 5S7- 


记 凡 由 (4. 站 式 定义 蜀 算 子 A* 是 4 的 其 顽 算 子 . 

显 航 , 4 也 是 Fredhoim 强 积 分 算 了 于 ， 划 时 记 

xz 人 目 一 | 全 Ys) ds, 

其 支 积 分 算 子 4* 的 接 是 共生 一 左 (s, 如 ,积分 方程 论 中 常 称 
到 人 9) 是 核 攻 (4 8) 的 共 犯 标 ， 

出 例 1 我们 看 到 ，H 坟 2bort 空间 中 共 思 算 子 是 共 绒 甜 阵 概 仍 
的 推广 ， 它 具有 许多 与 共 辆 算 阵 类 似 的 性 大 ， 阅读 下 面 定理 站 时 
再 凑 昭 第 五 章 &3 定理 8~9 以 及 第 五 章 3 4 习题 王 

定理 3 共 固 算 子 有 下 男 的 人 性质， 设 豆 和 天 是 Hilbert 空 
间 , 所 是 内 帝 空 间 , A4, BE3CH 二 ,CEN(EKE >AH), &., 局 
是 数 , 那 示 

(1 D1 d™*=—A; 

(2) Ao, Ai" 1A Ab; 

(8) 《 共 辊 级 性 } (uA4 玉 8B)* -xd*BB"; 

(9) CAON OA’ 

(5) 4 为 正则 算 子 六] 的 亮 慷 条 和 件 是 水 为 正则 算 子 , 当 4 让 
则 时 让 (42) -一 (4) | 

《6) 当 @ 也 是 Hilbert 空 何 时 

LA 一 多 CD HNCA) = 月 Cd (4.8) 
RDNA) RAT ND : 

《人 7) 设 4E 届 (二 一 旦 )， 又 设 两 个 非 零 向 蕙 名 y 台 瑟 ,满足 
(一 D2 一 0 (4 一 Dy~0, 那 林 当 和 天 岂 时 ， wy. 

证 明 (1》 Ti 一 J 是 是 然 的 ， 对 任何 x 乞 召 ，y¥ EEG， 因 以 
CAF， 入 一 (Ww， 办， 记忆 (4%W， 一 CY， AX)， 从 而 立即 得 于 
CA)* A. 


(3) 对 任何 yEG, 在 (4. 辐 中 到 2 一 二 - 坟 过 ,立即 得 到 


IA’yi= | (Cay, De lAolylslaAitiyl, 


[ 注 ] 当 41 是 全 空间 定义 多 有 办 算 子 对， 称 了 是 正则 算 子 ( 昂 第 五 章 当 人 。 注 
准 , 这 时 由 互 是 Filbart 空间 必 可 推出 安 也 是 ilpert 空间 。 
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所 以 4 二 4， 用 4 代 装 4, 双 得 到 14|=1(4 和 <14 中 .天 
地， 4 一 人 4 . 
旦 然 ， | 4*41 拟 14* 几 44， 易 一 方面 ,对 任何 szE ,1%| 一 
册 Schwarz 不 等 式 有 
Avi = (Aw, As) = (dds, wlA Arl) sl < lA Al, 
扬 & 14 — sap [Awl <) A"Al, 
这 就 证 明了 4" 一 141?= 上 4*4l. 
(3) 对 任何 sz 五 , yEG 及 数 w、 有 局， 由 于 
((aAd+BB)s, y) ~atds, y+ BBY, y) 
—otw, A'y)+Bs, B'y) 
=(%, (ad*+BB')y), 
所 以 (oA BB)*— dA*+ BB*. 
(4) 对 任何 “EE, EQ, 
CAC, WD — (Ow, A*y) = (%, O* AN), 
所 以 (CAC * =0O*A*, 
(5) 当 和 4 是 正则 算 了 时 ，A7! 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 
子 ， .44 一 下 44 一 Tale dz 分 别 是 避 互 上 的 恒 等 算 子 ) 
由 (4 妈 知 


ADA Te, ACAD)*— 1, 
因此 4* 的 逆 算 子 就 是 C4*, 它 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 
所 以 24* 是正 则 算 子 ， 反 过 来 ， 如 果 4 是 正则 算 子 ， 那 末 ， 由 于 
.二 = 4”)*， 所 以 44 也 是 正则 算 子 . 
《6) 如 果 的 那 末 4z 一 中 风 西 对 - 切 4E 人， 
一 49， = (2, A*Y), 
扼 %| 上 绝 (C4), 所 以 Daa) 入 之 , 任 取 % 世 缠 (4*) 
最 然 , 对 任何 gE 如 必 有 
(da Ww, A =0. 
荆 然 4o 与 一 切 YEG 直 交 ， 因 此 Az 一 0， 即 壳 (4 1 CC 的， 
_ 这样 , 就 得 到 (4.8) 中 第 一 行 的 第 - 式 , 用 4* 代 蔡 第 一 式 中 的 4， 


上 4。 其 久 空间 和 和 划 钨 算 地 se 
就 得 到 (4. 嫩 中 第 一 行 的 第 二 式 . 
如 果 注 意 到 任何 线性 子 空间 工 总 满足 一 J 1, 将 (4.8) 第 一 
行 的 等 式 取 直 欧 社 , 立即 得 到 (4.3) 的 第 二 行 等 式 . 
(7) 由 38 一 hw 及 48 一 Ho， 得 到 
2 的 二 (do Dw, Ary) = Ct, Hy) 一 Ke 用， 
所 以 一 p) Ce, 让 0。 出 候 设 Ap 所以 名, 用 一 网 Ly 
生 ， 无 界 算 子 的 共 斩 算 子 
Hilbert 空间 是 Banach 空间 的 特殊 情况 , 类 似 于 第 玉音 8 38， 
在 Hilbert 空间 中 ,自然 也 可 以 引入 一 般 线 性 算 子 可能 无 界 ) 的 
共 辆 算 子 的 粮 念 . 
定义 设 总 和 和 是 内 积 打 间 ， 了 是 互 到 允 的 笛 定 线性 算 : 
子 ， 它 的 定义 域 为 用 和 加)， 记 CA" 一 11EG， 存 在 咏 E 互 ， 
使 性 oo 办 一 (2 7) 对 一 切 w%E 多 (7) 成 立 }， 并 在 久 CT*) 上 作 
算 子 2，3 和 入 (人 和 区 古人 )， 那 末 ， 开 " 称 为 了 的 共 罚 亲子 ,或 
伴随 算 子 . 
由 上 所 述 ,， 了 的 共 辊 算 子 了 * 的 意义 是 完全 确定 的 ， 从 共 轿 算 
子 的 定义 可 知 , 对 于 任何 = 和 图 (7) 及 YE 信 (T"), 成 立 着 等 式 
《Ze 有 一人， 了 9) (4,9) 
完全 和 Banach 空间 一 样 , 有 下 述 定 理 . 
定理 设 人 了 TT, 都 是 Hilbert 空 间 互 到 Hilbert 空 征 
安 的 笛 定 线性 算 子 , 那 末 
寻 ) TI* 是 了 闭 线 性 算 子 ; 
(2) 对 任何 aE A, (af)* =nT*, 
(38) 当 多 CD) 站 多 (7 一 五 时 ， 
UP ii 
”特别 , 当 TI, Ta 中 有 一 个 是 全 空间 五 上 定义 的 有 界线 性 算 子 对，， 
CPi Ta = THE TS, 
{4) 当 了 CT 时， TT2CC 3I 
6) 当 C 是 到 Hilbert 空间 五 的 线 件 算 子 , 并 且 BOOTY 
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一 末 时 
COP) 一 了 On， 
特别 地 , 如 果 双 有 CERCG 一 玉 ), 那 末 
(CTY* = PO*, 
当 召 是 Jiibert 空间 五 到 五 的 线性 算 子 , 并且 多 (TB) 一 民 时 
一 (TBY* OBHT*, 
(6) 当 了 是 夭 定 闭 算 子 时 ,， T* 必 是 稠 定 闭 算 子 ， 并且 T** = 
TT: 
(7) 当 G=H 时 , 如 果 有 班 零 向 量 %EZ(T), yE BCT*) ,并 
尾 人 一 To 一 D 全 一 人 DY 一 0 当天 所 时, wy 
证 明 “人 ~ (5) 都 是 和 Bamnaeh 空间 的 情况 一 样 证 明 (参见 
第 五 章 8gS 定理 10)，(7) 和 有 办 情况 一 样 证 明 ( 吕 定理 3 的 人 7))， 
下 而 证 明 {6). 
作 展 积 空 间 五 xG, 会 x 互 (它们 都 是 Hilbert 空间 , 见 $1 习 
题 8) 的 算 子 
V, {vw, Yr{—y, r}, 
U. {gy, ols{—%, 他 ， 
显然 ， 六. 品 分 别 是 吾 x 怠 到 允 x 五 ，GXx 好 到 互 X 好 的 线性 保 
范 同 攀 , 并 且 


(mE H, yeEd) (4 .10) 


UV = — HxG, VU= — Taxn. (4.11) 
利用 上 述 符号 ; 易 知 (4.9) 等 价 于 下 列 等 式 
GT VGN), {4.12) 


区 中 GD 、 GT 分 别 表 了 示 卫 利 人 ”的 图 稍 (到 第 四 章 84 的 第 
了 4 小节》 ， 

今 证 27 是 移 定 拘 。， 假如 加 人 多 (人 ,从 而 x 五 中 点 {go， 
erly, 但 G6-(VGOD)， 却 fo OF ETVOCTN) += 


va). 


易 知 Va) =Va) -VT), 
这 跳 臣 说 


10, yo} ~ Ufye, 0} EUVGIN = — OT) = QT), 


8 4 共犯 空间 和 共 弦 筑 于 网 


从 而 ,只 有 各 =T0=0,， 有 即 TT* 是 稠 定 的 . 
由 于 多 (TI*) 一 他， 所 以 全 ** 存在 ， 用 了 代替 《4.13) 中 的 妆 
(自然 , 了 要 换 成 0),, 就 有 
GO UGTN OVEI) N+ 
UVGCDD))+t[E] 一 生生 一 全 性) 


证 毕 . 

出 8 在 ( 复 ) 严 ([0, 匡 ，m) 中 ， 令 多 {iF(D 在 [0, 匡 
上 全 连续 , 了 (0) 一 了 (1) 一 0, 并 目 户 的 EDPK[0, 刀 ,，m)}。， 显然 ， 
畏 = I2(I0， 了 ，m)， 并 且 儿 是 线性 子 空间 ， 作 算 了 于 如下: 


T, FOPEF DD, FEDET). 
可 以 入 第 五 章 3 例 , 求 出 Z*, 唯一 要 注意 的 是 , 在 第 五 章 8 3 中 ， 
(it 习 ，m) 只 是 作为 BanacB 空间 出 现 , 因此 对 于 一 个 9E I 
([o, 3 oo)， 在 那里 视 为 Banach 空间 12(I0, 了 1, m) 上 连续 线 
性 泛 函 是 


C7, 9 = hf Dg. C4.18) 
而 现在 ，9 视 为 Hilbert 空间 (IT0， 切 ，%) 瞎 续 线 性 泛 机 是 
Cf, DD = | FF, (4.14) 


因此 ， 只 到 将 第 五 章 §3 例 的 证 明 中 9 -各 分别 用 怠 6 也- 代 过， 
可 以 证 明 

之 UT*) 一 (919 在 [0, 轴 上 全 连续 ， 敬 且 久 (9 ETP(fo, 妖 ， 
mm)}, . : 
Trg=ig, gE (TIT')., {4.15) 
等 史 ,如果 视 全 一 5 人 为 定义 在 
区 -HA 在 [0 本 上 全 连续 70D=7D，PGD € 
(io, 自 ，m)}, 屠 未, 必 有 多 (2") 一 一作 (7 并 县 2 一作 


[六 ] 容易 证 明 区 (GOT 一 人 PCGCT2 
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习题 
41. 设 f 是 复 Hilbert 空间 玉 上 的 泛 匡 , 如果 对 任何 的 四 9E HH ,BE 
fav) 一 RFE) 十 (WD, 各 了 是 玉 上 共 拖 线性 法 通 (也 称 反 线性 泛 
二 )， 证 陆 下 述 有 iesz 表示 定理 :对 复 Hilpert 空间 至 上 仁 生 此 加 绕 往 泛 午 
-万 必 存 让 唯一 的 ¥E 圳 ,使得 了 (二 Cy 人). 
2. 设 是 一 3C9， RR, 4c), HCw) 是 再 上 有 界 可 调 函 数 ， 证 则 五 上 乘积 
Tr FD HN (0), FE LN, BR, 0), 
注 共 挛 算 子 是 TI: Ge) rc? 扣 Cw3 (9). 
3. 误 召 是 复 Hilbert 空间 , 4 司 吾 二 订 自 界线 性 曾子 , 证明 4 二 一 4* 
欧 充 变 条 件 是 对 一 倪 “& 五 Ref #2) 一 0. 
4, 设 妇 是 上 的 有 界线 性 算 子 , 当 x=} ER 时 , 记 Ax 二 科 ,}， 


二 名 Go 上 二 1 名 “" 


- 温 一 广 一 到 ca 此 二 1]， 忠 ，…**， 证 朋 Ot, Ow. 
5， 设 本 一 二 2 7) 是 一 列 HiLberi 空间 ， 按 § 3 习题 1， 作 Hilbert 
空间 Ho {en} len€ H,», n=D 久 … 且 站 lesl?<o } Cg, De 


“Tn 
I 


Yn) ， 叉 设 44 是 旦 ,上 有 界线 竹 算 子 ;并且 如 Aailt 是 有 界 数列 , 证 六; 
{1) 吾 上 算 于 4. tn tr 1dnz 直 是 互 . 上 有 界线 性 算 子 ， 并 且 14 一 
up| 4 
(2 4 的 站 纯 算 于 是 4 fr [da 
6. 证 明 储 .10) 所 作 的 算 子 ,六 具有 下 大姓 夺 : 
C1) 如 、 玉 是 线性 , 保 范 算 子 , 潮 且 280)= 且 XG, (= 人 x 
(0) UV = lg VU=— lexg; 
(38) 当 fc 的 Tes Yo} 时 ， 
V {21 LV {ps, oj 
当 {fs TL {ye za} 时 ， 
Ut 1 LU tts, to, 
(4) 下. 友 分 别 是 及 Xx 闻 , Gx 囊 的 子 集 ,VL 一 VMDLUNL=(UN)!. 
7， 迹 明 导 .加 等 价 于 性 .19. 
如 设 了 是 Hilbert 空间 于 .上 向 定 线 注 算 字 , 并 且 了、X* 都 是 单 和 里 证 
湖 了 7? 必 吕 和 狗 定 线性 算 子 ,并 和 且 了 =27 
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9， 在 定理 4 中 ， 如 果 权 恨 设 豆 .G 是 两 个 内 积 空间 , 问 定理 4 中 的 养 论 

《7 那些 另 然 威 立 ? 为 什么 ? 

1 刘 有 是 了 ilbezt 室 间 五 上 笛 定 线性 算 子 证 则 安全 ) 一 -全 二 
AACAD)L, 


$5 Hilbert 空间 中 重要 的 线性 算 子 


Hilbert 空间 比 一 般 的 Banach 空间 民有 更 好 前 空间 结构 ， 
具体 地 说 ， 就 是 有 衣 交 投影 ， 利 用 直 交 投影 可 以 解 问 极 值 
jnfjz 一 yl (此 地 对 是 妇 刘 bert 空间 的 西 完备 子 集 ) 柯达 问 题 ， 这 
种 被 值 可 达 是 不 喜 杰 假设 开 是 紧 束 列 紧 ( 致 密 ) 之 类 条 性 的 ， 特 
别 , 当 放 是 线性 子 空 间 时 ， 利 用 LDlberi 空间 直 交 系 可 以 很 快 地 
确定 达 济 极 值 


jz 一 so —inf |e—y; 
JE 是 


的 0 的 , 因而 Hilbert 空间 理论 在 分 析 数 学 里 有 广泛 的 应 用 ， 同 
样 ，Hilbert 空间 上 线性 变换 ( 算 子 ) 理 论 也 获得 很 多 成 功 的 应 出 . 
在 这 一 节 中 ， 我 们 只 拟 简 单 地 介绍 Hilbert 空间 中 常见 的 几 种 重 
相 的 算 子 及 其 性 质 ， 它 们 主 变 是 自 共 郝 算 子 、 西 算 子 . 正规 算 子 、 
投影 算 子 和 对 称 算 子 等 . 

1. 有 界 自 共 辊 算 子 

定义 、 设 4 是 Hilbert 空间 也 -一 酉 的 有 界线 性 算 子 [ 往 ] 
如 果 4* 一 4 就 称 4 是 自 共 耗 站 子 或 自 伴 莽 子 

自 共 辊 算 子 是 自 共 轮 矩阵 的 推广 ， 

定理 1 设 和 4 是 复 于 ilbert 空间 五 上 的 有 界线 性 算 子 , 那 末 
.4 是 让 共 辑 算 子 前 充 要 条 件 是 对 一 切 =E 五 ，(4m wz) 是 实数 ， 

证 明 必要 性 设 44= 4x*， 那 末 报 据 定义 ， 

4 一 人 AD = AD, 2), 

所 以 (4 2) 是 实数 。 


[ 注 ] 通常 "界线 性 算 子 ”指定 义 域 是 全 空间 的 算 子 , 不 是 全 罕 疝 汇 类 的 方 漠 线 
性 算 子 副将 指明 它 约 定义 域 。 
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充分 性 ”首先 , 直接 验算 可 知 : 对 《大 ) Hiibezt 空 闻 豆 中 任 
一 有 界线 性 算 子 4 和 ma，YE 五 ， 装 似 平 $ 工 中 的 瓜 化 拓 等 式 ， 有 


CA 1 一 了 [CA(w+), 十 9) 《4 全 一 1 》 宙 —?) 


| 
(5.1) 
《这 也 称 为 级 化 恒等式 )， 如 果 对 一 切 5E 五 ，(42m 菩 是 实效 ， 那 
未 由 6, 圈 癌 知 
(CAs, PD={Ay, H), 4%, YEH, 

从 而 (A427, 四 二 (zw Ay) 对 一 切 x, YE 卫 成立 ， 由 于 4 的 共 思 算 
闻 44* 是 唯一 的 , 所 以 4* 一 4. 证 毕 ， | 

区 了 五 是 实 Hilbert 空间 ， 那 未 对 -一切 x 亏 瑟 和 开 上 任何 
有 界线 性 算 子 4，(d4z, 2) 都 是 实数 , 但 4 并 不 都 是 特 共 连 算 子 . 
例 录 在 "中, 取 - 一 组 就 范 正 交 基 {a1，*……，8r} ,BB" 上 线性 牌子 4 
在 这 全 基 下 的 惩 阵 表示 为 《euoj， 才 是 可 上 旧式 斩 算 子 等 价 于 
Cw) 是 对 称 阵 、 由 此 可 知 ，(wo) 不 是 对 称 阵 的 算 子 就 不 是 本 
浅 自 共 轿 算 子 , 但 仍 满足 对 一 霓 z 全 让， (dw, w) 是 实数 。 这 就 是 
说 ,定理 4 内 是 在 得 Hilbert 空间 情况 下 才 成 立 . 

设 和 4 是 Hilbert 空间 五 上 线性 算 子 ， 匈 84) 是 它 前 定义 域 ， 
2 和 六， 如 果 存 在 非 零 癌 量 %， 使 42 一 a， 称 入 是 4 的 特征 慎 ， 才 
是 相应 于 和 的 特征 向 可 . . 

系 1 设 和 4 是 Hilbert 空间 各 上 大和 界 自 共 轿 算 子 , 网 下 列 命 
题 成 立 [ 往 ]， 

(D sup | Cd%, 2) {=|41, 

ta 如 果 久 是 4 的 特征 值 , 那 末 入 必 是 实数 . 


(3) 设 入 、 卢 是 两 个 不 同 的 特征 值 ，s、y 分 别 是 相应 于 各、 并 
的 特征 向 量 , 那 末 ww]y. 


1 注 ] 本 系 的 所 有 命 是 也 可 从 自 共 季 算 也 详 论 中 的 席 分 解 定理 ( 见 第 七 章 芋 人 各 
氮 推 出 ， 、 


Sh 


Mh 
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(4) 对 尾 何 复数 和 一 十 红 ， 当 王 关 和 时 ，44 一 2 必 是 正则 算 
子 , 并 且 1C4-2D -Ts 全 
证 明 《显然 , 对 任何 wE 五 ,jz 一 二 
de oe TAzl teal.Al, (5.2) 
担 此 , 我 们 只 要 证 机， 
sup | 45， 的 上 4 
:一 
记 6 一 sup |《4w, w) |]。 最 然 , 对 任何 y€E 瑟 ， 


Ay, DD Ieely’. 5.3) 
当 (CAw, 六 是 实数 时 , 利用 4= 4*, 容易 直接 证 明 


(ha 内 一 天 [Ce 二 护 ，o 扩 一 人 4 人- 及, 4 一 失 ]. 
由 个 ,3) 和 六 行 四 边 形 公式 , 立即 得 到 | 
Cho, PIEE Coty is yd) 


= 全 (ij yl’). (3. 


当 (dz, 的 不 是 实数 时 , 令 A 一 09， 9 一 arg(Aw, 从 ,这 时 ， (47 
胃 便 是 实数 ， 因 而 


Cha, D1— Ihs, DIE e+ yD 
一 号 (ty 的， 


于 而 (5.4) 对 一 切 mw 9%E 扣 都 成 立 。 设 主 是 任何 非 堂 实数， 由 
{5,4), - 


1 1 39) < + | ). .5) 


1 
当 w 2 部 不 等 于 零 时 , 取 1= Cigi/sD ?由 (8. 外 得 到 
| Cdr, WD {eles hyl, 
显然 , 当 s 9 中 有 有 一 个 等 于 霍 时 ， 上 了 式 仍 成 立 ， 外 二 式 立地 得 到 
lAl= sop (da I<0—sup {CAs, |, 
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{2) 因为 
Ng, m= (CAs, Dm, Ag}= (8, Mois, WW, 【5.6) 
得 是 (xr, 2) 天 0, 所 以 % 二 %， 即 多 是 实数 . 
(3) 因为 
Ag, WD= Am, Dr, AV} = os, HV) Ey, WD, (5.7) 
但 是 和 关上 所 以 人 vw 殷 一 小 即 zy. 
(> 因为 对 任何 xE 万 ， 
(CAA, gy = {dol, m)—ir(w, w), (5.8) 
其 中 (4 一 JE 2 TCV 9) 是 实数 ,所 以 
CA rh [iA Ds 21 |r i)’, 
出 
{CA hn riz| al. CB.9) 
由 此 可 知 {4 一 % 了 是 单 射 ,并且 对 任何 
vyE HAD), {43D yl lo. 


由 道 筑 子 定理 可 知 , 余 十 仅 圳 证 明 级 (4 一 AD) = 百事 实 上 。 
当 :5.9) 中 换 和 为 区 时 , 不 等 式 仍 成 立 , 从 而 (4 一 XT) 也 是 单 射 , 天 
于; 4 一 4 一 NC4 一 XT) 一 {0}， 电 $4 定理 8 的 (6) 可 
知 .#{4 一 外 一 吾 ， 这 样 , 对 任何 YE 五 , 必 和 有 和 GE 吾 , 使 得 (4 一 
?7Dm= 名 -人 从 而 {C4 一 2 站 是 基本 点 列 ， 根 据 (5.9)， 
{fw} 必 也 是 基本 点 请, 网 此 , 存在 mmE 互 ,使 得 me-> mo。 由 于 4 一 
2 大 连续 的 , 所 以 
(4—ADm™ lm(A— hr —y, 
这 样 就 得 到 岁 (4 一 2 站 一 吾 ， 证 毕 . 


定义 ” 设 丰 吓 复 Hilbert 空间 上 有 并 线 伺 算 子 ， 分 别称 丰 界 
线性 算 了 了 


(5 ,10 


;Im(4) =— 


AtA* A—A* 
Rerd) = 二 于 


为 4 区 六 显然 , 有 分解 4 一 Re(4) -iTm(4)， 称 它 为 


有 4 时 直角 : 举 标 ) 分解. 


> 中 二 


SL 


§5 Hilbert 空间 中 重要 的 线性 算 子 7 
系 % 设 4 是 复古 bert 空间 上 有 界线 性 算 子 , 那 术 
(也 RetA4)、 Im(4) 都 是 白 共 固 算 子 ; 
(2) A*4, 44* 都 是 自 共 轧 算 子 ; 
3 iA*AN= [AP = 1A" =o 144*|. 
证 明 ”由 定理 1 家 接 可 得 (和 (2)， 
(8) 由 4 定理 3 的 (可 得 (3)， 也 可 由 系 1 的 {1), 有 
:A*Al=sap|(4*4s, 2)|— suplAsl =—14). 
同样 可 以 证 明 ，144*1=14* 扩 ， 又 因为 上 4 站 =| 4 ， 所 以 (3) 
鼎立 。 证 至. 
例 1 设 {fela 一 I, 2,…} 是 HiIberi 空间 互 上 完备 就 范 珀 
交 系 ,fa} 是 有 界 的 实数 列 , 记 如 we: 为 (ou mo …)， 个 于 
4: (21, "iy ny Him, yy CPny -0 
《2d1， 机 作 m 总， 
是 有 界 自 共 斩 算 子 . 
事实 上 , 算 子 44 的 线性 是 显然 的 。 又 对 任何 富有 
14ol? = le’ sp las lei’, 
所以 4 是 有 界 和 的 而 蕊 Al< sup lz| (读者 可 以 证 明 | 41= 
sup [as|)， 由 于 对 互 中 任何 的 w= (zx1， “Thy 由 y= CW rp 


Was 


(5 .11} 


iAs, $) -这 aa2iy: 一 立 wd — (Cw, AD, 


因此 4 一 4 好人 是 自 共 斩 算 子 . 
例 8 设 蝇 = 了 (一 00, 00), 1 zt 人 是 (一 ce， co 工 任何 
一 个 实 有 界 勤 员 烙 可 测 函 数 , 乘 zi) 的 算 子 为 
A FDLDAD, FELCC—o0, 00), m). {5.12) 
那 末 ,， 4 是 吾 上 有 界 自 共 暂 算 于 ， 并 上 且 ‖44| 一 ea3spPp| 2 的 | 宇 ]。 


[ 注 ] 记号 esg sup| zi] 是 条 全 的 木质 最 大 检 , 见 第 四 这 呈 3 的 第 切 小 泽 。 


598 种 六 章 “了 ilheit 空间 的 几何 学 
事实 上 , 由 于 zf 人 ET 一 co， co)， mm)， 因 此 
Ap (Io)F 00) (esssaplsG [|| 1D lat 
一 (esa sop | 六， 
所 以 4 是 有 界 的 , 并且 14i<esssnplz( 坊 |. 
反之 ， 对 任何 s>0， 集 吾 :一 刀 |2( 堆 演 ess sup12(b)| 一 8} 和 
-tnt oysuple(t) [十 引 中 必定 少 有 一 个 共有 正 的 


Lebesvae 测度 , 例如 75 如) =S>0 在 严 ( 人 (一 so co，o2 上 起 
-区 数 


一 ] 去 ， 当 mwE Br: 时 ， 
0, 当 jE 瑟 + 时 . 
显然， fai =1, 但 
j= | |e (fC) at ess sup elt) |—#)’, 
部 141 之 |osssup|z()| el， 今 8 一 0, 就 得 到 
1Al>ess supls()|, 
其 测 4 一 esssup [zt2)1, 
又 对 性 局 了 gE — 00, co), mm) , 有 
C4, DoF OTD [fT ID A (Ff, Ag), 
网 过 ,4 一 A 即 4 是 自 共 思 算 子 . 
2、 保 距 算 子 和 徐 算 子 
定义 设 太 是 内 积 空间 互 到 内 积 室 癌 人 的 线 竹 算 子 ， 
多 (是 扩 的 定义 域 , 如 时 对 任何 2E(F)，i 了 可 | 一 ie 那 未 称 
是 部 分 保 忠 工 子 ; 候 设 太 是 殖 汉 G 的 部 分 保 距 筑 子 ， 并 且 
多 == 五, 球 末 称 六 是 保 距 牌子 ; 设 挛 是 瑟 浊 电 的 保 距 算 子 ， 
并 且 多 = 五, 那 末 称 下 是 丁 并 子 ( 而 当 五、 Gf 都 是 实 空间 时 ， 
称 亚 时 正 交工 子 )。 
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显然 ,部 分 尿 距 算 李 必 起 连 续 务 了， 并且 IF Eg — :这 
一 点 , 区 : 出 下 必 可 只 一 地 下 抽 到 2 工 定 必 的 保 虑 算 季 ， 败 噬 
评分 保卫 晴 站 了 的 定 义 古 一般 总 催 定 是 六 版 性 子 空 间 。， 娘 让, 当 囊 
是 于 Dbews 空间 时 ， 对 于 前 分 保 呈 和 子 六 (省 ) 一 wt )), 如 此 

已 不 是 保 曰 的， 即 分 (7 " 关 认 }, 有 而 吾 一 光 ( 人 四 多 5， 于 
是 对 和 全 何 4 有 歇 一 的 分 角 %= 和 十 Xa， ECP)，%y 人 多 
PF)*"， 这 时 , 可 将 六 延 扫 成 全 空间 上 上 定义 的 算 子 

Pwr Vm, swEH. 


谈 者 容易 证 明 ， ， 基 卫 到 日 的 有 蜡 线 性 外 换 富 之 , 广 是 将 
扩 站 让) 工科 充 定 祥 为 和 > 生子， 通常 天 ber 空间 于 到 如 
的 和 部 分 低 8 


低 足 鞭子 ”这 个 术语 是 和 本 区 过 和 二 可 产 。 守节 中 也 将 


俩 3 设 {en 一 442，2，,，… 小 是 Hilbert 空间 万 上 党 备 就 范 

加 交 系 ,4 是 自然 数 ，fm 一 asEfz 又 设 是 任何 一 个 自然 数 ， 
定 兴 了 > 天 的 算 子 

V, so Dwg ee (5.18) 


她 然 , 是 线性 算 了 于 因为 i 本 "= jz 得 一 jz 必 ， 启 太太 是 : 
TT 工 的 部 分 保 距 算 子 。 特别 , 当 侣 一 革 时 ， 了 一 五 ,这 时 灰 就 是 
您 距 算 子 . 
例 和 设 {eslz-0， 土 IT， 土 2 … 洒 是 五 bart 空间 如 上 上 完 
备 就 范 直 况 系 , 上 是 任何 整数 , 吾 上 算 子 上 定义 为 
U. 必 二 = DB Us pS Ti (DH.14% 
显然 , 不公 是 保 距 算 子 , 呵 且 训 习 ) 一代 ， 好 UU 是 西 算 子 
例 生 设 堪 一 《 复 )(--e0, co) ec 一 cc co 作 五 上 算 
子 《 乎 攀 工 子 ) 
To fH HFT), fFEH. (58.15) 
易 知 各 是 五 上 在 界 色 恬 簧 二 而 旦 党 (wo) = 吾 ， 即 ww 是 丁 筑 于， 
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例 8 设 互 =( 复 ) 卫 (8 好, 1)，0(w9) 是 人 上任 一 实 可 测 

预 数 , 瑟 上 滋 er% 的 算 子 为 
To: fo) F> ernf 0), fFEH. (5.16) 

易 知 To 是 瑟 上 首 算 子 . 

定理 2& 设 瑟 .日 是 两 个 内 积 空 间 , 六 EE 加 (于 一 6, 那 末 下 
列 命题 彼此 等 价 ; 

(1 党 () 一 ,了 且 


Val ilsl, wEH. 《5.17》 
(2) 过 () 一 邓 , 且 
(了 2， Vo)= (8, , sw, yeEH. (6.18) 
(3) VF-iEBG—H), EVI=F". 
(4} VV = Ts, VF’= To. (5.19) 


(6) 名 (VF) 一 9， 且 站 将 瑟 上 任何 完备 就 范 直 交 系 变 成 全 
上 完备 就 范 直 奖 系 

(6) 滨 (P) 一 #8， 县 将 瑟 上 菏 个 完备 就 范 直 交 系 变 成 如 
上 上 就范 直 交 系 . 

”证明 (D 才 (如 对 Cz, Py) 和 人 扔 分 别 用 极 化 恒等式 

ST 的 代 . 加 或 入 .全 ), 立 县 由 等 式 (5. 茹 ) 得 到 (5.18). 

{2 过 (3) 由 (5.18) 的 特例 ( 取 y= 区 (5.17) 可 知 V 是 单 射 . 
又 用 于 褒 ()= 侣 ,所 以 对 任何 xE 合 ， 有 唯一 移 yE 瑟 , 使 得 Vy 
一 z 由 (5.17), | 一 J 下 = | 即 


Y= ly -isl, ze, (5 .20) 
本 而 E 站 人 一 五 ;)、 由 二 .1I8) 就 得 到 
Vw, DN= ,Vs), wsEH, 2 好， (5B.21) 


梧 此 一 广 * 
(3) 坊 (外 因为 六 一 JTa, FF 一 ze， 所 以 由 (人 立 节 得 
到 ()， 
‘4 于 (本 设 志 |2E 省 是 五 中 任 一 完备 就 范 直 交 系 ， 这 样 ， 
五 ~span{er}， 对 任何 % jEA, 由 (5.19)， 
(0 Ba FV, eo) = (Fe, Ve). 《5 ,937 


#5 Hilbert 室 间 中 生机 前线 竹 算 字 01 


:五 ,22) 浇 明 产 将 世人 Ed 仍 变 成 就 范 直 交 系 {Pe| 和 XE 人， 和 测 
下 公 需 证 明 {Ves 1%E4} 是 完备 的 . | 
因为 互 一 spanfe} ,所 以 对 任何 4E 互 , 存在 和 人 2 一 二 2, …*) 
4 使 得 中 和 人 一 症 印 时 ，(o ej) 一 0, 且 


xz 一 2 (10, exw) x, (5.28) 


Hp olim Ye, ee， 由 于 了 析 的 ( 瑟 -> G)， 所 以 


Vxw= lim | (wm, Er) Vey, ‘(6.24) 


一 


好 VaE spanfyVe}， 从 而 名 (VV)Cspan{Ves}， 但 根据 (5.19) 移 
VF*=I6s, 可 得 过 (P 门 一 好 从 而 从 一 spanfyej， 由 3 的 定理 
3, 四 交 系 {Fe} 是 完备 的 . 

(5 一 (6) 是 显然 的 . 

人 6) 之 人 设 吉 IE 人 是 五 上 的 某 一 个 完备 就 范 填 交 系 ， 
并 且 TFrelx%E 外 也 是 他 上 的 就 范 直 交 系 。 对 任何 zE 五， 显然 
15.28) 成 并 , 从 而 由 人 ,34) 立 即 得 到 


Vol? ~lim | et, Fe 


-lim 袜 | 《co，eo) | 一 pa 上 ez | 
-| on) | 一 zis， 
即 必 .了 7 成立， 证 毕 . 
系 设 吾 是 Hilhert 窜 间 ,六 是 匡 到 五 的 线性 算 子 , 芝 (P) 
虐 玉 的 定义 域 
{4) FF 是 部 分 保有 中 算 子 的 充 材 条件 是 
VF=Igm, 了 了 一 了 ac 
(2) 了 了 是 保 距 算 子 的 充 要 条 件 是 
(Vo, VD C8, DD, », YEH; 
(及 了 是 竣 算 了 的 充 要 条 插 是 下 列 条 件 中 的 任何 一 个 成 立 : 
(i) PV VV -7, 
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(Ci) Fo, 

CD) 玉 将 玉 上 完备 训 范 家 交 系 变 成 完备 就 洪 计 父系 . 

证 明 当下 是 不 十 部 分 保 距 算 子 时 ,本 以 视 玉 为 内 积 空 贡 
公分) 到 内 积 空 闻 膏 (F) 于 有 界线 性 算 子 ， 利 用 定理 2 中 (了 与 
(人 DD 的 等 价 性 , 立即 每 到 本 系 的 (1). 

标的 (区 利 人 3) 的 的 、( 订 以 及 (的 必要 竹 训 分 虽然 由 定理 
2 可 得 . 

今 汪 ， 当 (8) 的 全) 满足 时 , 六 必 是 西 算 子 。 事实 上 ,如 时 
{eI1%AEA} 是 吾 的 完备 就 范 真 交 系 ， 由 假 鞍 {Fe |%E 不 仪 是 . 
豆 的 完备 就 范 吾 交 系 , 而且 {Vl%Ed 己 涂 (0) 从 而 

H-span{Ve|%E dic Kp). 
另 一 方面 ,因为 了 满足 中 和 ,从 算 划 2 章 (外 坊 民 ) 的 证 明 可 知 对 
一 切 w€EH, 上 Fw|=lzt， 再 从 六 的 保 虐 性 以 天 五 的 完备 人 性 ， 员 
知 弧 (V) 蚌 疼 的, 即 五 = 吏 呈 ) 一 光 (F)， 这 就 是 说 ， 太 是 西 算 
子 . 证 毕 . : 

3。，。 开 -Fourier 变换 

分 析 数 学 中 一 个 重要 的 西 算 子 就 是 Hilbert 空间 (一 020， 
co) 上 的 ourier 变换 (在 第 二 章 中 ， 我 们 管 介绍 过 了 -Fourier 变 
次 ). 

定理 3 (Planeherel 定理 ) 对 任何 了 E 严 ( 一 oo，co) 存在 
7 了 《一 oo，oo) 中 国 数 


(DDD) 一 ( 强 ) lim[ 注 ] 


er 人 2 

而 且 本 ,JP Uj 是 了 (一 o0, co) 中 的 西 算 子 ， 它 的 道 算 子 的 形式 
是 

(0) BB) lm Be) ef Dds 人 .96 

证 明 “把 布 限 区 间 的 特征 函数 全 体 记 为 4， 全 中 有 限 个 画 装 


二] 这 里“《 强 ) lm” 撞 J2 9 909) 这 旺 下 营 ， 


$5 Hilbert 空间 中 可 要 光线 入 区 这 
的 线性 组 台 全 体 就 是 Ce 类 , 那 玉 对 ECo, 让 
工人 oa 
OD) =i) ay, 


(D1) © -| - 
当 j 一 xm 时 ,显然 


_ 1 din be— yinar ,. e0902— Cos pe 
(UF) (2) -= to 0.) 


全 了 (一 oo， cc) ， 


了 sin bw — sinae , cogaw— ongphy 
(U2f) (2) -J m 多 x ) 


ELFC— oo, oo), 
撩 以 对 任何 了 ECo，Dir Do 也 都 属于 (一 co，co)， 凋 利用 
积分 公式 
上 Te dz=x|e|, 
可 以 直接 算出 当 /, yg€A4 时 ， 
(Df, 了 的 一 (FF WD, Usf, Us ={f, 作 ， 
(Uzf, = (J, Us, . 
而 Uy, Us 显然 是 线性 的 ,因此 全 ,27) 式 对 于 gE Os 也 是 成 立 
的 | 本 
因为 06 在 大 (一 ce，co) 中 稠密 ，Ui、Us 是 Co 上 的 有 界线 
性 算 子 ; 因此 , Uz, Cs 可 以 唯一 地 延 拓 成 为 IP( 一 co，co) 上 的 线 
性 算 子 ， 延 拓 之 后 的 算 子 仍 记 为 Di 及 如 ,由 内 各 网 连续 性 可 知 ， 
(6.27) 式 对 ,9 和 J 一 00，00) 成 立 ， 由 Ui Ds 的 保 荡 性 即 知 
UD4=0E0s 一 7, 再 岂 0s~0? 得 到 TDi- 志 因此, 由 定理 2 前 
系 , DJ 是 酝 算 子 , 从 而 了 = TS -TD5l 也 是 西 算 子 . 
现在 再 证 人 5.25)、(5.26) 成 立 ， 对 和 >0, 令 NW 一 {了 If EE: 
(一 oo, co)， 当 |2| 光 和 A 时 了 (wm) 一 0}， 那 未 当 JEW， 并且 a>0 
时 , 由 Di 一 Da 利 Usniom 一 一 一 (e-we1) 得 到 


~ 一生 


(5.27) 
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[ON yas = Of, eo = (Ff, Do 
] 大 ee 一 二 
一 一 -一 1 Ped 
Dx | i f (ade. 


~ Da 一: 
可 边 邓 wa 求 导 数 , 得 到 当 了 E 站, 时 ， 
工大 mr 、 
{Cif) Co 一 J ef Cr) adr. {56.28}) 
迷人 和 亿 地 , 当 EC VW; 时 ， 
; 本 fg 、 
【Eap (0) -- 吉 | Fw) Oy, (5B .290) 


对 于 fEIN 一 co oo), 因为 1 一 《 强 ) jm (yen 让 , 由 (6.28) 及 


(5.39), 因 为 ,U3 是 西 算 了 本， 吻 知 (5 25). (5. 这 的 昌 极 限 
在 在 ,入 由 VU、 Vs 的 连续 性 ,就 知道 上 = -+ 一 Do， 证 单 ， 
定义 设 fEL(o0, 00)， 人 
Fo ~ (BB) lim -| of 0) do 
称 为 下 的 玉 -Fourier 变换 - 又 称 万 pe Tourier 变换 . 
类 位 地 , 函数 


Fo ~ ( 强 ) im -= ea 
称 为 子 的 -Fourier 这 变革 ,也 称 了 HF> 了 为 2-Fourier 道 变换 、 


公式 (了 四 二 (J, 四 称 为 Parseval 公式 ， 
这 里 ， 太 -Fourier 变换 比 第 三 章 中 的 名 -Fourier 恋 换 才 一 


个 常数 因子 <- 三， 这 是 为 了 使 Parseval 公式 成 立 , 同时 , 也 是 为 


了 使 Fourier 变换 和 道 变 换 之 间 具 有 对 称 性 ， 从 泛 画 和 分析 来 看， 
其 实 这 样 才能 使 了 ourier 变换 成 为 J?( 一 oo，oo) 上 的 王 算 子 ， 
和 .正常 (正规 ) 算 子 
比 自 共 斩 算 子 、 西 算 子 更 一 般 的 是 正常 算 子 . 
定义 设 互 是 Hiiber 空 间 ,不 是 互 上 有 界线 人 性 算 子 , 如果 
NN*= NN, (5.30: 
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汗 末 称 六 是 正常 算 子 ,又 称 为 正规 工 子 . 
如 果 4 是 日 洪 因 算 了 , 避 是 西 算 子 .显然 ,它们 都 满足 (56.30) 
的 条 件 , 因而 自 共 罗 算 子 , 西 算 子 都 是 正常 算 子 . 
例 了 设 开 一 (8, 天 , 癌 ( 见 8f 例 2 型 ( 国 是 各 上 可 测 - 
甬 数 .机 上 滋 可 算 子 
Tau: flO Mf wm), FEH, 
的 共 辊 算 子 二 yy( 风 $4 习题 人 区 显然 ,对 任何 也 吾 ， 
(TT C0) = Mo Mo) = CT f) (on), 
扣 人 Py 症 下 常 算 了 于， 
例 8 及 =J3(( 一 oo, co0) Xx (一 00, oo}, KX, 其 中 jr 是 
了 《一 0， coo) 上 和 勒 岁 柯 - 斯 带 阶 淹 度 ,及 上 上 乘积 算 子 是 
TD, fo ef), 2 一生 十 feEH. 
易 知 全 是 互 上 正常 算 子 ,并 且 
于 CD 一 襄公 9) 一 了 


] (5.31) 
sy (Te 了 >) 一 27 人。 mr 一下， 


其 中 了、 7 分 曾 是 汪 x 溢 w 的 算 子 . 
定理 4 设 总 是 复 了 bett 空间 上 有 界线 性 算 子 , 那 末 六 是 
-正常 算 子 的 葛 要 条 件 是 et) 与 Im (CN) 可 交换 , 即 


二 ， 
2 四 3 3 (8.83) 
这 个 定理 贸 给 读 考 证 明 . 
与 ， 投 影 算 子 


在 开 iLbert 空间 五 上 可 利用 投影 定理 引入 投影 算 子 ， 它 在 
fibert 空间 算 子 理论 中 吾 有 特别 重要 的 地 位 对 于 了 Hbert 空 
间 , 投影 定理 可 复述 六 下; 设 工 是 豆 和 bert 空间 的 闭 线 性 子 空间 ， 
涛 未 对 任何 ww€ 吾 , 必 存 站 哈 一 的 向 量 YEI 了 1 工 ,使 得 mw=y 二 a， 
称 身 晤 gy 是 2 在 工 上 的 投影 。 下 面 引入 投影 算 子 .~ 

定义 荆 是 Hilbort 空间 玉 中 任意 取 定 的 一 个 闭 子 空间 , 作 
算 子 卫 划 下 ; 对 五 中 元 % 令 Po 是 2 在 荆 上 的 投影 ， 这 桩 定义 
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前 笋 子 卫 称 和 散 ( 由 豆 到 ) 五 上 的 直 交 投影 自 子 ,简称 为 投影 算 子 . 

有 讨 为 了 标 出 卫 是 在 工 上 前 投影 算 子 , 记 卫 为 Ps 

例 9 现在 考察 m 维 互 hberf 空间 瑟 中 的 投影 算 子 ， 设 工 
是 吾 " 前 一 个 子 空间 , Pi 是 本 到 五 中 的 扫 影 , 设 a、…em 为 工 
写 的 一 组 就 范 直 交 系 ， 我 们 在 中 再 任意 补充 一 mp 个 就 范 直 
正和 商量 emra、 er 使 让 、 pe 边 可 "中 一 组 就 范 直 交 基 。 考 购 
算 子 Pu， 因 为 


0， 当 引 4m 办， 
所 以 在 基 91、…, en 之 下 , 和 算 子 Ps 相应 的 矩阵 (aw) 为 
0， 当 忆 7 时 ， 
ays— (Pres, 8) =40, 当下 一 六 > 到 寺 ， 
1, 当 有 一 交 CR 时 ， 


因此 (ej) 形 为 


| 
[mn 
ed 
己 
已 


0 0 0 0 ... 0 


LO00…00: 0 
例 蕊 设 互 为 内 积 空间 ,es、…、a 为 五 中 的 就 范 直 交 系 ， 

六 一 gpant{er, …， En} 所 张 成 的 子 空间 , 则 由 $ 3 的 引 理 十 

Ps = > (2, 6) 8,. 


定理 名 Hbert 空间 五 上 的 投影 算 子 有 下 面 一 系列 的 性 


质 ， 
QD) 投影 算 子 必 定 是 线性 有 界 算 子 ， 并 且 非 零 投影 算 季 的 范 
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《2 相应 于 闭 线 注 子 空间 五 的 设 影 算 子 卫 把 全 空间 及 投影 
到 
卫 五 =faizE HH, Pow}=L. (5.38) 
(8) P|pg= I{E], P|pgy: =0. (5B .834) 
证 明 ”(1) 设 王 是 有 ilbert 空间 五 到 闭 线 性 子 空间 工 上 的 
投影 算 了 ， 当 oa gaE 互 时 ， 有 站 一 了 0i 十 入， 各 一 下 罗 十 2o， 这 里 
<1 2 瑟 ， 这 了 时， ow 十 va 一 (aol 十 有 Poo) 十 agi 十 2a), 而且 
名 有 2 十 BPzxsEL, ot Bzs_ LE, 
所 以 Plam:t Bra) —aPrit BBP, 
可 郊 了 是 个 线性 算 子 , 男 一 方面 , 当 4EH 时 , wz 一 Pz 十 (% 一 了 w)， 
而 了 zw (x 一 Px)， 内 于 勾 股 定理 : 
[zl?=| Pol? + |s— Pol®, 


上 Pei 和 lz ee 五 ， (5.25) 
因而 卫 是 个 有 和 界 算 子 , 而且 二 
如 有 果 工 ={0}, 那 末 卫 就 是 口算 子 , 这 时 | 了 | 一 0。 如 困 荆 二 


-07+， 那 未 存在 非 堆 mE 工 、 固 为 允 = 本 从 而 IP | 
六 1I，、 但 上 面世 证 明 过 [Pl< 所 以 ij 如 | 一 
(2) 设 卫 蚌 相 应 于 工 的 投影 算 子 , yy 
PHCL. 
反之 ,对 任何 #wEL, 因为 Ps 一 %, 所 以 工 王 三 互 ， 即 
PH =L. 

今 证 PH=1{s| Pr=z, ZEH}， 局 然 , {vw1Pxw=#%, wE HI}S 
PH， 反之 , 因为 任何 yEP 了 一 荆 都 有 Py 一 y， 这 就 是 说 了 P 了 HCC 
{xz] Ps 一 x azE 瑟 1 因此 (5.33) 成 开 . 

(8) 由 (四 的 等 式 PH 一 {wm|Pw 一 w, 2E 卫 }， 易 知 卫 sz 一 工 
由 等 式 PH = 工 和 投影 的 定义 ,也 易 知 了 cams 一 了 | 一 0, 六 此 ， 
(5.8 人 成立。 证 毕 . 

对 于 任何 闭 线 性 竺 空间 工 , HH 订 Lbort 空间 互 有 如 下 分 解 ; 
”LL 注 ] 王 然 ,这 里 了 是 表示 人 并 上 僻 等 算 子 ， 
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HH=LOL.'. (5.36. 
根据 定理 的 8) ,相应 于 工 的 投影 算 子 卫 荆 一 种 很 蚀 单 的 算 子 ， 
即 卫 在 上 是 昼 等 算 子 ， 而 卫 在 十 + 是 零 算 子 ， 人 们 党 常用 这 炊 
投影 算 子 的 线性 组 台 来 通 近 复杂 的 、 一 般 的 线性 算 子 、 “ 
定理 各 设 呈 是 复 互 lbert 空间 五 的 全 空间 上 定 交 的 线性 
算 子 ,下列 命 题 等 价 ， 
ti) 了 是 点 上 的 投影 算 子 ， 
(3) 对 一 切 wzEH,， 
IPal?= (Pr, »). (6.87) 
(3) 王 是 定义 在 召 上 二 等 { 即 = 了 )， 自 共 轿 的 线性 算 子 . 
证 明了 D) 污 ( 吕 对 尾 何 nwEH, x=Prz +{I— Ps, (I— 
了 )zm_ | Pz, 所 以 
lL Pal =— (Pz, Pz) =— (Pr, Pat (IT — Pr) 
~ {Por, 2%), 2EAU. 
(2 过 (3) 由 (05.87) 得 到 | PoP 一 (Pz, 2) 志 1Pzijzl, 因 此 ， 
当 Pw 半 0 时 ， 


| Pazf < jz| (5.88) 
当 FE 一 0 时 ， 上 式 显 然 也 成 立 ， 所 以 卫 是 有 界 钱 性 竹子 。， 再 由 
(5.387)，{ 了 Ps, 加) 是 实数 ,由 极 化 恒等式 ,对 一 切 z， YE 五 ， 

(Ps, WD = CE, PY), 
有 旭 卫 一 了 DP", 所 以 了 是 有 办 自 共 轿 算 子 。 由 (5.8 丰 还 得 到 
(Ps, 2 = (Pz, Pe) ~ (Px, 2), 

夫 而 人 六 一 已 jg 2) 一 0 对 一 切 革 玉成 立 , 利用 本 节 习 题 1， 祁 
于 得 到 P? = 了. 

3) 壤 (了 由 于 人 多 (了 了 )= 吾 , 了 =P", 所 以 了 是 全 空间 五 上 
定义 的 闭 算 子 ( 见 $ 和 4 定理 和 的 全)， 由 闭 图 象征 理 , 了 是 有 界线 
证 算 于 .由 于 二 了 ,所以 加 

P(I—-P=P-P0 (5.39» 

对 尾 何 yEPH, 存在 zcE 互 ,使 得 Px 一 y, 因 汪 

DPy— z= Py=y, 
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有 反之, 如果 # 洲 足 Py=y, 那 末 YE 了 P 瑟 这 就 是 说 
PH={y Py=y, y EH}. (5 .40) 
因为 了 是 有 界 算 子 ， 由 上 式 可 知 PH 是 闭 线 性 子 空 闻 ， 今 证 也 
是 相应 于 工 一 了 PH 的 投影 算 子 .事实 上 ,对 任何 wE€E 瑟 , 显然 
下 一 时 十 (了 一 天 
PoE 了 , 而且 对 任何 YE 互 ， 由 于 (5.89)， 
CPz, (I— Pa, POT- Pm) -0, zEH, (6.41) 
即 (I 一 也) wi_I， 这 就 是 说 ， Pr 是 «在 荆 上 的 投影 , 从 而 卫 是 要 
应 于 工 的 投影 算 子 .证 毕 . 
注意 , 在 实 Hilbert 空间 中 ,定理 6 的 (人.(3) 仍 等 价 ( 下 面 的 
诗 论 中 要 用 至 这 个 事实 ). 
6. 投影 算 子 的 运算 
下 面 我 们 研究 投影 算 子 间 前 运算 ， 
定理 了 设 呈 和 Pu 是 吾 iiperi 空 间 北 上 两 个 投影 算 子 , 球 


末 

CD) 工 | 并 的 充 要 条 件 是 PrPy 一 0, 

(2) i 十 Py 建 抽 影 算 子 和 的 充 让 条件 是 了 PPy=0. PrPyr 
= HHH, Pr <- Py= Prey. 

证 明 (2 必要 性 ”如果 五 | 着 ， 闭 林 对 任何 ET， Pyz: 亿 
村, 因此 Paw 从 而 PotPys) 一 0, 这 就 是 PrPa 一 0. 

充分 性 ”可 果 PrDPy 一 0, 于 末 对 全 何 zw 记 六 ， 

Pr-= PrPyzs—0,. 

所 以 szL5, 也 就 是 说 ， 避 中 任何 元 都 与 荆 直 交 ， 这 就 说 明 工 | 
M 

《2) 必要 性 ”如果 Pi 十 Py 是 投 题 算 于 , 那 玉 它 是 窜 等 的 , 即 

Pr Px— (Pr Pa ?=~— Pi-- PPy + PuyPr— PY 
= Prt PrPy+ PyuPr + Py, 


部 
PriPxt+ PyPr=0, {5.42) 
分 别 对 上 式 左 . 右 习 上 了， 得 到 
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PrPy-i- PrPuyPr=—0, PrPyPr+ PyPr=0, 
所 以 了 Pr 一 Pa ， 青 利用 二 .和 ) 式 就 得 到 PrPx 一 人 0. 

充分 性 ”Pr 十 Px 时 然 是 有 和 界 白 共 纺 算 子 ， 如 虹 PiPx=0， 
那 来 PaxPr 一 (PizPa) "一 0。 利用 这 一 点 ， 经 真 接 计 算 容 易 得 到 
{Pr 二 Pa 一 Pr-+-Px， 由 定理 冲 的 人) ， 即 知 Pr 十 上 是 投影 算 
了 于. 

若 后 ， 我 们 还 要 证 明 当 Pr 十 Px 是 投影 咎 子 对 ， 忆 rz 十 已 rz 一 
Dien. “ 

由 {了 DD, 这 时 荆 上 省 , 若 荆 D 开 的 写法 是 合 惠 的 . 

对 于 wEL,， 必 有 ww MM, 记忆 (Pi+Prs= Per Py .sw. 
间 样 ,对 于 gE 了 用 , 必 有 (PL 了 Pn 一 可 网 对 于 荆 虽 闭 中 的 证 
盾 ， 经 了 PL 十 Py 作用 后 仍 为 自嘲 。 而 对 于 #LILO@OHU, 周 为 上 也 
| 六, 记 以 

CP Pn PiztPy:=0. 

允 每 个 2&E 卫 ， 有 附 一 分 种 2 一 Penz 二 2，Z] 工人 急 肝 ， 由 于 
PexrtELODON, i (Pt Pr)w= Pewt, PB P+-Py~= Prey. 
证 毕 . 

定 兴 如果 两 个 投影 筑 子 卫 .站 满 足 PQ=0, 就 称 王 利息 是 
站 交 , 训 为 了 ]Q&， 

上 画 定理 7 的 意思 就 是 ， 两 个 投影 算 子 站 变 的 充 概 条件 是 它 
们 的 授 影 了 空间 是 识 交 的 ， 催 个 投影 党 子 的 和 是 投影 算 子 的 充 要 
条 件 是 它们 坦 次 ， 且 这 时 它们 移 和 就 是 抽 影 子 空间 的 相交 和 下 的 
投影 算 子 . 

定理 了 可 以 扑 广 成 ， 有 限 个 两 两 直 交 的 投 昧 算 子 之 和 仍 是 投 
影 算 子 ， 下 面 将 它 推广 济 一 关 投 彤 算 于 的 稍 涪 ， 

定理 上 和 了 (n=1, 23， 8,…-) 基 古 和 beri 空间 豆 中 一 列 两 
两 直 交 鸣 投 影 算 子 , 那 永 益 育 拉 岂 算 子 卫 ， 使 得 对 任何 E 吾 , 有 


Pa- Pw. (5 .49) 
证 明 ”首先 术 说 盟 (5.43) 式 的 有 端 是 有 意义 的 . 
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记 QP 由 上 所 述 ,， Q@(w 一 43, …) 是 投影 算 子 , 对 于 
任何 za6G 互 ， 
a>l@el | Po -SPal, C5.49 


因此 ， 级 数 习 [| Piz|? 收敛 ,所 以 lim > :一 0 又 由 色 股 定 
理 ， 
[Qs— Quo = | SS Pol = SIPoh 0, tn, m-> 0), 
由 此 ，{Qwz} 是 基本 点 列 ， 因 而 必定 收 化 于 一 个 向 量 ， 对 于 每 个 
oaE 五 ， 我 们 把 lim Quz= 衬 Piz 记 作为 Ps， 这 样 就 作出 了 一 个 
算 于 了 . 

容易 看 出 , 这样 作出 的 算 子 卫 是 线性 的 , 而且 


IPz[=liml Qnl sz 


即 卫 荐 个 有 界线 性 算 子 。 还 要 证 明 的 就 是 卫 确实 是 一 个 投影 入 
子 . 


外 全 ,43) 和 他 一 人 一 (n= 二 1 2，…)， 对 任何 wa.yE 五 . 
{Pas, oy) -lm 【人 sz， 2 一 TH (ew, uy) 一 Cow, Pa, 


Px = lim PO ~ lm lim 外 


一 ee JP 


—lim 四 ] 一 lim Que ~— Pa, 


即 卫 是 短 等 . 自 共 匈 算 于 , 从 耐 卫 是 五 上 投影 算 予 ， 证 毕 . 
定理 8 中 前 算 子 也 可 记 为 加 Po 这 个 级 数 和 吓 指 部 分 和 算 子 
序列 仿 P|n 一 1，2,… 的 强 收效 的 极限 、 卫 的 投影 子 空间 是 
怎样 的 子 空间 呢 ? 为 回答 这 个 问题 , 先 引入 一 个 定义 . 
定义 设 {I,} 是 Hilbers 空间 占 中 一 列 两 两 孔 相 直 交 的 闲 
[ 注 ] 等 起 m0nf 一 起 人 六 的 获得 号 利用 了 有 PP 一 0 全 坟 为 。 
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线性 子 空间 ， 作 
5- {EalnelG-l, 2 Sled< ew}, $5.49 
[a § 二 


称 荆 为 {Iw} 的 直 交 和 , 记 为 一 他 世 . 


虽然, 荆 是 及 的 闭 子 空间 . 
系 设 {I,) 是 Hilbert 空间 及 中 一 列 两 两 直 交 的 闭 线性 子 


空间 , 那 洒 了 81, 一 癌 PP.( 上 式 有 边 的 级 数 是 指 算 子 的 强 收敛 )， 
证 明 由 定理 8, 六 Pr 确 是 投影 算 子 , 把 它 记 为 了， 当 ne 
五 时 , 由 于 全 .和 48) 式 ， 
‘Pol SPiol, PewEL, 


匠 以 PzET 一 图 瑟 因此 ，{z| Po 一 可 jc 反之, 对 于 wmED， 
记 4—D a 其 忠生 革 ,, Plal’<o. 由 {,} 的 相近 下 交 性 ， 
我 们 有 


网 = En 时 ， 
0， 当 开 和 7 于 ， 


所 以 Pap= 局 Pras 一 ao 因此 Pe= 富 Puaz- 了 wp 一 x. 这 就 
nH = 中 一 了 


说 明王 是 在 五 上 的 投影 算 子 ， 证 毕 . 

注意 , 直 交 和 的 定义 以 及 上 面 的 定理 8 及 系 的 成 立 , 都 并 不 只 
限于 {Z。} 是 一 列 闭 线性 子 空间 ( 妈 可 以 是 不 可 列 个 ) 的 情况 ， 读 
省 可 相仿 地 引入 定义 , 并 加 以 证 明 . 

现在 我 们 讨论 什么 时 候 唔 个 投影 算 子 的 乘积 仍 是 投影 算 子 的 
河 题 . 

定理 9 设 Pi、Px 是 可 bort 空间 五 上 两 个 投影 算 子 ， 那 
未 PrPx 成 为 投影 算 子 的 充 要 条 停 是 PoPw- PuePe。 而 旦 当 
PrPx 是 授 影 算 子 时 ， PiPy— Prny. 

证 办 ” 必 变 性 ”如果 PuPx 是 投影 算 子 ， 那 末 它 是 自 共 锯 算 


Pon 一 { 
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子 , 所 以 PxPr 一 Pi Pi (PrPy)’~ PrPy, 

充分 性 如 采 PPu= PxPr, 那 末 

【了 Pa 一 (PP 一 PP 一 了 Pei 
(PP :~— PrPyP.Py— PrPrPuPy = PPE PrPy, 

这 两 个 式 子 说明 PiPy 是 千 等 的 自 共 胃 算 子 。， 由 定理 6 的 (3)， 
了 PzLPy 是 投影 算 子 . 

最 后 , 当 PiPy 是 投影 算 子 时 , 如 果 “EE 工 们 民 , 那 末 

P,Puzs = Pr. 

反 过 来 , 如 果 向 量 z 使 2 一 PrPxs， 部 末 xwEL， 又 因 w=PyPis, 
斩 忆 2E 玫 ,因此 ， zx 开门 好， 由 投影 算 子 的 定理 5, PrPy 是 相 
未 于 工 NM 的 投影 算 子 ,证 毕 . 

定义 设 A4 及 BB 是 Hilbert 空间 吾 上 约 有 界线 性 算 子 ， 如 
果 对 性 何 %“E 瑟 都 成 立 不 等 式 

(CB—A)%, 2) 0, 
谨 说 如 小 于 或 等 于 吾 ( 也 训 以 说 吾 大 于 或 等 于 仿 , 记 为 
A 或 五 关 4 

{这 是 算 子 集中 常用 的 一 种 序 关系 ). 

定理 10 设 Pr 和 Px 是 瑟 ibert 空间 太 中 两 个 投影 算 子 ， 
那 末 下 列 命题 是 彼此 等 价 的 : 

(1) Pr Pu. 

(2) Pres| 之 | Pus| 对 任何 EH 成立， 

(38) LEOM. 

(4) PrPx— Py, 

(5) PuPr= Pu. 

证 明 人 地 (3) 由 PPy, 对 任何 wEH 

Pis|?= (Pw, Pi) = (Pt, &) 2 (Pur, ®) ~ | Puri™. 

(2) 坊 (8) 当 wE 了 时 ,由 |Przi 庆 |Pxz|l, 有 

[Prol? | Pyol?— 1sh’ = ~— Piel | Prei’, 

白 以 1s 一 Proj 一 0, 即 4 一 Prw, 因此 wEI， 这 样 就 得 到 C5. 

{3) 淳 (和 出 首 忆 上 对 任何 ESE 如 ,Pxzw 部 性 D 所 以 
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PrCPy2) = Puy, 

因 叱 ,PrPx 一 了 Py. 

(地 (5) 当 ( 攻 成 人 立时, PnPx 是 投影 算 子 ,由 定理 3, 

PuyPr— PrPau= Py. 
《5 人 人) 当 PyP,-Py 时 ,对 于 2 如, 有 
(Pug, ®) = [Pye =| PyPre!l*< ! Pyl[Prsl? 
< Pal (Pry, 12), 

这 就 是 Pa 和 Dr， 证 毕 . 

定 愉 设 五 .于是 再 jberi 室 间 互 的 两 个 闭 线 性 子 空 间 , 而 
且 工 二 肛 , 工 中 与 村 直 交 的 向 量 全 体 称 为 及 在 工 中 的 直 交 补 , 记 
为 LOR. 

显然 ， LOM=- {zl|wEL HL HM}=LNM'. 

定理 1 设 Pr、 Py 是 可 ibert 空间 五 上 两 个 投影 等 子 , 那 
末 Pi 一 Px 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 卫 盖 下 ， 当 Pri 一 Px 是 投影 . 
算 子 时 ， Pr — Px = Prex. 

证 明 必要 性 ”如果 Pr 一 Py 是 投影 算 子 ， 帕 于 Pr 一 Py 与 
Py 之 和 , 即 Pi, 是 投影 算 子 ,由 定理 7，(Pr 一 Pa Py 一 0。 由 此 ， 
PiPx 一 Px， 再 由 定理 翅 即 得 五 二 李 . 

充分 人 性 ”如果 了 定形 , 由 定理 10,，P 了 PrPx 一 PyPr 一 Py， 所 以 

(Pr— Py = Pi PrPy— PxPrt Pa 
=Pr— Pu— PytPr= Pr— Py, 

因此 ,Pr 一 Py 是 穴 等 的 . 而 Pr 一 Px 的 自 共 力 性 是 显然 的 ,根据 
定理 6 的 (3)， Te 是 投影 算 子 . 

最 后 ,如果 Pi 一 Px 是 投影 算 子 , 记 它 的 投影 子 空间 为 L1, 妓 . 
Pr— Pxy=Pr,, Wp Ps Pi， 由 定理 ”了 的 (2), DM=L. 
这 表明 五 是 五 中 与 性 直 交 的 元 全 体 , 即 开 =LOM， 证 毕 ， 

系 设 Pz、 Px 是 节 ber$ 空间 及 .上 两 个 投影 算 子 , 那 末 

代 ) I 一 Pr 是 投影 算 子 ,并 生 了 一 Pi 一 Py 

(2) 如 果 PoPar= 了 xPrc， 那 玉 Pr 十 Pu 一 PrPyx 是 投影 算 子 , 
并 且 


5 bert 空 孟 由 下 要 的 线性 算 予 15 
Pit Px— PrPy = Paaniy, ry 
{3) PrPy 是 投影 贷 子 的 充 要 条 件 是 
(LOTNMD LL MOTIN NY)). 

本 系 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

例证 我 们 洪 察 Hilbert 空间 王 (8， 县 ， 凡 ) ( 见 31 例 分 ， 
设 召 和 是 ，xrft2) 是 可 没 集 马上 的 特征 函数 ， 卫 ( 吾 ) 表示 定义 在 
瑟瑟, 站 上 的 如 下 的 算 子 ， 

卫 ( 吾 ) 了 一 Xptp)7o) (FEL RN, R, wm). 

容易 验证 了 CB) 是 她 人， 下 ， 咎 前 投影 算 子 ， 对 于 这 种 形 
式 的 投影 算 子 , P(E)P(F) -0 相当 于 加 由 如 是 巡 零 集 ; 当 如 几 
五 是 1- 零 集 时 ，P(BD)TPF)=PIBUF); P(t) 与 Pt) 总 
是 可 变换 的 ， 用 P(EDP(F)==P(BN DD); P(E)POR) 相当 于 
也 一 加 是 凡夫 集 ;, 这 时 PCB) 一 PR 一 了 (加 一 下); 如 果 再 一 
了 工 2,…) 是 有 限 个 或 可 列 个 两 两 互 不 相交 的 (Q, 总 ) 可 测 集 , 那 末 

SB P(E) -P(E.). 

上 面 这 些 都 是 可 以 直接 验证 的 . 

Yy. 不 变 子 空间 与 投影 算 子 

现在 我 们 来 考察 对 应 于 算 子 的 不 变 子 空间 的 投影 算 子 . 

定义 没有 4 是 卫 Dbort 空间 雪上 圭 的 让 界线 性 算 子 ， 着 蚌 五 
的 团 线 性 子 空间 , 到 果 4 疯 C 开 , 称 虹 是 症 的 不 变 子 空间 ， 如 旦 
于 姑 人 一 五 各 开 都 是 4 的 不 变 子 空间 , 就 称 六 是 4 的 的 化 子 
室 间 , 或 简称 型 约 化 4. 

定理 1 设 才 是 了 五 ip 空间 五 上 的 有 界线 性 算 子 ， 地 是 
- 瑟 中 的 闲 线 性子 空 间 ， 屠 未 

{1) 开 是 4 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 APy Px4APy. 

(2) 型 是 44 的 约 化 子 空间 的 充 要 条 件 是 Pa 与 4 可 交 蜡 . 

{3) 并 约 化 4 的 充 权 条 件 是 于 为 4 与 4 的 公共 不 变 于 空 
间 ， 特 别 , 当 =.4* 时 ,4 的 不 变 子 空间 必 是 约 化 子 空间 . 

证 明和 劳改 人 秆 如果 如 是 一 个 不 安子 空间 ; 那么 当 =E 
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于 时 A%E 于， 由 于 于 任何 ww 全 旦 ， Pyw EM, 所 以 APuzE 及 , 因 
此 

Pu APys) 一 上 Po 《5 .46). 
这 等 式 就 说 明 有 ax 一 4 | 
反之 ， 如 时 PxAPr= APy, 落 末 对 任何 +z, 由 
PyAPys = APyxr, 
得 到 了 Dxdz 一 4Az, 所 以 daE 于 , 即 用 是 4 的 和 不 变 于 空间 , 
(2) 由 于 (DD, 如 是 和 4 的 约 化 子 空间 的 充 要 条 件 是 下 面 两 个 
等 式 同时 成 立 : 


PirAPx—APy, (5.47} 
(IT— Px A(TI— Pr) =A(T— Py). (5.48) 

假设 型 约 化 4, 利用 (5.47} 计 算 5.48) ,立即 得 到 
PyA— APy. (B.49) 


有 反之, 如果 (5.49) 成 立 , 那 末 和 用 PH 一 Px, 立即 再 俐 .名 ) 可 
以 得 到 (5. 和 7)， 下 从 (5.49) (5. 哲 ) 又 可 推 得 (5.48), 邮 ,六 + 
尼 痢 基 4 的 不 变 子 空间 . 

(3) 六 是 和 4、4* 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 人 忻 是 

下 人 Pi 一 直下 rir4Pir 一 号 全 .507 
对 第 二 式 取 x*, 就 得 到 PxdPy 一 Pyd, 由 此 可 知 (5.50) 成 立 的 充 
要 条 件 是 4Px 一 Px4， 由 (2) 立即 得 到 政 约 化 4 的 充 要 条件 是 
{55.5} 成立， 证 出 ， 

例 玛 设 吾 是 Hbert 空间 ,4 是 厂 鞋 有 界线 性 算 了 于， 如 
采用 是 五 的 河 线 性 子 空间 ， 屠 来 空间 吾 有 直 交 分 解 五 ~ 开 @ 
了 因此 ， 对 斜 个 算 子 4 可 必 因 个 算 守 Au— PrAPy, 碟 1s 一 
PuAPrr, Soi Py:ADy, Aag— Py BPxr. 换言之 , 在 空间 分 解 
一 开罗 ML 下 , 4 总 可 以 表示 成 3x2 的 筑 子 值 的 矩阵 ， 

4 人 人 (5.51) 
Aat Anof MT 

由 此 可 见 ， 弄 是 4 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 4at 一 Pacr4Px 一 
D， 即 
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本 1 ia 
4 一 (5.52》， 
0 aay M1 
而 间 是 4 的 约 化 于 空间 的 充 要 条 件 是 45 一 0，44s 一 0,， 了 苑 
FE | 人 (5.58) 
\0 Am) XM! 
而 拉 
A OV 
“一 5.54 
le 5.5 


A PyAd'Py, Als= Py A*Py,. 
基 然 ,如 果 形 约 化 4 那 末 4 为 正则 算 子 的 充 要 条 件 是 44、- 
:分别 是 村 ,条 ! 上 的 正则 算 子 ,并 卫 
A 一 的 | 人 (5 .55) 
0 Aail M+ 
由 此 可 见 ,“ 约 化 "就 是 把 “大 算 子 ”4 分 解 成 两 个 ( 互 不 影响 ) 的 “小 
算 子 ” .3 和 25. 
如 .对 称 算 子 和 (无 界 ) 自 共 思 算 子 
很 多 微分 算 子 ( 一 般 是 无 界 的 线性 算 子 ) 属于 某 些 旦 Lbert 空 
间 上 的 所 谓 对 称 算 子 , 本 节 对 它 将 作 一 初步 的 讨论 ， 学 习 本 小节 
时 , 应 先 看 $4 的 第 四 小 节 ， 
定 尖 ”内 积 空间 吉 上 的 秽 定 线性 算 子 4, 如 果 有 4C4", 就 
称 筷 是 对 称 的 ,而 当 4 二 4" 时 ,就 称 人 4 是 自 共 斩 的 或 自 伴 的 . 
显然 , 自 共 炙 算 子 必 是 对 称 算 子 ,但 对 称 算 子 不 一 定 是 自 共 固 


的 、 例 如 $4 的 例 3 中 的 算 子 4 一 6 甸 , 由 于 久 (4)>B> 信 (4) 
并 上 且 当 了 E 乡 有 时，A8 一 4 一 bf'， 所 以 4 荐 对 称 算 于 ， 但 是 ， 
人 B(4* 关 多 ， 所 以 A 并 不 是 自 共 思 算 子 ， 如 果 把 -后 视 为 定义 


在 90f 见 84 例 8 末 ) 上 , 那 来 它 才 是 外 共 斩 竺 子 . 当 二 是 全 空间 
定 祥 的 有 径 恕 性 算 子 时， 这 时 的 直 共 辑 算 子粒 念 是 与 本 节 第 二 小 . 
节 的 相 一 致 . 

对 于 无 钼 的 敬称 算 子 和 自 共 斩 算 子 ， 也 具有 有 界 自 共 忽 算 子 


[i 的 二 和 和 下 pert 衬 交 天 训 学 


移 定 理 1 及 系 1 中 祖 似 的 结 

定理 13 设 和 4 是 党 En 宇 间 五 下 航 利 定 算 子 . 

(也 和 4 为 对 称 算 子 的 充 要 条 和 件 是 对 一 切 %EH，(4x, 全 是 实 

(3) 如 果 和 是 对 称 算 子 4 的 特征 信 , 那 末 入 必 是 实数 . 

(3) 设 和 点 是 对 称 算 子 4 的 不 同 的 特征 值 ，z、# 分 济 是 机 
应 于 入、 上 5 的 特征 向 量 , 那 求 x1y. 

(和 A 是 对 称 算 子 ,对 任何 寓 烤 入 =o 十 ff 关 人 站， 二 -%7 必 
是 单 躬 ,并且 窑 (4 一 % 门 是 闭 纱 性 子 空间 。 当 视 剑 一代 基 多 (4) 
到 需 (4 一 2 站 的 算 子 时 ， 


i421) 


特 罚 , 当 4 是 自 共 轴 算 子 时 , 4 一 和 了 是正 如 从 于， 

(5》 全 空间 吾 上 年 多 的 对 称 算 子 , 必 是 有 漠 自 共 罗 算 子 

(6) 很 设 4 是 五 上 自 匡 算 子 , 召 是 吾 上 对 称 和 钳子 。 如果 
- 扎 忆 如, 则 4= Br 即 自 共 蜀 算 子 不 能 有 对 称 的 直 延 折 ). 

证 明 人 一 人 和 的 证 明 完 全 和 仿 定 理工 以 及 它 的 系 工 

(5) 当 4 是 对 称 算 子 ， 并 且 记 (Cd4) 一 五 了 时， 显然 人 2(47) 一 
F(A4) 一 吾 , 并 且 对 一 其 zw 记 吾 ，Aw 一 A*w， 即 是 全 空间 定义 的 自 
共 轿 算 子 .但 对 任何 称 定 算 子 4,，A* 是 闭 算 子 , 内 而 4 是 全 空间 
定义 前 闭 线 性 算 子 .由 闭 图 巢 定 理 , 4 是 有 界 章 ， 

(68) 因为 一 般 地 有 ， 当 4CCB 时 , B"CA*， 由 于 4=A*,， 有 B 
cB, Fi 


1 《5.56) 


BCA~ACBCB,, (5.57) 

从 证 = 二 ， 证 毕 ， 
pe Hibert 空间 五 上 鼻 共 驾 算 子 具有 很 好 的 性 质 ( 参 见 雍 论 
中 谱 分 解 一 节 ). 在 量子 物理 学 中 , 一切 物理 量 都 是 用 某 个 Hilbert 
避 间 ( 物 冲 上 入 大 逢 避风 ) 让 丰 名 全 水 对 称 算 子 形 
式 上 似乎 与 自 共 思 算 子 差 别 不 大 ( 仅 在 于 多 (4 人 二 多 (4) 而 不 是 
人 54) 一 今 (C410, 但 从 谱 论 观点 来 看, 很 多 地 方 是 有 根本 差别 前 ， 


§5 Hitbert 宇宙 王 要 呆 引 全 答 到 6819、 


这 两 者 不 应 混 清 ， 
定理 姓 设 { 且 导 是 HHilhert 空间 五 上 一 烈 两 两 鼻 交 的 周 


线性 子 空 闻 , 并 且 五 = 人 @ 囊 ,。， 丸 设 {4,} 是 一 列 有 界线 性 算 子 ， 
A 仅 是 互 。 到 及 ,的 自 共 示 算 子 [ 注 1. 
92- {Blo E Hu-l, 2, eo), 


号 [mlP<om 并 且 马 14mjP<o 
作 宁 一 吾 的 算 子 
二 pa 入 rn 这 ED, (B.S9Y 


那 末了 是 豆 上 自 共生 符 子 . 

证 明 显然 , 歹 = 吾 ， 并 且 4 是 线性 算 子 ,从 而 4 是 豆 上 再 
定 线性 算 子 . 对 任何 w~ 总 %4.€ ,y= 加 如 ED, 自 于 可 | 互 。 
(人 天 9， 


(5.58》 


(do WD = (Hd, Y) = DB dun, y) 
一 全 Go 4 = C2, AD, (5.60) 
所 以 4C 4 因此 只 要 证 明 多 (人 4") 记 银 即 可 ， 
今 证 明 多 (A999， 设 YE9(4), 邻 y= 六 (其 中 凡是 
g 在 肛 , 上 投影 ), wx 一 立 op， 显然 avE 乡 ,因此 


【ds， on 一 {Wy A 四 
但是 ， 当 n> 时 ， 4 | Ea, 所 以 


(4zr， = (3 Aryy, y) =-( 忆 A 3 2 ) 
> TAs = rl, 


姓 丫 “ 贡 果 补充 时 定 在 吾 二 二， 人 一 0 下 末 和 可 涛 为 好 上 有 办 与共 大 算 子 、 


在 2 和 人 bert 空间 的 多 何 党 
出 Behwars 不 等 式 ， jn? 一 (zw, AY) <<iwsli4yb 所 以 jas[ 志 
42， 因此 ， > djass A4y1”, 令 丰 一 oo, 即 得 YE 多 证 
如 果 定 理 才 中 的 44 用 “无 限 维 ” 算 阵 表示 , 那 末 
Al Hi 


生 一 , : (56.61) 


:部 4 在 非 对 多 线 上 侈 是 零 算 子 . 定理 坟 家 示 在 一 列 互相 直 交 的 子 
- 奉 闻 上 的 有 界 自 共 生 算 子 可 以 幸 成 全 空间 的 自 共 罗 算 子 ， 它 的 定 
义 域 史 ( 见 个 .58)), 它 可 能 是 无 界 的 ， 污 者 容易 证 明 ; 4 是 吾 上 
.全 室 间 定义 的 有 界 自 共 驾 算 子 的 充 要 条 件 是 清 不 仅 是 囊 . 上 有 
: 界 自 共 亏 算 子 ,而且 {i4,1} 是 有 界 数列 . 

出 定理 14 所 定义 的 算 子 4 常 记 为 4. 

利用 定理 14， 可 以 得 到 下 面 重要 的 自 共 纪 算 子 的 例 《此 例 也 
-可 直接 证 明 ). 

全 18 互 一 下 (me 00), 让; 此 是 (一 oo，59) 上 和 勒 贝 格 一 
:斯 蒂 阶 测度 , p 的 是 (一 co，co) 上 任何 一 个 实 可 测 函 数 , 取 


2-{7UE 已 并 且 人 GPan<o 


- 百 上 以 办 为 定义 域 的 蒋 9 算 子 为 
dp FO PDF OD, FED, 
如 ; 便 是 于 上 自 共 轮 算 子 。 特别 ， 当 多 ( 朋 一直 即 了 (一 9, 00)， 
.4) 上 哑 自 变量 的 算 子 ) 时 , -4 十 自 共 铂 算 子 ， 
吾 实 上 ,. 记 B 一 |<p 人 号 n 二 1}, n 一 0, 土 1, 土 2, …, 今 
-好 ,一 了 (Bi ， 和 容易 证 明 , .4 一 /pln 是 昌 ,上 有 界 自 上 共 轿 算 子 


六 并且 T4451 寺 max(jn 二 1|，|n|).， 由 定理 二 便 知 五 ~ 印 H,, 


§5 Hifbert 空间 中 草 要 的 线 认 牌子 Bag 

4 一 旬 4 4 一 本 

定 捍 15 设 瑟 是 瑟 ibert 人 空间 ， 

位 )》 如果 寻 是 五 于 自 共 堪 算 子 , 并且 要 是 单 射 , 那 末 4 必 
是 太 上 自 六 罗 算 子 . 

(2) 如 果 4 是 稳定 闭 算 子 ， 那 末 4"4，4.4 都 是 互 上 日 法 . 
辆 算 子 ， 

证 明 这 两 个 性 质 可 用 图 象 方法 证 明 (并 参见 $4 定理 4 的 
Cy 让 的 证 明 》. | 

(0 和 和 84 定理 8 的 人 6) 一 样 证 明 , 对 无 界 算 了 也 有 家 (4) 一 
.小 《4 【( 参 见 $4 的 习题 410)， 所 以 当 于 是 单身 且 由 其 箔 时 ， 
洲 ( 名 一 于 , 即 4-1+ 是 五 .上 笛 定 算 了 ,因而 4 存在 . 在 HX 天 
上 引入 


W, {2, y+ {y, 2 
显然 , WY 是 Hbert 空间 天 x 天 上 西 算 子 ,六 有 旦 
GA WGCAY. (5.62). 
由 $4 的 任 .12), 注意 到 了 邢 {%w, 间 ={ 一 x, 好, 有 
GA = TAD = (TWO ): 


Gt 下) (85.63}. 
而 fy 生意 ( 一 4)1 的 充 轰 条 忻 是 
(的 Cds, 2 一 由 (5.64), 


WEBAD)= 人 TA, y= 4A%= .47z, 即 
GA = A ), 
从 而 4 一 A471 
2) 对 任何 移 定 算 子 4， 
Gd 一 (PFCGCd) 或 者 弛 (4 一 了 人 (4)， 

但 因为 4 是 内 算 子 ， 记 以 GC4j 一 GC4)， 从 而 GC4) 也 是 及 
集 , 并 且 

HxH-G(CA OVG(CAY, (5.65Y: 
根据 .FF 区， 对 任何 全， 人 CE 吾 )， 必 有 唯一 的 sE 儿 BZ(4), YE: 
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光 (49， 使 得 
{h, 0 = fy, A'y} +{— Aw, o}, (5.66) 
Ah=y— Avw, A'y+w=0, (5B.87) 
蟹 t5.67), 立即 得 到 


即 


h— (I+AAd"yy, (5.68) 
这 说 明 适 合 (5.66) 的 yEF(44 ,并且 名 (二 44 一 有 万， 显 
然 , 了 十 如 是 对 044 到 二 的 双 射 ， 并且 (十 44 了 是 有 有 界 
- 强 性 算 子 促 (I 二 A447 才 1). 

今 证 (I 二 44*)-! 是 自 共 锯 算 于 ,事实 上 ,对 任何 各 , aE 玉 ， 
- 必 有 护 ， 六 全 多 (A44"), 使 得 

Ri (TAA Ny, j=1, 2, 
,因而 
【之 十 全 4 ha) = Gf, (TT AA) Ys) 
—{(IT+AADNgy, ya) = (hi1, (T+ .AA") ha), 

-此 即 说 明 (十 442 是 让 共 碟 算 子 ， 

由 (了 , (了 +44 是 好 上 自 共 辑 算 子 ， 再 根据 84 定理 二 的 
{3)，44" = (IT+T449 一 工 也 是 自 共 斩 算 子 . 

同样 用 和 9, 如 代 赫 伍 , 时 ， 类 侯 可 证 年 4 也 是 互 上 身上 
轩 算 于 ， 证 华 . 

9. CayleYy 变换 

熟知 分 式 线性 变换 2 一 了 二 将 实 轴 变 成 单位 回 周 ， 而 它 的 
道 变换 》 一 2-2 了 将 单位 图 周 变 成 实 畏 。 在 ” 维 复 欧 儿 里 德 空间 
上 ， 自 共 轿 算 子 4 天 不 以 荆 为 特征 值 的 酝 算 子 之 间 ， 通 过 下 列 
Cayley 变换 

UATI) (CALI A—iU NOD (5.698) 

联系 起 来 。 这样, 研究 自 共 轿 算 子 等 价 于 研究 不 以 1 为 特征 入 的 

对 于 一 般 的 复 EUbert 空间 , 也 可 推广 上 述 结果 , 类 伺 的 迹 换 
坦 威 为 研究 青 关 算 子 前 工具 、 当 堆 , 由 于 空间 维 数 可 能 是 无 限 的 ， 
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情况 要 和 个 桨 一 些 . 
定理 16 设 4 是 复 了 Hilbert 空间 五 上 的 对 称 算 子 , 那 本 
(I) 《4 匡 5 下 是 多 (4) 到 家 (4 士 这 ) 的 可 逆 算 子 , 并 日 144 
721) | 1 
. (2) 算 子 
Ua (ATiT)(A—iD) -1 (5.70) 
是 瑟 寺 部 分 保 距 算 子 ， 久 (U0) 一 训 (A 一 I)， 代 (Da) 一 名 (4 二 ， 
1), 人 B( 和 她 一品 (04 一 了 ), 而 且 1 不 是 Ua 的 特征 值 ; 
(3 如果 4 还 是 闭 的 , 则 多 (04) 是 闭 线 性 子 空间 . 
(4) 如 果 4 是 自 共 辆 的 , 那 林 U4 是 酝 算 子 . 
证 明 ”(D 对 任何 4E 作 (43, 因为 (4w, 2) 是 实数 ,所 这 
ICALiT)o) [Arl+ lel, ECA)Y, 5.7T) 
此 可 知 |4 土 证 都 是 单身 如 令 y 一 (4 土 这 )w， 那 未 由 (5.71)》 
得 到 


FCAtiD yh = |e iy, - (5B.72) 
即 (ALi)! 
(2) 对 任何 人 号 (4， 记 3= (4 一 证 )%, 由 十 .起 可 向 
yh = | (4-1 42 + 1s|? 
一 | ATEN = 4+ (CA) 区 用 
显然 ; (4 一 2 (4 十 #7 了) 分 别 是 名 (4 一 ET) 到 多 (4), 多 (C4) 到 
多 (4 十 让 前 双 射 , 再 由 上 式 可 和 扼 了 4 是 雷 (4-3) 到 名 (4 二 + 这) 
上 的 哥 距 算 子 . 
反 解 (6.70) 式 , 可 以 得 到 
Ta 一 [COAST 十 蜗 门 (4 一 和 一 工 十 骂人 (4 一 和 
DA 一 [94 一 (4 一 下] Ad) 1 IT+2A(4—i7)™, 
从 而 
Us -T2344—iT) 3 . (B .7 
人 (6B.74 
(5.73) 说明 工 不 是 了 4 的 特征 值 .并 且 多 (U2) 一 诺 (A4 一 1). 
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(3) 设 和 4 是 闲 的 , 今 证 分 (U 4) 是 闭 集 ， 设 世相 是 区 (4 一 
光一 5 人 1) 中 基本 点 列 ， 令 EBC4), 一 (一 i 这) 4n (Rn 一 1, 3, 
…)， 由 (5. 和 1) 可知 {和 %} 必 是 多 (dd) 中 基本 点 列 ; 因为 和 4 是 团 的 ， 
. 所 以 mw—limg, EFA), 并 且 


(A iT) 0— lim( A dT) ,= limy,, 
即 limg 和 多 (4 一 iD)， 从 而 纪 (4 一 红 ) 一 儿 (U4) 是 闭 的 . 


(4) 当 4 一 生 时 ， 显 然 ， 要 证 明 是 西 算 子 ， 只 要 证 明 
.号 (1 人 一 澳 休 站 一 五 , 即 朗 (4 士 i)= 玉 ， 双 由 (3) 可知 ,只 要 证 
明 受 (4+z1 在 瑟 中 向 密 就 可 以 了 ， 如 时 不 对 ， 例 如 存在 非 零 
向 量 w 全 辟 ((4 十 这 }-1 直 ， 注 意 有 (C457)* 一 4 一 $IT， 所 人 以 z 世 
-C4 一 E10), 这 将 与 (4 一 弛 ) 是 单 射 相 冲 突 ， 所 以 绵 (4A-i7) 一 
-二 、 同 样 ,用 (4 一 i 了 = 瑟 , 即 V4 是 西 算 子 ， 证 毕 ， 
称 定 理 16 中 的 UU, 是 对 称 算 子 4 的 Oayiey 变 接 ， 
从 55.7 中 中 反 解 出 的 方程 (5.73)、(5.7 和 可 知 


Dat DD Ta DA(A i 六 (A—iD 4, 


(5 ,75) 
下 面 证 明 更 一 般 的 结果 . 
定理 嫉 设 玉 是 复旦 ilbezt 空间 囊 . 上 的 部 分 保 力 算 子 ， 如 
果 统 (一 卫 在 五 中 稠 , 那 来 
(1) 算 子 


Ar=i(y +D VD- (5.76) 
- 必 是 对 称 算 子 . 

(2) 对 称 算 子 dr 的 Qayley 变 搞 就 是 Ts 一 44. 

(3) 当 多 (7) 是 闭 线性 了 空间 时 ,4 是 闭 笑 子 . 

(和 如 果 了 还 是 五 上 酉 算 子 , 那 末 4 必 蚌 自 共 罗 的 . 

证 明 (1 先 证 让 一 了 着 单 射 ， 事实 上 , 如果 有 六 wo 二 mo， 那 
-未 对 任何 Y 一 人 7 一 站 azE 凶 了))， 便 有 


中 5 Hiihert 空间 中 重要 的 线性 算 子 G25 


(go WD = or (V — DD)= Vo, 一 了 co) 十 (ao Vw) 
= (FF— Dwo, Pr} =0. 
移交 帘 (F 一 下 一 下 ,从 而 上 共有 ao=0. 所 以 下 一 工 是 单 射 

因为 六 一 工 是 单 射 ,所 以 (5.76) 可 定义 , 并且 及 (4 站 一 组 (了 
一 五 在 互 中 等 , 而 对 任何 wE 信 (47), 今 yE 人 FIT), 合 得 (一 Dy 
一 4 由 (5.76) 可 知 

CA w= GF IDY, TD 
——éTVy, Dity, PF) 
一 一 2 WD— (Vy, w] 
-是 实数 ,因而 4v 是 对 称 算 子 . 

{2 类 伏 于 反 解 全 .70) ,从 而 获得 上 5.73)、(5.74) 的 方法 ， 反 
- 解 方程 (6.76) ,就 得 到 避 4 一 扩 . 

(38) 假设 {ww} 是 多 (dr) 中 基本 点 列 , 并 且 {4www} 也 是 基本 
点 列 ， 今 2 一 他 一 了 大 E 攻 个 )， 所 只 pzn=2 玉 十 Dy 从 
而 一 了 yr} {十 了 Dw} 都 是 基本 点 询 。 由 此 立即 得 到 {yw} 
:是 银 (V) 中 基本 点 列 ， 册 于 久 (V) 是 闭 的 ,所 以 存在 加 , 使 得 


ly yo E DP), (5.77) 
lim so, = lim (V ~ Ty,= (FV — Dyo, (5.78) 
lim Avon = lim(V 4+ Dy dF + 1)g. (5.79) 


中 (65.78) 可 知 , “0 一 lim 4 一 (一 786EE 罗 (Ar)， 从 而 二 (六 一 


了 "imo， 四 由 (5.79), 又 得 到 
Hm Ayes, =—iF Dy dT + DT -DN a Ar, 


.地 4r 是 闭 算 子 . 
(4) 假设 玉 还 是 丁 算 子 ， 这 时 巾 司 .76) 得 到 
Ap—irTt+2(F -1-1, (5.80) 
令 - 一 证 2{ 开 -1 (5.81) 
由 是 玉 一 了 是 有 界线 性 算 子 ,根据 $4 定理 4 的 (5)， 
(TF—-DT DO- T DD™ FD, 
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机 为 六 一 站 (一 下 -Yer-n 显然 Tar-p~I， 利 用 六 = 
下 一， 王 以 
T= DD YD TPP, (5.82) 

这 就 是 说 ，( 下 一 下痢 名 -了 一 插入 这 到 整个 
a 

现 证 证 上 曲 人 CF 一 WCT-VY 如 厅 不 然 有 2% 巨 
二 根据 
-有 I- 六) ,使 得 

(VoD woy, 
雁 而 0s 一 46EACP 一 让 ， 因 站 ， 信 (一 中 (8 一 
wo), 伍 党 (7 -= 万 ,这 是 不 再 能 的 ， 所 以 ,只有 
DLT TN TV 

从 :5.582) 得 到 人- 了 -天 (T- 了 71， 代入 (5.81), 得 到 

AT= dT+oF (FT Dio DT- 1s= Ar. 

称 (6.7 人 是 部 分 标 距 算 子 六 的 COayloy 吝 接 . 

量 然 , 15.707 和 (5.76) 是 一 对 互 道 变换 ,所 以 又 称 … 个 是 另 一 
. 个 的 逆 空 换 . 

通过 定型 16, 17 的 讨论 知道 ,个 对 称 算 子 能 否 有 自 拱 思 延 
拓 等 从 于 自 它 前 Dayjley 变换 所 得 到 前 部 分 保 距 算 耶 D 是 否 形 
以 延 捧 成 画 算 子 。 而 保 距 算 子 六 有 西 延 折 的 充 要 和 条件 旺 然 是 
dim 2 一 qim 岁 人 FF ， 攻 时 引入 下 面 的 定 交 ， 

定 实 习 4 是 各 卫 Diper 空间 上 上 对称 算 子 ， 令 dim 殊 (4 二 
7 一 im (一 i 一 nn， 称 数 对 (mn, 9 为 4 前 所 指数 ， 

型 末 , 闻 即 得 到 对 称 咎 于 的 自 共 轻 延 折 定理， 

定理 班 设 4 是 复 Bilberl 空间 于 上 对 称 算 子 , (mm, 黄蜂 
开交 三 指 数 , 那 末 碌 具有 自 共 较 延 拓 的 充 要 条 件 是 w=% 


习 题 
I 证 明 复 Hilbert 空间 豆 上 有 界线 性 算 子 4 如果 对 一 茹 zw& 互 , 满足 


RE 
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{4 2 ==0, 那 末 4 一 0， 请 举例 说 蚌 当 如 症 实 空间 时 ,结论 未 再 起 放 ， 
2. 说 和 4 是 Hilbert 空间 上 有 界 自 共 斩 算 了 , 令 
六 二 snp (AY, wT) = int CA FT), 
lsl=1 


证 骨 对 作 可 #E《 一 ce 一 15 开征 一 好 必 是 产 叫 算 玫 并且 
1 
min A 上 “ 
3， 设 瑟 = 了 3 RR 上) 给 E 本 ， 又 设 旬 是 只. 小 的 有 界 实 可 测 菌 数 ， 证 


1C4 -AD 


4 人 FEH, 
必 是 有 界 自 共 施 算 子 ， 并 且 451 是 有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 存 作 正常 数 U， 佛 
得 et 1 六 己 . 
中 


生 ， 设 下 是 Hilbert 空间 有 召 上 保 碟 算 子 , 如 果 存 往 非 零 向 量 2 使得 Tw 
一 % 那 求 "4 二 更 一 般 地 ,， 当 了 是 吾 上 岳 缩 算 子 ， 3 江 P 有 用 1， 如 黑 % 闻 
Tz 一 wx， 束 末 必 有 有 一 沁 , 

5. 没 矿 是 Hilbert 空间 互 上 线性 算 子 ，U(P 一 互 ， 证 昌 T 是 部 分 保 
下 算 子 的 完 要 条 件 是 


PV Prpe, VP Poep. 

6. 举 傅 说 明 在 内 积 空间 中 ， 把 某 个 完备 就 范 直 交 系 襟 成 完备 就 范 直 交 
系 的 线性 兽 子 未 必 是 西 算 子 ， 

了 ， 证 明 复 瑟 ilbert 空间 五 上 有 界线 性 算 茸 站 是 正常 的 沉 要 条 件 基 
Re) 与 Im(Ny 可 交换 . 

8,. i {NN, 上 是 二 bert 空间 上 -一 列 硅 异 的 正常 算 子 ， 并 了 本 1 强 
站 侣 于 正常 算 子 风采 本 {Na} 必 世 强 收 仇 于 请 *， . 

9 设 访 是 复 Hilbert 空间 百 上 线性 有 办 等 子 ， 正常 兽 子 的 充 要 
条 件 是 对 任何 了 E 五 , ol 一 1] . 

10. 设 4. 吾 是 瑟 iibert 空 间 互 上 两 个 让 其 辑 算 子 ， 那 末 4 妊 是 自 二 地 
的 充 要 条 性 是 48B= Bd., 

11. 该 不 .号 是 I 开 ilbert 空间 及. 上 两 个 正常 算 子 , 那 未 当 业 与 如、B* 孝 
可 交 汉 时, 4B, 碳 十 号 部 是 本 常 算 子 (其 实 , 对 于 复 Hilbert 空间 上 正常 包子 
NW 有 有 如 下 结 傈 ， 如 果 有 界线 性 算 子 44 满足 4 和 一生 A， 那 未 必 帮 4N* 二 
入 "A4， 从 厅 本 习题 也 可 仅 假 设 委 与 BB 可 交换 , 此 时 销 论 仍 成 立 )，, 


” 19, 设 互 是 复 Hilbert 空间 ,了 是 五 上 的 二 个 由 下 天 重 了 ， 汐 马 对 .一切 
Op 此 地 引 是 一 个 正常 歼 ， 在 吾 中 引入 另 有 各 Cz, gr 


一 人 wa DD, tT, YE 瑟 ， 证 蚌 I 谈 《- 了 3 为 复 Hilbeyt 多 宝 间 ,1 记性 如 r. 证 
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大 太 中 一 个 有 界线 性 算 子 和 4 在于; 中 (关于 内 积 (-，.)7) 自 共 辑 的 充 要 条 位 
是 


JdA=A", 
这 里 24" 表示 <4 在 原来 的 了 Hilbert 空间 互 中 (关于 内 积 ,(， 力 的 共 恩 算 子 。 

13. 设 下 和 瑟 3 是 瑟 ibert 空间 总 中 的 西 个 投影 算 子 ， 人 而 且 i 十 3 一 
了 iP 也 是 投影 算 子 , 问 此 时 Pa 二 Pai 时 人 符 成 立 ? 

14. 证 互 是 再 Dber 空间 ， {Psa|25 .4 尽 五 中 的 一 效 投 影 算 子 , 设 忆 
基于 中 的 投 王 算 子 , 帮 且 也 字 Pa, E47 同时 , 对 任 名 投 以 算 了 于 外 当日 广 
了 so QE 时, 必 有 日 汪 忆 ， 这 时 , 称 卫 为 {Polat A 的 上 确 界 , 记 注 

疡 一 sa P: {或 P 一 VPo) , 
莱 似 吉 可 外 定义 投 是 竹子 族 的 下 确 界 ， 证 眶 五 中 任何 一 族 投影 算 子 的 工 确 
界 和 下 确 界 都 存在 ) 并 求 出 相应 于 它们 所 投影 移 子 室 间 ， 

天. 设 吾 是 可 析 的 Hilbert 空间 ，{Pala€ 1} 是 一 族 投 影 算 子 。 证 晨 

必 有 的 契 眼 让 可 到 子 集 10 使 得 
SP fo Sup Po. 

16. 设 卫 是 Hilbart 空间 [a, 5 中 的 投影 算 子 ， 如 果 对 了 于 [a 站 上 

任何 有 界 Lebesgue 可 测 米 数 各 都 有 
(Pp pu) FE Lg, 本. 
证 明 这 时 必 有 [La 四 的 可 测 子 集 型 ， 使 PZ2Ea 四] 一 {Tf 在 邮 外， f 二 0} 

17， 没 吾 是 Hilbert 空间 , {Dsl 是 玉 中 一 列 两 两 直 交 的 非 零 投影 算 子 .. 
买 设 信 } 是 一 个 有 界 数 列 ， 正明 在 号 中 必 有 ( 肖 界 的 ?正常 算 子 4， 使 得 

时 
4 一 ( 强 )lim Pr 
并 且 寺 任何 vw, 当 we P,H 时 , CA 一 ,DT=D, 

18， 设 {Ps} 是 Hilbert 空间 中 的 投影 算 子 组 成 的 单调 序列 , 即 Pi 
卫生 证 表 {Pn} 必 强 收 放 二 一 个 投 : 
影 算 子 ， 

19， 证 凶 对 非 零 用 等 的 有 界线 性 算 巴 4， 必 有 141 > 二 

30， 没 瑟 是 Hilbert 空间 ， 双 设 闭 子 室 间 性 是 有 界线 性 算 子 4 的 天 变 : 
子 空间 ， 如 果 C5.53) 中 da、4sa 分 别 是 好. 区 上 上 的 正则 算 子 , 那 末 4 必 号 . 

五 = 开 和 并 1 上 的 正 划算 子 , 而 且 
4 冒进 站 证 如 419 本 于 ) a 
站 有 Ml 
21- 江 明 定理 13 中 的 CD~ (4). 


i 


级 性 算 子 避 商 线 竹 泛 苹 2 
22。. 吉 接 证 明 例 18 中 的 牌子 是 自 共 示 牌子 . 
23， 举例 说 明 在 实 Hilbert 室 间 中 , :线性 有 园 舞 子 也 唱 满 足 定理 6 中 的 
C2) CR C5.37) 对 一 切 2&€ 及 成立}, 但 了 未 必 是 投影 算 子 .如果 卫 是 自 共 圈 
的 , 屠 末 满足 定理 6 的 (8 的 算 子 将 是 投影 算 子 。 


$6 线性 算 子 与 双 线性 泛 函 ， 


线性 泛 函 不 仅 是 线性 分 析 而 且 也 着 非 线性 分 析 某 些 理论 中 
Ww 的 概念 , 它 与 线性 算 子 有 着 密切 的 联系 ,常常 也 用 它 来 讨 
论 线性 牌子 的 某 些 问题 ， 泛 质 分 析 中 的 双 线 性 泛 冰 是 线 代 数 中 双 . 
线性 沁 函 的 直接 捧 广 . 

1， 双 线性 泛 淆 

定义 设 二 是 线性 空间 , pC, *) 是 如 上 的 两 元 函数 如 
果 对 任何 wy 2EH 及 a, BE nh， 四 

Plowt By, 2 —oply, H+ Bp(y, 为， (6.1» 
ale, oy tA) 一 ap 人 WW) -+ Boy, 2), (6.2Y 
闭 米 称 w(-,*) 是 吾 上 的 双 线 性 泥 志 . 

由 定义 可 知 ， 当 玉 蚌 复 线性 空间 时 ，p C+，*) 对 于 第 二 个 次 
元 来 涪 , 并 不 是 线性 的 , 而 只 是 共 邦 线性 徇 ， 因 此 , 在 复 空 间 上 严 
格 地 说 不 能 称 为 双 线 性 泛 函 , 所 以 有 些 书 上 称 为 “一 个 半 " 线 性 泛 
[3 

定义 设 占 是 线性 空间 ,pC 是 五 上 的 二 元 函数 . 加! 
条 对 任何 z, YE 二 吾 , 部 成 立 

ps, PW) = oD) 
就 称 gp(，*) 是 上 及 上 前 Hormite 活动。 当 开 是 实 空间 时 ,五 上 . 
的 Hermite 汉 梢 又 称 为 对 称 汽 滞 . 

在 (6. 引 上 度 立 时 ，(6.1) 及 (6.2) 式 上 只 要 成 立 一 个 就 可 以 推出 
妇 一 个 ;但 从 (6. 了 和 6. 外 式 并 不 能 隐 及 人 6. 台式 ， 

定 汉 设 政 是 央视 室 间 , 妈 是 定 闵 在 整个 豆 下 的 线性 算 子 。 
卷 末 称 


{6.8) 
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Pr, DAD ‘6. 4) 
着 由 工 子 蕊 全 出 的 滥 画 。 
显然 ， 由 算 子 4 导出 的 泛 汪 是 吾 上 的 双 线 性 泛 函 。 如 果 算 
了 于 .4 又 是 自 共 辆 的 ; ， 
Ca WD- AD, w, YEH, | ‘6.5) 
那 林 ,由 算 子 4 学 出 的 汉 浮 g 是 双 线 性 瑟 srmite 泛 阴 . 
定义 ” 设 % 是 内 积 窗 间 五 上 的 双 线 性 泛 函 ,如果 有 正 的 常数 
,使 得 


pl, PD IEClslly), syEH, 
那 末 乏 o， 当 当 % 是 有 界 双 线性 泛 
落 时 , 记 |p| 一 sup gtw, 芒 |, 称 它 为 泛 函 9 的 范 数 . 


ELE bs 
因此 ,如 果 妇 是 五 上 有 界线 性 算 子 , 那 末 由 和 女 导 出 欧 泛 函 p 
' 便 是 有 界 的 双 线 性 泛 函 ， 这 是 因为 
gt 的 | 一 de Die|A| al lyl, (6.6) 
所 以 gg 不仅 是 有 界 双 线 性 渗 函 ,而且 jw 所 14.， 另 一 方面 ， 在 
(6.4) 中 取 y 一 4z 时 ， 
14 有 2 一 op 人 (ee，4o)| < pl ell Awl, 
出 此 , 易 知 也 用 41 专 jg|， 这 样 就 得 到 
| lel = 4Al. (6.7) 
定理 1 设 也 是 线性 空间 ，y(-，-) 是 互 上 双 线性 泛 画 一 
(1 当 互 是 复 空间 时 ，% 是 互 革 对 线 姓 于 ermite 滩 函 的 完 
要 条 件 是 对 一 切 GE 五 ,pe 2) 是 实数 . 
(2) 当 五 是 内 积 空 间 对 ，9 是 互 上 有 界 双 线 性 活 函 的 充 要 
菏 件 是 史 是 二 汤 连 续 画 数 ( 即 对 任何 四 一 2 一 和 必 有 g(t 9) 
”一 > 人 (的 ))， 
{3) 当 吾 是 内 积 空 间 , 且 % 是 瑟 上 双 线 性 二 ermite 汉 落 时 ， 
如 果 有 常数 0, 对 一 动 wE 瑟 ,都 有 
ipl, 四 [solo 有 la (6.8) 
那 林 9 必 是 有 界 双 线 性 泛 函 .并且 [pi 所 0, 
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(4) 当 瑟 蚌 复 内 积 空间 时 ， 如 果 及 上 双 线 性 证 羡 旬 对 一 切 
zEH, p(w 2) 都 是 实数 ， 并且 存在 常数 0， 使 得 [p(w o) | 
OLzi?, 那 末 人 必 有 19; 所. 

证 曲 ， (也 必要 性 是 显然 前 , 今 证 充分 性 如 下 ; 

利用 是 双 线 性 的 ,对 复 空间 五 中 任何 sy, 有 下 : 多 等 举世 

PU, WD) =p(vty tt) — Pw —Y, VY) 
+iptw 二 Ty, 9 二 读 ) 一 多 十 一 饥 ，2 一 让 ) 上 
(6 .9 
对 调 * 与 纪 及 得 到 
.Ply, #) ~ {poty, w+ — PY— PY 0) 
tipytin, y+in) — doy hr, yg—ir)}. 
(6 .10Y 
由 名 的 双 线 性 性 质 , 从 (6.9)，(6,10) 易 知 
多 [的 =—p Uy, w), 
即 旬 是 五 ermit 沁 贰 . 
(2) 当 有 是 有 界 双 线性 泛 丽 时 
[pers, yo) — Pew, 的 | 
pl Ya) — ps, WD I+ po, 用 一 oo y)! 
<iol {Isl gs —y ts,— ol ly}, C6.11) 
所 以 ww 是 二 元 连续 语 数 . 

到 之 ,次 虽 是 二 元 连续 函数 。 如 果 p 不 是 有 界 的 , 即 存在 jz 

~ 二 jg] 一 二 使 得 |p(w oo) | > 一 42,…)， 显然 


0， (6.12) 


又 因为 p 是 双 线性 泛 栈 ， 易 知 p00, DD) =pls, 六 一 0， 0) =0, 
从 而 由 (6.， 12) 得 到 


可 人， ed 0)| >m 
这 与 如 是 二 元 连续 范 数 前 由 设 矛盾 ,所 以 mp 必 是 有 界 的 . 
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(的 对 任何 2, yE , 当 gw, y) 是 实数 时 由 ?的 双 线 性 
Hermite 池 函 , 易 州 
pm, -Tvlwty, #4) po—y, 4 一 切 ]， 6.13) 
角 此 
[gC%, 护 |s 开 [ol 上 gcle 一 yl 


= 号 [jz 二 ly 四 . 


当 p(c 芒 不 是 实 明 时 , 记 和 -ECE 区 有 | -二 养 县 
功 一 xi 二 9) 是 实数 。 从 而 0 
| 人 |= 1p, DI ly) 


= Csr) 
对 任何 实数 0, 由 上 面 的 不 等 式 得 到 
pp I- jo (tm $) <G (pmp+ lH). 660.19 
这 样 ,对 于 4 关 0, g 姑 0, 在 (6.7) 式 中 取 太一 -| , 识 得 到 


-| |plw, IEU wl iyl. 

当 sw.y 中 有 一 个 是 零 时 , 总 有 gfa, 太一 0, 因此 上 式 当 然 成 立 ,从 
而 上 上 式 对 一 团 z,y€ 开 成 立 ， 由 此 可 知 9 是 有 界 的 , 并 且 pi 二 
4 | _ | 

(4) 这 是 (了 和 ( 芒 的 直接 推论 。 证 毕 ， 

由于 定理 工 的 (及 ,所 以 有 界 双 线性 泛 画 叉 称 为 连续 双 线 性 法 

名 ， 双 线性 泛 函 与 线性 算 子 

现在 给 点 由 连续 双 线性 泛 酒 决定 连续 线性 算 子 的 一 个 条 件 . 

定理 2 设 互 是 豆 ilberi 空 间 ，%f(， 小 是 五 上 双 线 性 泛 


通 ， 并 且 丽 定 一 个 变 元 时 是 另 一 个 变 元 的 连续 泛 画 ， 那 求 必 有 一 


上 维 一 的 有 界线 狂 算 子 4, 使 p 就 是 由 妇 4 导出 的 证 男 ( 即 避 . 务 式 
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忒 立 , 从 而 P 是 连续 双 线性 泛 画 )， 并 且 |9 一 14l. 部 果 p 姑 . 
JHermite 的 , 那 末 4 是 自 共 加 的. 四 

证 明 对 任意 固定 的 y€ 魏 ,我们 洛 察 豆 上 的 泛 画 py; w+> 
iw 20 (rzE 吾 )， 那 末 py 是 线性 泛 函 ,并且 对 % 是 连续 的 ， 所 以 
入 是 连续 线性 泛 两 。 由 Riess 定理 (G4 定 刷 从 ) 必 有 扩 E 瑟 , 使 
得 对 任何 wE 瑟 , 成 立 

pp) pv, = Cs, YF), (6.15) 

护 是 由 yy 唯一 确定 的 ,而 且 jp 和 一 jiai 

这 样 ,对 村 每 个 YE 五 ,我 们 把 由 (6. 引 ) 式 决定 的 久 记 为 By， 
这 样 就 作出 了 在 豆 上 定义 的 算 子 妞 ，B: yH> 久 ,下 是 由 方程 


Pm, Y) 一 《2 By), wgEH,: . . (6.16). 
所 决定 的 . : 
现在 证 明 吾 是 线性 算 子 ， 对 任何 人 y 2 各 瑟 及 任何 两 个 数 
“BEA, 由 于 
Pt, 用 一 地 BH, pls, #) = (w, Be), 
并 而 


pl%, oy+ Bs) —agle, W) + pl, 区 

~—a(w, By + Ble, Bx — (we, aBy— BB2). 

. 由 (6.16) 式 , 即 知 Blay 十 B2) 一 aBy+BBs。， 所 以 加 是 线性 算 子 、 
同样 ， 同 定 wm p(w, 护 是 y 的 共 叔 线性 泛 画 。 由 Riesz 定理 

保 4 习 题 1 存在 定义 于 吾 上 的 线性 算 子 4, 使 得 ” 

Pl, WD = Aw, 的 、 《6.17) 


1 


由 (6,16) (6.17) 得 到 
(As, 一 人， By w, YEH, (6 .18) 

钵 为 多 (4) 一 互 , 所 以 二 一 五 , 从 而 吾 是 阅 算 子 ， 但 多 (B8) = 也， 

因而 吾 是 有 界 的 ， 从 而 4= B* 也 是 有 界 的 。 又 显然 ，|2| 一 141 

一 | 如 | - 

如 果 vw 又 是 Hermite 的 , 那 末 对 于 4%, gyEH,. 
CA = pm, = PY HW) = Ay H) = (CF, Ay), 
拱 以 4 是 自 共 声 航 ， 算 子 4 的 唯一 性 是 显然 的 。 证 毕 . 


3 六 间 ”Hilbert 宅 亲 的 几何 学 
出 此 可 见 ，Hilbert 空间 上 的 连续 双 线性 泛 函 相当 于 有 界线 
性 算 子 ， 耐 如果 泛 画 又 是 Hermite 的 , 那 来 算 子 还 是 自 共 邦 前 
3. 二 次 泛 画 
与 双 线 性 泛 函 这 种 二 元 函数 相 联 系 的 一 元 范 数 是 二 次 泛 画 ， 
定义 设 互 是 线性 空间 , 由 ) 是 定义 在 且 上 的 泛 遇 ,她 果 : 
浦 足下 列 两 个 条 件 ， 
. 4) 《 一 次 齐 性 ) 对 任何 saE 囊 ,wuE 办， 
由 (am) 一 falp Ce). (6.19) 
(i) (平行 四 边 形 公式 ) 对 任何 z, yE 有 H， 
Pw) + wt =2 pe) + ), (6.20) 
那 末 称 攻 是 吾 上 的 二 浆 学 函 。， 如 果 对 一 切 mcE 百 ， 由 (ce) 还 是 实 : 
数 ; 那 末 称 峭 是 实 二 次 法 函 。 进一步 , 当 吾 是 内 积 空间 , p 是 玖 
上 二 次 泛 函 时 , 如果 存在 常数 0, 使 得 
Ig |<olol, (6.21} 
那 末 称 中 是 有 界 二 次 汉 了 囊 ， 并 称 有 | 一 stp | 小 (%) | 为 区 的 范 数 . 
如 果 和 4 是 Hilbert 空间 五 上 的 线性 算 子 , 那 末 记 
wm) = (Am, 2), (w EH), (6.22) 
符 易 验证 消 是 个 二 次 泛 函 ,由 (6.22) 式 定义 的 由 称 为 由 冯 半 出 的 
二 次 污 画 ， 当 站 是 有 界线 性 算 子 时 ,由 全 导出 的 泛 画 由 是 有 界 二 
次 泛 函 , 并 且 | 上 |<<i4|. 
定理 3 设 及 是 Hilbert 空间 ， 沙 是 实 的 有 界 二 次 泛 画 ， 那 
末 必 有 二 上 唯一 的 有 界 自 共 轿 算 子 4， 使 得 汪 是 由 4 导出 的 二 
.次 泛 函 ,而 且 这 时 | 一 Ti 
证明 设 互 是 复 空间 ,类 似 于 $1 定理 2 的 证 明 , 在 五 上 作 
一 元 函数 
pa 扩 一 于 地 (@ 二 一 下 @@ 一 护 十 名 (w 二 多) 一 部 人 一动] 
. (6.28) 
由 9 冷 定 义 即 知 plz, 四 一 落 (w)， 青 利用 (6.20), 又 有 


| 和 6 线性 算 陡 与 双 绪 仁 泛 也 435 
\ lo, D1 < stop rio- ott 
=—|wl els+ lyl?). (6.24) 
现 证 二 元 函数 gg 是 连续 的 双 强 性 Hermite 泛 汕 ， 事 实 上 , 与 
1 定理 2 的 方法 类 似 地 可 以 证 明 对 任何 2 y, sE 瓦 ， 
PV, +P =pe+Yy, ), 
头 而 对 任何 有 理 数 7 wpfrz,， 妨 一 pfo， 人 再 利用 ofo， D- 
WY， 2 又 得 到 对 任何 有 至 实数 和 9a，Vfra2 9) 一 六 ) 
利用 二 次 齐 性 及 从 .34) 式 就 得 到 
| rars [| 间 人 区 | 一 ToGraw ro) | 
< | rilel? esl’). (6.25) 
如果 %、g 都 不 为 堆 , 取 两 列 有 理 数 {7 外}，{789}, 使 得 


» 一 二 -> 耳 
二 To 


[ple, WD | 2 | lz lyl. 

如 果 z,y 中 有 一 个 为 零 , 上 式 显然 也 成 立 。 由 此 易 知 gp(l8, 内 是 
连续 双 线 性 泛 耳 由 于 glw，%) 是 实 的 ,由 定理 1，g 还 是 
JHermite 泛 函 . 

由 定理 2, 有 互 上 的 有 界 自 共 斩 算 子 4， 使 得 

{Az, DD =p, W, 9 yEH, 

且 gph=14i1， 记 以 业 (0) 一 p(w 区 一 (da ww}， 在 定理 1 的 (4) 
中 取 = | 由 | 立即 得 到 他 | 闻 jo|， 另 一 方面 ,显然 有 人 is lol 
时 忆 | =]pl=14l. | 

今 证 适合 (6.22) 的 算 子 4 的 唯一 性 ， 如 困 叉 有 B， 使 得 
(da 2) 一 (Bo, 四 对 azE 瑟 成 立 ， 用 类 似 于 (6.28) 的 式 子 可 知 
对 一 切 2 VE 五 (405 四 一 (Ba ), 所 以 A4=B. 

当 五 是 实 空 间 时 ,只 要 把 16.233) 收 成 


go 护 一 于 他 (2 二 扔 一 上 ("一 扔 )， 
余 照 归 可 以 迹 明 ， 证 寺 。 


那 末 由 (6.35)， 
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.ILaXxX-Milgram 定理 
这 是 偏 币 分 方程 理论 中 一 个 很 有 用 的 定理 , 
定理 和 设 w(:，-) 是 ilbert 空间 天 上 连续 双 弘 性 汉 苞 ， 
如 时 存在 正常 数 0, 使 得 


[ps, oO!si, 2EH, / {6.26) 
那 来 对 于 互 上 任何 连续 线性 汉 隙 了 站, 必 有 了 唯一 的 zyG 左 ,满足 


并 且 Jyj< 去 if 
转 定 理 2， 易 知 存在 五 上 有 界线 性 算 子 8， 使 得 wx， 二 
位 ， 了 0 ,全 玉 定理 和 有 :一 个 等 价 的 算 子 形式. 
定理 入 设 吕 是 Hilberi 空间 瑟 上 的 有 界线 性 算 子 , 如 果 存 . 


在 正常 数 〇 , 使 得 
| Cs, Br) |>0l2)’, wEH, (6 .26) 


Ps, TF, HEH, (6.27) 


那 未 方程 


By (6.277 
对 任何 JE 吾 , 必 右 唯一 解 y， 并 且 [wi << 吉 jl. 
定理 党 的 证 明 显然 ， 由 (6.26) 立即 得 到 上 Bz| wj 之 | (w, 

Bw) | 这 0O|#j， 即 

Bo Cj， “EH. {6 ,28) 
类 似 地 又 有 

[B's >0O)zl, wEH,. (6.29) 
由 (6.29) 可 知 统 (B)' 一 A(B) 一 { 们 ， 从 而 统 (B) = 不， 又 由 
(6.28) 可 知 BB 是 单 射 , 而 且 党 (B) 是 闭 的 , 因而 多 (有 一 瑟 ， 根 
狂 道 算 子 定理 立即 得 到 B71 是 全 空间 及 上 定义 的 有 界线 性 算 于 . 
皇 由 (6.28), 切 知 IB 中 < 圳 . 证 毕 . 


如 果 定 理 4 中 的 连续 双 然 性 泛 函 w 在 复 空间 上 满 是 比 (6， 26) 


更 强 的 条 件 ， 
Rewlr, sO gEH, 6.30) 
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那 末 称 y 为 顶 习 的 连续 双 线 性 泛 画 ,这 时 还 可 给 出 6.2) 求解 的 
简单 方法 . 
事实 上 , (6.80) 等 价 宇 相应 于 的 定理 4' 中 的 算 子 BB 满足 
| (CBr, 2) + Bs, we0 gy, £), (0 —20. (6.81) 
求 方程 (6.27) 的 解 2% 等 价 于 求 阮 射 Bi 的 不 动 点 ,这 里 
By y—r{By-- Nn, 86.3832) 
其 中 是非 霍 实数， 我们 只 要 适当 选取 常数 ,使 得 B, 是 不 缩 映 
射 那 末 ，(6.322 的 不 动 点 就 可 利用 永 苛 映射 天理 很 方便 地 获得 ， 
Bae— By| = 2—y—7Br— | 
=|z— V2rRe(Ble— gy), zw—y)+r | Bw — |: 
一 2r0O7T7 | Bl” | — yy|, 


由 此 可 知 , 只 要 到 +E(0， BP rs )( 注 意 1B1 一 |p]), 那 末 。 一 1 一 
270 寺 7 <T 特别 ， 取 ?一 名 时 ， “达到 最 小 自然 
这 时 求 ((6.27) 的 ) 解 ( 即 求 BB 的 不 动 点 ) 的 迁 代 过 程 收敛 速度 最 
块 . 


可 题 


1. 设 p(,，,) 是 复 内 积 空间 的 双 线 性 泛 函 , 如 果 
sup [plz, #)|<+ ee, 


问 儿 是 否 为 连续 的 ? . 
3. 设 gt， 是 复 内 积 空间 吾 的 双 线 性 泛 函 ,如果 对 一 切 xwe 玉 ， 
Re gr, w) 一 六 全 是 否 成 立 等 式 


i sup |9(r, Wauplets, 2) | . 
liyli= 


当 呈 是 实 内 积 空 间 时 ， 情况 又 如 何 ? 
3， 设立, 了 是 两 个 Banach 空间 ,9 5， ) 是 半 X 工 上 的 现 数 ， 并 且 对 
任何 2 YE 和 YE YY BE A 
Pr Bs 一 Go yy, 
Pry a + BYD) = op rs, a Bop a), 
往外 是 并 上 下 线性 流 画 。 如 果 在 在 常数 型 ， 使 得 
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(pes, WISHliyl, re 下， yeY, 
条 吕 起 有 涤 的 证 明 ; 
CQ) gl"， "3 是 有 界 的 和 qk*，*) 是 二 元 连 绿 的 等 价 . 
C2) pl'，') 是 二 元 连续 的 充 要 条 件 是 辐 定 一 个 变 元 时 ? 必 是 另 一 个 变 
天 的 这 钙 钱 性 旗 国 ， 
C3) 多: 交界 的 充 要 条 件 是 存在 BE 3(Y 一 六 *) 或 存在 4e 车 ( 玉 
一 了 *), 使 得 


ply, WD = rT, By), 
- 二 
这 遇 ，(p 户 ，<9; 协 分 刚 是 Fay .3 的 形式 记号 
和. 度 和 0 是 复 凡 itbert 室 间 互 上 有 碾 双 线性 活 画 ,这 明 必 存在 苹 
上 两 个 有 给 下 emmite 汉 线 性 汉语 pa( ,ps ，. 3 合生 
一 PU MD = gi, WD Fig 
iplel G=i, 2. 
5, 设 9p(*，*) 是 揽 Hilbart 空间 吉 上 的 有 界 双 线性 沁 区 ， 并 且 对 任 和 他 


TO, 


TE ER, YEY, 


pF, 2 > 0. 
在 五 上 规定 ((2 的 ) 一 pa 的， 证明 下 列 命题 皮 立 (参见 和 三 可 是 12). 
CD CC "是 五 上 的 内 积 ., 
{2) 如果 存 在 常数 0>0,， 使 得 g(r, 他 关口 | ltre 吉 ), 攻 术 政 按 (Co 
”站 成 为 有 Hbert 室 间 ， 而 县 由 以， 入 导出 的 范 数 与 豆 上 虐 汪 前 蕊 前 等 价 、 
(3) 令 J 了 是 满足 - . 
CE DD =p 有 一 区 
的 豆 上 的 有 界线 性 算 子 , 那 末 7 必 是 正 邮 算 节 . 
(4) 设 并 是 已 上 线性 算 子 , 疏 订 江 按 tC", ) 为 尖 界 二 人 了 的 充 
票 条 件 足 和 是 豆 上 有 村 算 了 于 ， 并且 J4=4*J 《或 等 价 地 ， 4 二 : 
4A* 旦 L 按 C(*，*) 的 共 四 算 子 ), 


Ee 

庆 

贞 

. 
凌 


$7 《〈 非 线性 ) 泛 函 极 值 


1. 引 寞 

这 一 季 主 要 是 研究 泛 函 极 值 问题 ， 它 的 主要 部 分 属于 非 线 性 
江 务 分 析 。 讨 论 泛 应 的 极 值 问题 , 从 方法 上 讲 ,-- 类 是 不 使 用 沁 画 
胖 煞 的 所 谓 吉 搂 方 法 , 这 类 方法 大 帮 在 有 限 维 空间 上 讨论, 男 一 羔 
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就 是 使 用 泛 商 导数 的 方法 (当然 还 有 利用 一 阶 导 数 和 二 阶 导 数 之 
分 ), 这 称 讨论 往往 又 较 多 地 使 用 了 线性 分 析 方 面 的 森 些 技 巧 ， 从 
性 质 上 诺 , 汉 函 慨 人 问题 , 又 分 为 有 约束 和 无 约束 条 件 两 甘 。 泛 函 
役 葵 这 :一 课 十 内 容 是 让 富 的 , 具有 很 强 的 应 用 性 。 人 人 们 给 出 了 各 
各 各 样 求 出 达到 极 值 的 送 代 过 程 , 这 时 不 可 能 作出 具体 介绍 ， 我 
们 只 限于 介绍 这 - - 方 丽 最 基本 的 一 些 概 念 和 结果 .为 了 便于 读者 
阅读 起 见 , 我 们 将 把 Banach 空间 作为 基础 , 介绍 有 关 的 概念 和 结 


果 镁 1. . 
2，G_ 微 分 
因为 研究 的 是 极 值 问题 ,所 以 下 面 虱 是 讨论 实 空间 , 泛 函 也 是 
指 实 泛 函 ， 


定义 设 忆 .了 是 两 个 Banach 空间 ， 了 是 斑 一 开 的 算 子 
{ 酉 射 ; 不 必 是 线 竹 的 )， 如果 对 w, VE 三 ,不全 和 负 ， 摄 限 


在 在 , 记 它 为 广 他 ,地 ， 那 末 称 产 (z; 向 是 了 在 点 年 处 没 划 方向 的 
'Gateanz 微分 【 箭 称 为 区 - 维 分 )， 如 果 对 一 期 业 各 王 ， 疡 人 贡 存 
在 , 那 末 称 了 在 点 “处 日 -可 报 . 如 果 对 任何 刀 E 革 ， 六 fw, 人 D 存 
-在 ,并且 关于 是 连续 .线性 的 , 那 末 称 广 (z, 切 是 了 在 = 处 的 G- 
和 导数. . 
有 显然， 当 扩 (人 区 存在 时 , 丫 ({%, 加 是 于 x 到 了 的 算 子 . 

定义 ” 设 f 了 是 Banach 空间 互 到 Banach 空间 了 的 锤子 , 并 
县 了 在 工 的 每 一 点 2 都 是 9- 可 微 的 。 如 果 对 任何 4% 有 4 全 下 


记忆 四， 极限 - 
《 强 )1im FET Rv, 只/ (w, WW) {7.2 


存在 , 记 它 为 请 (ze, 也 区 ， 那 末 称 六 "(vw, x 人 ) 是 在 志 王 处 洛 记 9 
方向 的 二 阶 G- 柚 分， 却 果 (wo 习 对 任何 以 9 都 存在 ， 那 来 
称 了 在 点 各 处 是 二 次 对 -可 往 的 . 
[竹本 无疑 地 ,这 里 许多 站 果 在 FrécLet 空间 也 成 立 。 为 简单 起见， 这 时 的 敌 述 
灌 式 者 将 忆 Banach 愉 同 为 蕊 向， 
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定理 I GG- 微 分 具有 下 列 性 质 {下面 假定 所 有 出 现 的 流 茜 方 
向 的 全 -微分 总 是 存在 的 )， 
(中 (wv 习 是 卫 x 芳 到 了 的 算 字 ,， f"(%, 节 加 是 莹 Xx 于 
x 五 到 了 的 算 子 . - 
(2) Fy a AEA, (7.8) 
FD, Pa, HO = A gg, WV Nh, EA. (7 .4) 


(3) 如 果 J 了 是 开 上 的 泛 函 ( 即 了 一 民 的 情况 ) 并 且 在 点 4 十 - 


XAE [0, 1) 处 酒吧 方向 二 次 全 -可 微 ， 那 未 下列 Taylor 公 - 
焉 夏 立 , 即 存 在 册 内 E& (0, I), 使 得 . 
EE 一 0) Tt ou, Ww), .5) 

a A 光一 部 Ta w, HW). .(7.6) 


(由 媳 果 算 子 了 在 点 wn 二 et%E€ [9, 妖 ) 处 沿 w 方 向 6- 可 微 ， 
那 未 必 存 在 6 (0, 了 ,使 得 
(fot FD EI Cw ou, Wl. (7.7) 
同 料 , 当 了 在 点 2 一 2 人 GE LO, 科 ) 处 沿 2 二 次 侣 -可 微 时 , 必 存 - 
在 屿 GEf(o0, 1), 使 得 
et -1% —f'(%, wu) I< 子 | PreT6 内. 


(7.8) 
证明 (1) 是 显然 的 ， 本 定理 (2) ~ (4) 的 结论 都 是 和 微 积分 - 
中 普通 函数 微分 性 质 相 似 的 ， 它 们 前 证 期 廊 法 也 几乎 和 和 微 积 分 中 
前 证 明 相仿 ， 今 赂 证 如 下 ， 

“人 当 %=0 时 ， 从 定义 容易 直接 证 明 产 (ws，0) 一 0， 从 而 
(7.3) 成 立 ， 当 和 % 关 0 时 ,出 于 
Let — fiw) A et hw mC (7.9) 


其 中 N= 4h, 两 过 到家 了 (存在 大 证 曙 - 边 极 限 世 


在 在 ), 即 得 (7 .3). 
| 国定 入 和 ww 用 随 (z, 和 2) 作为 户 再 次 对 9 利用 (7.8)， 就 得 - 
5 过. 
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(3) 视 g( 和 ==J (3 二 20) 为 NE LD, 4 上 普通 半数 ,因为 
OT _ Tw Ht Tw +m) 
记 大 


WAC —J (wt hn) 
天 p 


人 钮 于 假设 J 在 点 % 十 处 沿 名 方向 旺 9~ 可 微 的 ， 所 以 yr00 和 椒 
在 , 并且 
9 =lim 了 2 用 二 ge (wt ww (7.10) 


对 gt 和 ) 利 用 平均 值 公式 , 并 注意 到 g 0) 一 J 人 w), g (DD) 一 了 Cz 十 站， 
立 妇 得 到 爷 .二 
同样 ， 当 J 是 二 次 可 微 时 ,#0) 存在 冰 利 及 g() 的 
Taylor 公式 就 得 到 人 7 .全 . 
(由 任 取 玉 EY*, 作 
了 (的 一 《Fo >, C7.11) 
这 里 C72),， 9 一 六 CfC8))， 由 于 了 在 点 # 二 和 CAE [0， 匡 ) 处 洛 
妇 方 疝 可 微 ， 易 知 了 {tw) 也 在 点 了 十) 人 2E 各 41) 处 沿 冯 方向 可 
徽 , 并 且 他 二 NO 一 < 了 (Cw 十 和) >， 特 别 。 当世 给 定 后 , 必 
存在 六 EY', |y" 有 一 4, 使 得 
hfs- —F | =<F (e+ 一 Fo， 2 > 
一 了 人 十 好 — wm). 
出 (7. 包 ,在 在 8E€ [D0, ,使 
站 十 二 FD = etou, WD = C+, > 
<|f (s+ ol, 


即 他 .7 或 立 ， 

同样 可 证 他 .8) 成立， 证 毕 , 

类 似 子 普通 通 数 在 一 定 条 件 下 求 偏 导数 的 顺序 可 以 交换 ， 我 
们 也 有 如 下 定理 ， 

定理 设 Banach 空间 了 上 滩 函 J 在 开 集 0 的 任何 一 点 2 
处 是 沿 任何 如 vE 脏 的 方向 二 阶 G- 可 徽 的 ， 如 果 J"(%, 内 
关于 jE0, 4 是 三 元 连续 的 , 那 末 必 有 
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J (gp, 有 人 一 (7 .12) 
证 明 ”用 类 似 普 通 函 数 的 证 明 方 法 来 证 期 . 令 
Dug—J rrou Bo Tetow— J (rpBe) itr), 
FO = Yio 一 本 
《不 妨 设 mW moa 二 ot 二 B29EO), 因 此 Dug 一 了 (wi Bo 一 Fw， 
沿 平 均值 公式 
Dag—f wh OB Be), HE (0, 1), 
2h Dee— (wat dr, Bo — wi By, Bw). 
再 次 应 用 平均 秆 公式 ， 
Deg—Jd "(vt Bu Oau, Byv, ou) . - 
= Bm +, b, UY, ,Oa€ 0, 1). 


(7 .13) 
内 类似 的 方法 又 可 得 到 
Dosa—aBT "(et OB to, YW, Wh, HED0, 1), 
C7 .14) 


令 BB 一 0, 由 (7.13)、(7.14), 就 得 到 C7 ,起 )， 证 毕 . 
定义 设 J 是 Banaeh 空间 防 上 和 9- 可 微 的 泛 疯 ， 如果 J 在 
点 和 处 对 -导数 存在 ( 即 六 km 记 是 的 连续 线性 泛 鲨 )， 换 言 之 ， 
存在 去" 上 堆 一 的 向 量 , 记 为 grad rz)， 使 得 
J 8, WU, Eradd (Ww)>, VET, (7 .415) 
称 grad fm 为 了 在 2 点 的 梯度 .今后 常 简 记 gad(g 为 (oh} 
或 8(m), 称 “grad” 是 梯度 算 子 . 
| grad， 了 与 一定” 
如 果 了 是 二 次 G- 可 微 的 ,并 且 tm 9) 关于 & 2 是 连续 双 线 
性 泛 函 , 即 存在 只 一 的 有 界线 人 性 筑 子 妃 ( 四 :到 -> 屯 ", 使 得 
Ja Ho) = Lu, Hr) wy, | (7.16) 
称 瑟 (zw) 是 J 了 症 点 8 处 的 Hesse 算 子 , 常 记 Hs) | (0). 
系 设 J 了 是 Banach 空间 玉 上 的 泛 函 . 
{ 如 时 于 在 同 子 集 可 中 每 点 楷 度 存在 ， 并 且 均 名 有 界 ， 那 
末 存 在 常数 如, 使 得 


本 


S7 《和 非 线 注 ) 汉 函 极 值 . SAS 
[Te — Ta) | He, %, w' EU., (7 .17) 
(2) 如 黑 本 在 开 集 0 中 每 点 4% 处 沿 任 何 灵 9 方向 是 二 次 9- 
可 微 的 , 并且 J"(w, ww 切 关于 ww.v 是 连续 的 ,关于 纪 o 是 线性 
的 , 那 末 7 的 Hesse 算 子 吾 (o) 是 对 称 的 , 即 


<u, Hie = Hwy, % YETF. C7.18) 
“ 证明 们 利用 如 的 凸 性 和 平均 值 公式 ， 对 任何 %， “ED, 
存在 6E(0, 二 ,使 得 、 


|7 (一 Ge 一 | 了 (二 人 一 人 2 —%)| 
一 | 人 2 一 为 (s+O(s —2))>| 
HI: zl, 
其 中 了 到 一 sg 了 Cw)1, 这 就 是 说 , (7 .17) 成 立 ， 一 


(2) 仿 Hilbert 空间 上 有 界 双 线性 泛 函 必 是 有 界线 性 算 子 导 
出 的 双 线性 泛 函 的 证 明 , 同样 可 以 证 明 在 (2) 的 假设 下 ,Hesse 算 
子 互 (%) 对 0 中 每 点 = 都 存在 。 再 利用 定理 2 立即 知道 (7.18) 
成 立 ， 证 毕 . 

3. 凸 函数 

定义 设 了 是 Banach 空间 蕊 上 的 泛 函 ,如 果 对 任何 wm 2'E 


TET ET OT TN), DEO, 1) 
(7.19) 
那 末 称 J 是 于 上 本 十 数 [ 注 ， 如 果 对 2 天 jw . 信 .19) 是 严格 前 不 等 
式 , 孝 末 称 了 是 严格 凸 孙 数 ， 
定理 3 设 少 是 Banach 空间 了 上 的 泛 示 ， 并 且 是 斑 上 GG- 
避 微 的 . 
(1) 了 在 二 上 是 凸 的 人 或 严格 凸 的 ) 充 要 条 件 是 
dan), gs), wwER (7.20) 
(或 J YT (8 Wd), ww , 


ia] 鱼 有 人 秘 为 凸 旗 男 ， 本 书 中 为 了 与 第 四 章 8 的 让 放 困 概念 区 别 起 兄 。 于 
了 了 “区 执 ” 
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(2 如 果 v 了 在 斑 上 是 西 的 ， 并 且 在 王 中 的 每 点 部 和 有 梯度 ， 
那 末 .了 必 是 下 半 连 续 的 。 

《383) 加 果 Y (ze， 2 对 和 企 何 z uc 区 存在 ， 并 志和 
20220. 或 >>0)， 那 未 是 凸 的 (或 严格 凸 的 )， -。 
人 井 即 果 了 在 互 上 梯 订 存在， 并 凹 对 任何 ww “SA， 有 
te 友信 之 0, 那 来 了 必 下 半 连 续 . 

证 明 (DD 必 村 性 国光 了 是 西光 , 即 必 ， 19) 成 立 ， 由 .19) 
立即 得 到 | 

J (8, 2 一人) = lim 


SI) TE), 


Jib 0)) 8) 
如 


(7 .20) 成 立 ， 
充分 性 ”两 次 诬 用 于 件 他 ,20) ,得 到 
dm) {ws wi 0m}, 0 — £2), } 
J TIGHTOG +I HO 0), (1 —o)). 
(7.21) 
分 别 乘 上 、 下 两 式 以 二- 且 和 和 #8 后 相 加 ,注意 到 定理 工 的 (3), 立 
即 得 到 
GOTH HO YT mH £)), OE (0, 1), 
对 村 严格 由 的 情况 ， 充 分 性 的 证 明和 客 全 英 似 可 得 . 再 证 必 竖 
性 : 由 于 


J (2) — > Tot 2 ee) ; 


(of 一 (0 > 人 —J (2) 


{8, %,— wy). 
(2) 由 于 J 的 生性 和 梯度 的 在 奏 性 , 可 得 
wo 人) 十 or 人 一) 
ow, Fey, 《7 .22) 
由 此 可 知 了 是 下 半 连 续 的 . 


$ 7 (E 线 休 ) 泛 函 极 估 ods 


{3) 利用 faylor 展开 
Tw mt sy, wo—w) 


vt), 0'—%, wo),0€ (0, 1). 


(‘7.39) 
由 假设 , J">0, 从 个 .283) 可 知 J 满足 他 .20), 所 以 J 是 囊 芍 . 
对 于 严格 凸 的 情况 可 类 似 地 证 得 . 
(4) 由 名、(3) 可 知 (的 是 显然 的 ， 证 毕 ， 
. 双 ， 泛 函 极 小 的 存在 定理 
定义 设 了 是 Banach 空间 及 上 的 泛 范 ,是 及 的 子 集 ， 
部 果 zoED, 并 且 存 在 加 的 邻 域 O(ao)， 使 得 
J a0) ET Ca), gEU MNO), (7.24) 
收 末 称 四 是 了 在 万 中 的 局 部 报 小 点 ,weo 是 了 在 U 的 局 部 家 
小 值 . 如 果 
J vo) Ed (8), wEU, (7 .25) 
那 末 称 mm 是 了 在 也 中 的 绝对 报 小 志 ，vfao 是 存 了 的 结对 视 
小 值 ， 
下 面 是 极 小 值 存在 的 基本 定理 . 
定理 和 设 玉 是 自 反 Banach 空间 ,J 是 世上 的 弱 下 半 连 
伟 泛 郴 ， 
AD 如 果 世 是 玉 的 有 界 弱 内 村 集 [ 注 ， 那 未 J 在 如 中 至 少 
有 一 个 绝对 极 小 慎 .- . 
(2) 如 果 limJ(z) 二 十， 屠 末 了 在 下 中 至 少 有 一 个 绝对 
极 小 值 . 
证 明 (ll) 令 了 是 了 在 扣 中 的 下 确 界 ， 取 fatc 忆 是 了 的 
极 小 化 序列 , 即 
一 lm J (en) 一 
[ 注 ] 这 里 " 弱 闵 ”可 拓 解 为 按 弱 拓扑 ( 见 第 王 意 $3 的 第 七 小 节 ) 的 阅 全 ， 也 可 理 


解 汶 下 列 意 忱 下 的 闭 梨 ， 邯 如 中 杆 何 弱 收 合 的 点 列 {sw} 汐 弱 极限 5 仍 在 
下 ， 参 见 第 五 或 3 习题 了 。 


4 第 六 这 ,Hitb3xt 空 生 的 几 条 学 


因为 互 是 自 反 和 的 ，fw} 是 有 界 序列 ， 因 而 fo 必 有 弱 收 伍 的 子 
序列 (不 妨 设 为 {2.} 本 身 ), 记 它 的 弱 概 限 为 m， 

因为 可 总 弱 朵 的 ,所 议 zoED, 又 因为 J 是 弱 下 半 连 续 的 ,所 
中 

“Ie (ro) lim J (on) Ll, 

由 此 可 知 sw 是 了 在 口中 前 绝对 极 小 点 ， 

(2) 仍 用 1 表示 J 了 在 中 的 下 确 界 ， 根据 (2) 的 假设 , 存在 
Po， 当 EE To 时， 

TIM 他 .26) 

到 可 ={s||w1 志 7o}， 因 为 空间 下 是 自 反 的 , 记 以 可 是 斑 的 有 界 
阴 闭 子 集 , 由 介 可 知 必 有 zuE0, 使 得 了 (v0) 汪 b， 即 加 是 乱 对 极 
小 点 .证 毕 ， . 

定理 上 设 0O 是 Banach 空间 于 上 的 开 集 ,了 是 于 上 的 泛 
(D 设 % 是 J 在 0 中 的 局 部 极 小 点 ， 邵 果 本 是 9- 可 微 的 、 

dp, 2 一 0 wtE TFT. (7 .27) 

(2) 如 果 少 是 是 的 ,上 且 是 一 次 GG- 可 微 的 , 那 末 
(i) 局 部 极 小 点 就 是 在 对 上 的 绝对 极 小 点 
(让) zo 是 了 在 于 上 绝对 极 小 点 的 充 要 条 件 是 对 任何 zc 
EE, (wo, Wl 一 间 . 

Gi》 当 J 了 是 严格 是 时 , 绝对 极 小 点 是 唯一 的 . 

证明 (1) 因 汐 wo 是 了 在 0 中 的 局 部 极 小 点 , 招 以 存在 : wy 

的 邻 域 Ofeo), 使 得 


Ts) Ts), acEOROGo)， |， (7.28) 
从 而 对 任何 世 存在 加 沼 | 有 过 加 时 zo 有 ONOCw0),: 即 


J m0) Ed pot he. (7 .20) 
令 有 >0, 有 >0, 由 (7.29)， 


Ta im Ta 一 Ta so, .0 


§7 ( 非 线 性 } 话 画 极 此 B47 

:在 人 ,30) 中 将 名 换 成 一 由 也 应 有 一 fo 办 一 J (go， 一 贡 守 0， 
即 .rr(ao, 坟 所 0, 从 而 7,97) 成立. 
(2) (i) 由 于 J 是 同 的 ,所 以 


TO Cw) FT (a0, g— 20), ET. 7.81) 
如 果 zo 是 J 的 一 个 局 部 极 小 点 ,由 (DD, (wo sw 一 wo0) 一 0， 从 而 
mo 是 本 的 绝对 极 涉 点 ， 


《下 ) 必要 性 册 地) 政 得 . 充分 | 往 的 证 明和 (的 证 明 相同 . 
(i) 训 地 有 zo, zr， mo 天 wi 并且 : 
ao 一 ODS 人 三 

由 严格 同性 ， J (ED > (ro) {go, Fi — wo), : 
六 为 zo、 中 痢 是 绝对 级 小 点 ,所 由 (zo, zr 一 20) 一 (co 一 2 
一 0 从 而 (ou 之 J (wo), 这 与 假设 (201) 一 (ao) 相 了 矛盾 ， 记 以 
六 0 一 光 1. 证 些 ， 

定理 名 设 于 是 自 反 的 Banach 空间 , 泛 函 六 在 肚 上 9- 导 
数 存 在 ,并 且 了 前 二 次 6- 微 分 (Co 4 2) 满嘴 


To, Wj Fu)), suET, (7.32) 
其 中 , 了 (9) 是 (0，oo) 上 非 灸 的 实 值 画 数 , 并 生 
lmF OY=o, (7.88) 


那 未 了 在 卫 中 至 少 有 一 个 绝对 家 小 点 。 进一步， 如 果 六 () 在 
0，eo) 上 是 正 值 孙 数 , 那 未 了 的 极 小 点 是 唯一 的 ， 

证 明 ”根据 定理 3 的 (3), 由 条件 (7.28), 可 知 了 是 于 上 的 
同 函 数 ， 如 内耳 提 在 40， co) 上 是 正 值 浮 数 ， 那 未 还 是 芋 上 
严格 凸 函 数 ， 

因为 v 是 凸 的 , 了 在 总 上 邓 - 导数 存在 ， 从 定理 3 的 (2) 可知 
.< 是 险 下 半 连 续 揭 . 

起 据 Taylor 公式 ， 

\ wa -00) 二 0， 四 十 二 J" (0%, vw), (7.34) 


由 于 G- 导 数 谊 在 , 所 以 存在 人 {>0， 全 和 
Lo I< M2), C7 .3 
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又 因为 人 7.32) 成 立 , 由 此 可 知 

To) 70) 一 lo 二 要 [zlzdlel)，oE 工 《7.86》 
具 而 Hm (二 一 co， 


用 于] 一 o9 


启 定 理 生 的 (多 可 知 , 了 在 三 上 存在 绝对 极 小 点 . 

当 王 (的 在 (0，co) 上 是正 值 函数 时 , y 是 严 赂 本 的 , 由 定理 多 
(2 中 的 (ii, 极 小 点 是 玲 一 的 证 嵌 . 

在 实际 应 用 中 ，( 办 经 常 是 取 为 玉 ( 科 一 ot (te 之 0) 的 形式 . 

占 ， 应 用 

例 1 设 台 大 可 "中 开 集 ， 互 古 Coborea 空间 WCQ)， 引入. 
ECG) 上 内 各 


(Go 办) = Cw, W) + OD, Do)， C7.37)， 
其 中 Des- 他 是 甘于 mG6 一 1， 2,…, 内 的 广义 导数 ， 
(26, Y) -| (mw) vw) dw. 他 .88)， 
由 《*，*)、《《*,“)) 导出 3(Q) 上 的 范 数 分 别 用 上 上 "中 表示 . 
今 . 


全 


T(o) 一 末 lo 一 (Po FELQ, m), G.a9)- 
容易 直接 验证 下 面 两 式 成 立 ; 
J Cm, 2 一 《fa， 芭 ) 一 Cf, Ww), 
Ce WC, WD), 
显然 了 满足 定理 6 中 所 假设 的 条 件 (定理 6 中 的 了 提现 在 取 涯 
PU) =0). | 
往 据 定理 5. 6, 泛 阔 了 有 唯一 的 绝对 极 小 点 zo， 也 就 是 有 尘 
足 
J’ (mo, w=0, HUE 有， (Ff .40) 
的 唯一 解 ， 显 然 , (7 .40) 等 价 于 
《Go 从 ) =(f, WD，uE ZT, 7.41> 


7 《 非 线性 ) 运 函 坡 伟 69" 
而 方程 (7 .41) 又 等 价 于 
p23 [| Duoopuxaa 二 | voudr— |, fudw, uETE, (7.49) 
如 果 xo 具有 足够 的 光滑 性 , (7 .4 和) 经 分 部 积分 ,化 成 
|, (一 4oo+zojxdz 二 | 。 2 uda 一 | juds, (YF.49) 


其 中 89 是 9 的 境界 ，- 信 2 是 mm 对 0 的 外 法 向 导数 ，do 是 曲 : 


阿 2 上 面积 光 ， , 与 (7.43) 等 价 的 微分 形式 就 是 
[这 a, 在 吕 中 ， 
1 Ban os (7.44) 
届 计 =0, 在 802 下, 
即 we 是 Neumann 站 是 的 和 


例 2 设 品 下 用 四 等 部 例 工 取 于 一 WO) 由, 
中 ) 和 泛 画 


(= 于 lzle+ 开 子 (oa 2 一 【六 2), vwET. (7 .45) 


车 | = 上 | 十 《2 2 ) 作为 了 驰 上 的 范 数 . 
显然 
T's, WD = (8 DF D+ W, 
. Tw, HU, = Cu WT, wD), 
由 此 可 知 了 是 严格 凸 、 弱 下 半 连 续 的 ,并且 
‘lim (一 十 co， 《了 .47 
所 以 了 有 了 唯一 的 极 小 点 2o， 即 
> | DimoDauz+|。 ow 十 | Fou AT = jf dw, 


(7 .48) 
当 ao 充分 光 清 时 , 用 分 部 积分 , 便 知 道上 式 的 微分 形式 是 
| 在 如 中 ， 


{7 .40) 


Bo - , (7.49) 
B=0, 在 29 上. 
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- 例 工 鲍 2 既 说 明 求 革 些 泛 函 的 航 沙 点 可 化 为 微分 方程 竟 孙 
解 ,当然 可 以 反 过 来 , 即 某 些 微分 方程 的 求解 问题 可 以 化 成 相应 的 
泛 函 的 极 介 问题. 近来 由 于 计算 机 的 有 效应 用 , 许多 具体 的 微分 
方程 近似 解 的 问题 , 都 经 党 化 或 求 泛 函 的 极 值 问题 。 所 谓 用 有 限 
这 方法 求 向 分 方程 近似 解 就 是 竺 于 这 个 思想 . 

6. 求 极 值 点 的 方法 

对 于 给 定 的 一 个 泛 画 , 如 何 具 体 求 出 它 的 极 小 点 ,显然 这 与 所 
给 泛 函 的 特性 有 关 , 并 不 存在 一 个 求解 过 程 , 它 对 一 切 泛 兽 者 是 普 
遍 有 效 的 ,特别 是 从 求解 过 程 的 收 化 速度 来 大 更 是 如 此 . 这 里 不 可 
能 讨论 各 种 各 样 的 具体 求 伺 过 程 ， 仅 就 最 一 般 的 原则 作 一 简介 . 

设 v 是 Banach 窑 闻 卫 上 的 泛 请, 要 求 出 J 的 极 小 点 zo 

J (mo) JR) wT. (7.50) 
通常 总 是 构造 出 工 中 适当 的 点 列 {sw}, 使 得 如 按 强 、 弱 拓扑 收 
敏 于 一 点 mo, 然后 利用 J 了 的 连续 性 证 明 m 适合 (7.50)， 

构造 序列 {wo} 移 原 则 , 通常 是 适当 选取 初始 近似 m, 然后 按 

村 来 ， ， 


Tc) ET mn), n=0, 1, 2, ee (7.51) 
依次 取出 m4、 wo、…。 当然 ， 这 里 假设 v 是 有 下 界 的 。 此 时 ， 由 
(7.5 人 可 世人 保 证 Bm J (en) 存在 . 

如 何 由 第 % 次 近似 mw 作 第 %w+ 工 次 近似 zwyz9 一 般 说 来 ， 以 
(oo 一 J 了 Const) 越 大 越 好 ， 如 记 oss 一 ws 十 pon(@s EX | ol 一 
1 p>>0)， 显 然 ， 问 题 等 价 于 在 芋 中 选择 一 个 方向 ws。 使 了 从 
.zo 出 发 沿 这 个 方向 下 降 最 快 。 如 果 了 '(w， 习 存在 , 由 Tayior 公 
式 ， 

T tna) Te) + po (ao 000) + ee, (7 .52) 
可 见 ， 应 选择 @,， 使 得 J (ws，oow) <0， 并 且 (ww，won) 越 接近 
,加 (mw。 0) 越 好 ， 如 果 找 不 到 适合 六 (zo, on) <0 的 ww 因为 


-af (Cay, = 一 oo) ,可知 对 任何 EE, J (vw) 一 0. 
当 v 是 凸 冰 数 时 ,， ,本身 就 可 能 是 了 的 极 小 点 . 


“7 “( 韭 线性] 汉 熙 可 介 651 


在 一 般 情况 下 ,由 于 Innv Gew) 存在 , 从 性 -到 ) 可 知 , 有 可 能 得 


到 - 
Tim pow, om =0. (7.58) 
再 适当 选择 {pw}, 由 上 式 可 以 推 得 
Bm, omy-0 (7.54) 
一 般 说 来 , 选择 {cw} 要 使 得 {2.} 能 强 或 弱 收敛 于 mm， 并 能 保证 
To 办 =0，vE 蕊 (7.55) 


最 后 再 利用 (7 .55) 和 J 了 的 某 些 假设 ,验证 (7.50) 是否 成 立 .，. 

固 方 向 选择 方法 不 同 , 而 有 榜 谋 法 、 共 范 梯度 法 , 辅助 算 子 
法 等 等 ,此 外 还 有 主要 用 于 Hilbert 空间 上 的 压缩 算 子 方法 (其 中 
包括 Jacobi 方法 ，Gaass-geidel 方法 和 松弛 法 等 ) 以 芒 Newton 
方法 等 ,可 参看 有 关 书 籍 . 


可 题 


i. 设立 、 了 是 两 个 Banaoa 空间 ， 是 工 到 了 的 算 邓 如果 对 人行 个 “6 
lim 这 wt) fF Cpl 


lh 一 


称 闻 fo 是 了 在 点 多 外 的 Fréchet 导 禾 ,简称 洁 了- 导数， 又 称 户 (2 是 了 在 
点 工 洛 站 方向 的 下 - 答 分 ， 。 
证 上 明 : 《如果 了 的 了 微分 存在 , 那 末 必 也 存在 微分 , .并且 两 省 相 


等 . 
”如果 了 在 wo 的 某 个 环境 Ofze)y 中 拇 点 # 语 任 向 方向 WE 证 是 Q- 可 
徽 芍 ， 并 且 8- 微分 天 (vw, 中 对 等 个 zEDGzo 是 中 的 连续 线性 算 子 ， 对 任何 
2 TD, WY Oo) 中 关于 连续 ， 屠 床 了 尾 症 2 点 五 -可 微 . 
， 设 了 是 Er 上 的 足够 光滑 的 函数 , 斌 求 出 了 的 一 院 险 、 二 阶 、 三 阶 9- 微 . 
为 和 0 导数 . 
3, 设 互 是 开 ilpert 室 间 , 丸 是 豆 上 有 界线 性 算 子 ， 8E, 求 出 下 
浅 吾 到 互 的 算 芋 


fl Ar+ tw, DFC, Tg 
前 一 阶 ,二 阶 、 三 院 、 四 汶 的 -微分 和 -导数 . 


第 七 章 ”线性 算 子 谱 论 
§1 线性 算 子 的 正则 集 与 庶 ， 


各 类 线性 方程 (如 代数 方程 .微分 方程 .积分 方程 , 变 分 方程 以 
六 微分 -积分 方程 等 等 ) 求 解 问题 的 研究 以 及 经 典 和 时 本物 更 研究 
欧 需 要 产生 了 一 般 的 线性 算 子 谱 论 。 它 已 经 取得 丰富 而 深入 的 成 
果 ; 并 被 广泛 而 成 功 地 应 用 到 数学 ,物理 和 有 关 芥 领域 ， 肖 从 泛 男 
分 析 的 出 现 , 它 一 直 就 是 , 并 且 至 今 价 然 是 一 个 中 心 课题 .本章 只 
能 对 它 最 基础 的 部 分 作 一 扼要 介绍 . 

在 谱 论 中 , 一 般 总 假定 空间 是 复 的 . 

1. 正 册 点 与 庶 点 

定 久 ” 设 互 是 复 的 赋 范 线性 空间 ，4 是 下 中 前 线性 算 子 ， 
多 (4) 是 它 的 定义 域 ，XEC， 如 果 算 子 4 一 XF 是 正则 的 ， 那 末 称 
入 基 和 4 的 正则 点 .44 的 正则 点 爹 体 记 为 pCA4), 称 pl4) 是 4 的 正则 
集 , 当 和 Ep(t4) 时 ， 称 (4 一 XD 是 4 前 订 解 扯 子 , 常 记 汶 RC 
为 , 冰 是 4 正则 点 的 数 入 称 为 和 4 的 谱 点 ,4 的 谱 点 爹 体 记 为 ol4)， 
称 ef(4) 是 4 的 谱 集 ,或 简称 为 话 . 

正则 集 也 可 称 做 穆 解 集 ， 

显然 , 从 定义 可 知 oC4) Up(4) 一 C, old) p(t4) 一 和 

从 方程 

(A—AI)s—Yy . (1.1) 

求解 问题 的 角度 来 看 , 4 的 正则 点 、 谱 点 的 意义 如 下 ， 

(0) 如 果 和 Ept4), 闭 末 (4 一 7)-! 就 是 定义 在 全 空间 荆 上 
药 有 界线 性 算 子 。 这 等 省 于 代 . 全 对 任何 YE 下， 有 叭 … 熊 

wo AAT ly, 

而 且 当 xy 时 ， 解 2 一 (4 一 Dw 玉 解 $=(4 一 MT)- 坟 ( 即 
解 “ 连 续 地 依赖 于 自由 项 力 ， 


针线 狂 算 子 的 正则 集 与 诺 #53 
(2) 当 和 Eo(4) 时 ,方程 入 .1) 的 可 解 性 以 及 解 的 情况 非常 复 
杂 , 可 分 下 列 三 种 情况 . 
(i) 相应 于 民 .1) 的 齐 次 方程 


(CA4—hT)r—0 {1.27 
有 非 零 解 , 即 存在 mw 天 0, 使 得 : 
(4 一 XT)ao 一 0， (1.8) 


这 时 , 称 和 是 和 4 的 将 征 什 ,zo 是 租 应 于 % 的 4 的 将 征 向 量 ， 相 应 
于 和 的 4 的 特征 向 量 全 体 所 张 成 的 线性 子 空 间 记 为 名 (人 4, 显 
然 ,BP,(4) 是 线性 子 空间 , 称 B,C4) 是 相应 于 入 的 4 的 特征 子 空间 . 

各 的 特征 什 爹 体 记 为 cp(4), 称 we(4) 是 点 说 

当 4 是 玉 上 有 界线 性 算 子 时 , B,(4) 是 闭 线 性 子 空间 ， 称 
dim (4) 是 特征 值 % 的 重复 度 . 

显然 , 当 和 Cop(4) 时 , 如 果 对 某 个 yE 三 ,方程 人 .1 有 解 6 
那 末 相应 于 y 的 通 解 是 zs 二 so， 其 中 zo 是 配 (4) 中 任 一 向 量 . 

Ge of 一 op(4)， 然 而 名 (4 一 TD) 互 这 时 ， 
(4 一》 站 虽 是 单身 ,但 人 (C4 一 XT) 二 耳 ， 它 等 价 于 齐 次 方程 
入.2) 昌 没有 非 零 解 , 但 方程 入.1) 不 是 对 任何 yE 了 都 可 解 . 

6Gi 和 Eu 人 Gd) 一 oo (4), 并 且 训 (4 一 XT) 一 卫 ， 然 而 
(4 一 7)1 并 不 是 有 界 的 , 它 等 价 于 (1,) 昌 对 任何 yE 肝 ， 有 叭 
一 解 r， 但 “并 不 连续 地 依赖 于 y. 

记 oot4) 一 054) 一 gpt4), 称 aet4) 是 4 的 连续 详 . 

显然 , 当 下 是 Banach 空间 , 4E 妇 ( 芒 忆 下) 时 , 由 道 算 于 宕 
理 可 知 (i 站 不 出 现 ， 

坊 外 ， 为 求解 性 的 需要 还 引入 一 些 其 它 详 的 板 念 。 例如 ， 当 
入 Eco) 时 , 如果 存在 {zo} (wsj 一 4， % 一 ,2,…), 使 得 

I lim CA—NI)s, —0, { 代 . 相 


称 % 尖 四 移 近似 谱 点 ,其 全 体 记 为 ot), 称 o6t4) 蚌 和 4 的 近似 
谱 ; 当 %*E ot) 时 , 如果 存 在 正 数 8, 使 得 
| (4 一 2 娓 2 SIs), ws EDLAY, 
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称 入 是 4 的 刺 祭 谱 点 , 其 金 体 记 汶 aiC4); 称 吕 (四 是 4 的 和 惠 祭 
谱 ， 

显然 , or (4) os(4) 一 $; 当 % Eo CAN, wo ET, (AY, Lz0) 
一 1, 恒 取 4 一 pg0(n 一 1，2,-…), 易 知 {vz,} 满足 入 .4), 从 而 

an-4)Ceafd). 

从 正则 点 和 特征 值 的 定义 , 易 知 有 下 列 性 质 . 

引 理 1 设 耻 是 复 研 范 线性 空间 ， 4E3( 卫 ->) (或 4 是 
- 瑟 上 秽 定 线性 算 子 ), 下 列 命 十 成 立 . 

(i 和 Ep(A4) 的 充 要 条 件 是 存在 常数 4, 方程 位 .了 不仅 对 一 
切 y€E 陡 , 有 解 mr， 而 且 jiveyi. 

(iD hEos( 少 的 充 要 委 件 是 4 一 XT 是 单 射 ， 当 AEcp() 并 
县 dim 天 <co 时 ,EpCA). 

《iiit》 如 时 妇 (4 一 XT) 是 闭 的 ， 那 未 ,对 于 yE€E 及 ， 红 .可 解 
药 充 要 条 件 是 y 与 共 示 齐 次 方程 

(A*—NI)F=0 .DD) 

-的 一 切 非 等 解 了 直 交 ( 即 f(y) 一 0)， 

(iv) 2%Ecoos(4)， 对 于 某 个 yE 支 ， 人 过 .有 解 m 那 末 相 诺 
于 yy 的 通 解 是 -a0,， wo 站 ,CA4), 

证 明 ”人 必要 性 是 显然 的 , 并 且 可 取 % 一 (4 一 XT)- 

充分 性 ”显然 ， 由 假设 条 件 可 知 4 一 MI 是 满 英 ， 现 再 证 
4 一 是 单 射 ， 事 实 上 上， 如果 对 某 个 yE 瑟 ， 存 在 由、am, 使 得 
(4 一 7) 一 yg 一 1 人), 从 而 (4 一 AT) (m1 一 v2) 一 0， 因 此 

le mt0! =0, 
邯 (4 一 和 了) 是 单 射 , 共 而 (4 一 AT) 习 存在， 再 由 假设 又 得 到 
CAAD ymlyl 

对 任何 YE 及 成 立 ， 从 而 和 A 和 EpCA)， 

《in 显然 , Ecos( 少 等 价 于 A 一 AT 是 单 射 ， 

当 和 Egptd) 时 , 4 一 AT 是 单 射 , 从 而 4 一 并 将 一 组 线性 无 
关 向 量 映 射 成 线性 无 关 的 ， 如果 dim 下 一 4 过 oo, 那 求 4 一 AI 将 
-天 的 线性 基 61、…. 6。 映 成 线性 基 ， 从 而 4 一 和 7 是 注射 。 这 样 ， 


和 1 线性 算 字 的 正则 集 与 潜 85 
(有 4 一 A7) 1 是 定义 在 整个 焉 的 ， 但 有 限 维 空间 上 任何 线性 算 子 都 
连续 ,所 以 和 EpCA)， 
ji 显然 ， 对 和 企 何 ) 方程 忆 .1) 可 解 的 充 要 条 性 是 yy€ 
庄 (4 一 A1)。 根据 第 王 章 $8 定理 3 的 ( 引 ( 当 4 是 稠 定 算 子 时， 
报 控 第 五 章 83 定理 10 的 (7))， 
=A dADND+N 匡 ， 
所 以 人 ii 看 立 . 
(iv) 显然 的 . 证 毕 . 
当 也 是 复 内 积 空间 时 , 引 理 1 中 除 叶 . 态 要 换 威 ” 
(A*— FTI)fF-0 位 .7 
外 ,其余 一 切 结 论 仍 然 成 立 . 
线性 算 子 谱 论 的 基本 课题 是 给 出 正则 点 时 的 缠 解 算 子 ;给 出 
算 子 4 的 谱 的 分 布 .分 类 、 鱼 构 以 及 它们 和 空间 下 中 的 向 量 之 阿 
的 联系 . : 
a， 例 
例 1 设 蕊 是 复 m 维 线性 空间 ,4 是 下 上 的 线性 算 子 ， 在 工 
的 基 6 下 , 碳 相应 于 阵 teww) ;如果 记 


村 和 一 殷 | Db, YY Tye,, 
那 示 yy 一 -doe 方程 针 . 助 就 是 线性 方程 组 
Sa -和 ogg pl, 2, (1.6) 


其 中 mo 一 加 sw， 天 此 , Eop(4) 的 充 要 菜 件 是 入 是 阵 (ow) 的 
特征 值 ， 而 % 的 重复 度 就 是 线性 方程 组 (6) 的 线性 独立 的 最 大 
解 组 中 利 的 个 数 。 如 果 系 数 阵 (ew 一 28,w) 的 秩 为 R 一 r， 屠 末 重 复 
区 就 是 了 

例 2 设 广 是 ( 复 )0T0, 11, 多 (4) = 人 EC 1 f(0》 
D0) 一 CD 定义 多 (4) 一 六 的 微分 算 子 4 如 下 ， 

世 了 一 一 4 和 多 (4 

由 于 微分 方程 -sr 一 xm 的 通 解 是 


4 
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EI x NE- Bsin /有 £, | (1.7) 
当 刀 天 (2nm)2 中 一 0， 主 工 “… 于， 上述 通 和 解 中 除 恒 为 0 的 画 
数 处 , 木 可 能 有 0 i 《29rp) 2 nm—0, 土 1, 土 2,.…: 
时 ,上述 通 解 都 在 多 C4) 中， 因此 ,4 具有 特征 值 (237wr)*, n=0， 
士 T， 士 3，…， 诉 与 谷 2 相应 的 特征 子 空间 具有 尖 cos 3 Ht 
‘Sin 2 nmf. | 
例 8 设 王 荐 ( 复 ;O[ 一 1, 1]， 
寓 (4) = {ff" EC 一 1, 1 
定义 罗 (4) -一 开 的 算 子 4 站 下 ， 
Az=[(F 1 weEDCA),; 
其 中 上 是 函数 zx 人 有 揭 自 变数 ， 由 二 人 人 各 理 论 易 知 方程 
FF 要 一 了 2 一 
当头 ”fa 十 二 时 , 没有 一 六 连续 可 大 的 下 公用 而 当 
和 =n(% 二 1) 
' 竺 , 上 述 方程 解 必 为 Ee 多 项 式 ) 


“的 一 TD 


欧 常 数 做、 因此 os(4) 一 各 全 二 了 1n 一 1，2,…}, 相 庶 于 na-Fd) 
的 特征 向 量 , 除 常数 因子 外 是 Legende 多 项 式 . 

例 生 设 互 是 ( 复 ) IL2(0, 00), BiA) 一 {ffETY, 了 " 全 工 ]， 
作 急 (4) 一 并 的 算 子 4 如下， 

了 和 一 人 4) 

由 于 or" 一 ie 的 通 解 为 z( 引 一 Ciem-HOse-H 这 种 函数 属于 BA) 
的 充 要 条 件 是 (i) Re 汪 0，OQ4 一 0, 或 Rek<0 05=0 ”内 六 和 E 
Gs(A4) 的 充 要 条 件 是 入 = 可 ,Reh 关 0, 即 入 不 是 堆 或 负数 , 而 相应 
的 特征 向 量 形 如 


(有 一 ev Revh <0, 
国 而 重复 麻 是 十 
此 便 说 明 算 子 的 点 谱 可 以 是 区 域 , 
例 8 设 革 是 复 CEa, 61, 作 算 子 4 吉 下 ， 


8 1 线 注 几 子 的 正 莉 集 与 漠 657 ， 
CA) OD =| oar, ol) Eo, 可 

从 方程 | . . 
{sar -0), z(t) EO Le. D1, .8) 
答 易 看 出 ; 对 任何 和 %， 红 . 中 只 有 等 解 , 折 以 oy; 一 由 

例 6 设 政 是 复 Of6, 0], 玉 (8, 人 是 sb, at 上 一 
元 连续 丽 数 ， 作 算 子 4 如 下 

CAD (={ Kls, bc 的 5 lt) EO, 可， 
那 末 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 积分 方程 
Xm (8) -| EGC, 区 af 四 时 =0 .9 


具有 非 零 解 。 如果 下 (8, 形 如 总 记 (9)9,( 提 《此 时 , 称 及 (3, 如 


是 退 比 核 ) 而 且 户 …… 户 是 Ciw, 外 中 线 竹 无 关 组 。， 那 未 , 寻 . 另 
亿 成 


wT aed F010) 
当 %-0 时 ,se 人 是 特征 向 量 的 充 要 条 件 是 适合 
[grads—0, yl, 2, -nn, 
的 非 零 函数 ， 容 易 看 出 , 相应 本 特征 值 0 的 特征 子 空间 是 无 限 维 
的 ， 当 和 0 时 , (1.10) 的 解 必 可 表示 为 
az = Bf), GD 


此 时 再 代入 忆 .10), 利用 广 、…、 记 十 线 性 无 关 的 , 可 知 代 . 工 的 
解 中 欧 or( 见 入 .11)) 必 适合 线性 方程 组 


nt 3 
bar Gr FE A ho, 到 一 下， 2, …, 1, {1.12} 


、 国 而 当 % 关 0 时, %Eov( 直 的 充 要 条 件 是 入 是 方程 组 (4.13) 《ou、 


… 0 为 未 知 数 ) 的 特征 值 , 而 且 重 复 度 与 .12) 的 线性 独 计 最 大 
解 组 中 解 的 个 数 一 致 ， 这 时 , 如 要 求 出 特征 向 量 , 只要 求 出 (1.12》 
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让 不 今 为 零 的 ma、 mr 的 解 组 , 并 代入 (1) 即 可 . 

直 全 416 可见, 即使 公 考 嵌 算 子 的 点 谱 op, 也 由 于 算 玛 前 不 
辣 , 会 出 再 种 种 不 同 分 布 , 更 不 必 说 一 般 的 谱 的 分 布 了 .. 

例 7 设 马 是 复 C[e, 轨 , 作 算 子 4 如 下 ; 


CA) = tm, lf) EC, 要 (1.18) 
显然 , 当 和 E fa, 5] 对 ; 算 子 
(BDDC), sd EC[a, YW], (14) 


是 O[a, 相 卡 有 界线 性 算 学 ， 并 是 (4 一 ADB=B(4—%D) I, 


所 以 和 Epf4) ,并 由 (4 一 2 门 -一 吾 ， 
当 和 GE [a, 要 时 , 容易 在 O[a, 习 中 取 一 列 单 位 向 量 {o}，, 使 
得 当 ?>eo 时 ， 
[C4—ADal— max|(t— W(t) i->0, (1.15) 
这 样 , EosC4A}Cotd), 
例 8 设 斑 是 复 J[a, 如 x[e, 加)， p(w 拉 是 wwb, 
wo<y<b 上 勒 贝 格 可 测 术 数 , 作 算 子 
A; fo, 的 Fo PF, WD), fr, WEF, (16) 
CE 如 果 对 尾 代 >0, 集 {(w, Dipiw 让 一 O| < 过} 的 平面 
勒 贝 格 测 度 不 等 于 零 ， 称 如 是 的 本 质 值 , 岂 的 本 质 依 全体 记 为 
co) 例如 中 是 二 元 连续 函数 时 ,rr(o) 一 骂 (o))， 今 证 
af 一 Co)， 
当 XEce(g) 时 , 取 s 一 荆 (nl 2 …), 集 


、 也 -| | ps, D-4|< 圭 | 


具有 正 勒 贝 格 测度 , 在 互 中 取 单 位 向 量 ww, 的 , 但 要 满足 ( 显 


然 是 存在 的 ) 
wnt, y) =0, Cw, 及 EE,, 
从 而 


a 


$1 线性 算 子 的 正则 集 与 洪 659 


[| 


HA4—2De = ,low WD -hake, WJdo ey 


1 1 
< | fe, Dl dz dy 


即 入 E064A), 从 而 oc(g)CCos(4)Co(4). 
当 4Ec(g) 时 , 总 存在 荣 so>0, 使 得 集 
B={t%, Dope, HD —%| So} 
是 勘 贝 阁 零 集 .对 于 这 种 》， 作 算 子 


Bs fw, D> jw PD, fo, WD ET. 


1 
wv) 一 入 

对 于 (w, 失 E 力 ,修改 规定 0s- 一 元 的 信 等 于 零 , 昂 知 是 
于 上 有 界线 性 算 子 , 并且 (4 一 A1) BB(4 一 AT) 一 万 由 此 可 风 
ECCA). 

综合 上 述 结 果 ,得 到 oCp) 一 a (4) 0.(4). 

3. 和 耶 解 式 

为 讨论 随 解 算 子 , 首先 注意 两 个 最 基本 的 事实 ， 

(D 对 任何 数 @, 当 |e| < 工时 ， 


了 - bp a (4.17) 
(GD 设 {ga,} 是 一 王 数 ,如 时 
lim ~ asl <1, : (1.18) 


那 末 六 qs 绝对 收 伍 . 
将 上 述 事实 应 用 于 算 子 , 就 有 下 列 引 理 ， 
引 理 8 设 站 是 复 Banaoh 代数 ( 见 第 五 章 §$1 第 三 小 节 ) . 
4EX, 下 列 命题 成 立 , 
(二 当 |[21< 二 时 ， 


(I -AY D3| A 1.10) 
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(2) 如 果 和 | < 二 (re 4 和 4 一 tm AT Tit], 当 ro 
=-9 时 ,二 表示 吕 )， 那 末 


(一 X4) -1 一 > WA 0Q.20) 


(3) 当 j%| To 时 ， 


Ed 请 
QI 一 247 一 高 er. {1.21) 


特别 , 当 位 | 宝 41 时 ,不 仅 展 天 式 民 .并 ) 成 立 , 而 且 


， 工 
一 由 ) 并且 一 一 1.22 
。 | 4) | 到 ET { 22) 
证 明 (1) 由 于 

这 |<<4- 14D 

所 以 立 浦 收敛 于 一 个 向 量 C, 要 证 明代 .19), 只 要 证 明 
(一 作 乌 4 一- 阅 4I 一 人 (1.28) 

为 此 , 记 安 如 一 0,， 直 接 计 算 , 易 知 下 式 成 立 

(I AO—I— A OT A), (1.24) 


在 (1.24) 中 ， 令 %->o0, 注意 到 了 一 4 一 3T， Ow 0， 立即 得 到 


(i.23). | 
(2) 当 [%|xo<1 时 ,也 就 是 
limsw | A" 一 Himxw rad"|<1, 


利用 本 小 节 开 始 所 述 的 基本 事实 GD , 易 知 宫 类 4 是 收敛 数 .下 


面 只 要 将 (1 中 的 4 换 成 现在 的 和 4, 类 科 可 对 X4 证 得 企 .24)， 
从 而 (1.23) 成 立 , 最 后 便 得 到 民 .20) 成 立 . 
(83; 当 | 因 沁 ro 时 , #0, 由 于 


[ 注 ] 祖 据 第 五 意外 定 蛙 ?7，lim3 Ti 总 存 焉 。 


ls whe EF hd A 


I 线性 算 节 的 下 下 人 旭 与 评 部 芋 
、 本 
(hI— A) = (I 一 4), 
用 这 里 的 全 代 过 导 .20) 中 的 %4, 立即 得 到 
i 
41-4) = 天 六 和 ~ 工 
特别 , 当 |Xj> 14 时 , 由 于 
go 一 im EE <limY [af =14|, 
所 以 , 涩 | 入 | 之 ro 时 , 民 .21) 成 立 . 并 且 
上 你 工 一 4 十 二 [axl Es 14 » x 1 
, i pa [Re 写 [ET TI 一 人 全 
证 毕 ， 
当下 是 复 Banach 空间 时 , 为 ( 玉 -> 了 于) 按 算 子 范 数 成 为 
Banaoh 代数 ( 见 第 五 章 $1 定理 介 ， 所 以 , 当 4E 贫 (一 玉 ) 时 ， 
引 理 2 成 立 . . 
由 引 理 3， 立即 得 到 下 面 重要 的 事实 . 
定理 1 设 工 是 复 Banach 空间 4 是 下 上 线性 算 子 ， 
多 (4 是 它 的 定义 域 ， 如 果 hEp(4)， 那 末 对 一 切 和 [和 一 ol < 


二 (rlm VTGo7 一 3)TtE]), 有 展开 式 


QT- A= BEDI A) HNN)", (1.25) 
证 明 因为 
AT- A) NI Gor— A) 
一 [@ 一 jo) (hI—AI+TIOT—A), (1.26> 
由 引 理 2 的 (3) 可 知 , 当 wo] 和 一 7a| < 工时 ， 
[T+ OM) Gol— 4) oT A) N20 
{1.27Y 
注意 到 对 ,26) 以 及 MEp(4), 和 由 上 式 立 即 得 到 引 .25)， 证 毕 . 
下 音 的 系 也 是 基本 的 . 


人 示 (40"， 
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系 设 王 有 是 复 Banach 空间 , 4 是 于 上 线性 算 了 于， 多 (小 是 
定 的 定义 开 ， 那 末 , p(4) 是 开 集 , 从 而 go 人 4) 是 闭 集 ， 

证 明 如 景 和 nnEp(Ad), 那 来 四 定理 1 必 存 在 vo 的 环境 . 
| 一 ol < lim~ | (Mf 4) "| ), 
在 这 个 环 迟 中 所 有 2Epkd4)， 从 而 和 是 pf 的 内 点 ,因此 pCd) 

是 开 集 .自然 , rd) 一 各 一 P14) 是 闭 集 ， 证 毕 . 
经 上 述 讨论 可 知 , 当 nEpt4) 了 时 , 要 计算 和 ‰o 近 旁 的 物 解 式 
RCA; DW = IAN, 
按 忆 ,27), 关键 是 要 计算 形 为 (xz 一 功 玫 项， 特别, 当 和 是 有 和 界 
线性 算 子 ， 要 给 出 |x| 盖 i .41 的 移 解 式 ， 按 引 理 2 的 (3)， 关 键 是 计 
算 形 为 47 的 项 ， 
A: FDP EG, OF), eofe 1, 
共 中 居 i, 申 是 nib oss 的 二 元 连续 函数 。 直接 演算 易 
知 
bh b 

al*. /OP Wi [FG, 81) KF (81, So。 

El 1, 们 Faydsds ee ，7EC[e, 5], 
通常 称 | … 人】 己 人 本 KK (5)… 民 (si， 晤 dewui…dss 为 术 
长 (3, 门 的 一 二 次 于 合 . 

和 向 量 值 解析 函数 

为 进一步 讨论 谱 和 正则 点 , 将 仿 普 还 数值 函数 的 连续 性 、 可 微 
性 、 匈 析 性 引入 下 面 定 义 ， 

定 愉 设 王 是 复 赋 范 线性 空间 , 9 是 复 平 而 小 的 子 集 上 日 
一 互 的 映射 , 称 了 是 定义 在 刀 上 取 值 于 互 的 (向 量 值 函数 。， 设 
入 所 人 ,如 昌 

lm 1f0) —f 0 -0, C1.28) 
称 和 ) 是 了 的 连续 上 点。 如果 弛 中 每 点 都 是 了 的 连续 点 , 那 末 称 了 是 


和 $1 线性 算 子 的 正则 集 与 详 tI 


G 上 的 (向 显 值 ) 连 续 函 数 . 设 和 是 如 的 内 点 , 如果 存在 se 下， 
使 得 - 


0 
Hm 20) 
称 jxo 是 了 的 可 微 点 ,2 是 了 在 )o 点 导数 , 记 为 瑚 (0o); 如果 看 在 一 
列 专 四 向 量 {qn} 内 及 5>0 DGa, 8) 忆 ,使 得 
f= Pah M0)*, 和 EOGOa 8), (1.80) 


称 知 是 了 的 解 折 点 ， 当 @ 中 每 点 都 是 解析 点 时 , 称 了 是 全 上 的 
《向 萤 值 解析 示 数 。 
显然 , 可 微 点 必 是 连续 点 ， 如 瑟 了 是 有 界 闭 集 亚 上 取 策 于 三 
的 连续 函数 , 易 知 了 在 尾 上 的 色 连续 , 为 了 讨论 谱 , 请 下 列 引 理 . 
引 理 3 设 fen} 是 复 Banaoh 罕 间 下 中 一 殉 疝 量 ，r0>0 


A 那 末 阅 loll2-xol" 在 |-)af 
ro 中 处 处 收 敏 ， 

(3) 如果 癌 0% 一 0)* 在 1 一)ol< ro 中 忆 收 策 ( 即 在 在 
你 一 和 | <ro 上 函数 7D， 使 对 任何 字 E (了 0) ~ 
了 Dea, 一 40) 站 , 屠 末 


Lm Va ro<l; (1.81¥ 


反之 ,如 果 ( 代 .31) 成 立 , 级 数 号 wC 一 )o)" 必 在 [一 | <ro 中 处 ， 
处 按 范 数 收 全 

证 明 上述 性 质 的 证 明 除 用 到 共鸣 定理 外 ， 其 余 完全 仿 复 灾 
因数 论 中 方法 ， 

(1 这 是 复 变 西数 中 已 有 的 结果 [ 注 ]. 


[ 注 ] 对 任何 XE 记 | |# 一 20| 之 Yq} 记 # 一 ?0 一 以 一 %0| >0. 由 假设 , 存在 0， 处 
n> 时 ,Ylaa[< 一 ,从 而 襄 lanli%-%1" < 襄 | 了 - 


0 | 条 
E| < 
?和 一 ?0 一 可 


a 
号 


[| 第 七 章 ”线性 算 于 谢 论 


”的 充分 修 ” 由 假 疫 (L.81), 所 本 引 理 (DD, 六 1a1 Xol? 
在 人 一 ?| < 中 收 分 从 而 六 “0 在 和 | 一 ve 中 处 
处 按 范 数 收 伍 . 

必要 性 ”由 于 加 m0 电表 地 的 ,所以 对 任何 Ex, 
局 ee) 0 一 20)" 是 | 一 | <ro 上 数 信和 解析 函数 ， 由 Caueby- 
Adams 定 理 ， | i 
Emv ata)T < 
所 以 ,对 任何 8>0C8 <ro》, 必 存 在 常数 (as, 必 ) ,使 得 
[so ro — "Hs, 人)]，9 一 由 1, 2 和 (1 .32) 
由 共 胸 定理 ，{an(re 一 8) 中 应 是 站 上 有 界 点 列 ， 从 而 存在 常数 
M, 使 得 
ero—a)"l HM, n=0, 1, 2, +., (1 .88) 
内 而 
(1.84) 


myTel< 

在 入 .8 名 中 , 令 7n->00, 立即 得 到 人 ,31),， 

6. 谱 半 径 

和 用 (向 量 信 ) 解 六 本 数 概 多 就 可 以 获得 泛 男 分 析 中 有 关 江 的 
一 些 重要 结论 , 

定义 设 互 是 复 Banach 空间 , 和 4 是 五 到 里 的 线性 算 子 , 
多 (4) 是 它 的 定义 域 .， 称 

7(A)— sop | 和 | 
Er 二 

罚款 的 谱 站 径 ， 

当 全 所 见 ( 到 一 三 ) 时 ， 因 为 团 ( 卫 一斑) 按 算 子 范 数 成 为 
了 aanach 代数 ， 由 引 理 2 的 (3) 可 知 ， 

oAC{A, IN— hl ro ro—lim YTED, 


从 而 7(4) 吃 ro， 下 面 我 们 证 明 * (4) no, 


$1 线性 算 子 条 正则 集 与 谱 683 
定理 201. NM TerrammD 设 卫 是 复 Banach 空间 ，4E 和 对 
《 工 -* 允 )， 那 未 
fd 一 imw | 全 |. (1.85) 
证 明 记 
ro lm LAD, 
正如 上 面包 说 ,只 要 证 明 (C4) 党 mo. 
当 |%| 之 141 时 ,由 引 理 2 的 (3)， 
CT- -40 一己 i (1..86) 
视 员 (下 -> 了 ) 是 按 算 子 范 数 所 成 的 Banach 空间 ， 由 于 以 .36) 按 
算 子 范 数 上 疲 敛 , 所 以 对 尾 何 了 ECL-> 革 ) 
f(QI-AD D-DD ls|>1A1. C97) 
但 是 ,根据 定理 1, 琼 解 式 ( 一 功 阅 在 pfd 中 尾 何 一 点 都 是 解 
析 的 ， 从 而 fCGI 一 和 4 在 | 和 >>rC4) 中 是 数值 解析 函数 ， 史 
然 ， FACGI 一 4) 在 | 和 | 之 | 4 中 已 有 Laurent 展 开 代 .38), 因 而 
代 .38) 右边 级 数 必 可 解析 延 折 到 人 | 主 7 人 4 上 ， 请 由 解析 函数 唯 
一 性 , 展开 式 民 .38) 应 在 |X| >+ (M4) 上 成 立 , 即 


FOI- DD BAD > 
对 任何 ,JE 站 ( 宝 -> 宇 ) 成立. 由 下 理 8 的 (22) ( 取 引 理 8 中 的 
“为 名， 一 20)" 为 荐 r, 为 有 的 -31) 立 即 得 到 
Hy THT -二 F< 


即 r(4)>70o， 从 而 疆 .8 本 兢 立 ， 证 些 , 

再 利用 解析 性 的 讨论 来 证 明 谱 的 非 空 性 质 . 

定理 8( 卫 . 了 H. Tenphazn) 设 互 是 复 Banaoh 空间 ， 4 是 于 
到 互 的 线性 算 子 , 并 且 多 (4) 汪 闭 线 性 子 空间 ， 那 末 (4) 地 8， 
特别 , 泊 蕊 办 (让 一 芝 ) 时 ，o (C4) 夫人 下 

证 明 ( 肥 证 法 ) 如 果 g(4d)= 包 那 未 (4 一 2 在 已 工 解 
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析 ， 从 而 对 任何 了 E 天 ( 避 -> 下 ) 5 Cd 一 2 全 是 和 上 数 信 解 析 
肖 数 ， 邻 证 ， 当 hy>%% 时， 站 (4 一 和 臣下. 
事实 上 ,内 因为 0EpC4)，4-1 是 至 到 (Banach 空间 ) 宁 (4 的 
有 界线 性 算 子 ， 由 道 算 子 定理 , 4 是 空 (如 到 下 的 布 界线 性 筑 
子 , 记 气 稚 范 数 为 141， 对 任何 yE€ 及， [yi =1， 以 及 任 杂 和 0， 
必 存 在 %€ 他 (CA), 使 得 
(A—AT}w—y, 


即 (条 一 了 )s 一 自 ， 从 而 当 1%| 之 92141 时 ， 


SI<M 他 中 <lz- 过 中 - 公 | -条 ， {4.88) ， 


即 (42D-|< -全 Fr， 因此 , 当 和 >eo 时 ,14 一 ADT->0, 自 


然 , 更 有 所 (4 一 2 一 和. 

册 Lionville 定理 , 全 平面 解析 函数 .AC4--27) "但 等 于 0. 
特别 , 当 和 =0 时 ， 

fA 0 fEBLT-SE)", (1.89) 

但 44 是 Banaoh 涪 闻 留 ( 环 忆 古 ) 的 非 堆 元 ， 由 Hahn-Banach 
江东 延 拓 定理 知道 入 .39) 不 可 能 成 束 ， 从 而 otd) 了 了 证 毕 . 

现在 鞋 一 个 例子 说 明 宇 理 和 8 中 区 (4) 是 闭 的 假设 是 不 可 少 
的 ， 为 些 引入 如 下 定义 ， 

定 兴 设 革 是 复 赋 范 线 性 空间 ， 和 是 肪 上 有 界线 性 算 子 ， 
地 困 


lim ST EH 0, 


称 刀 是 广义 办 堆 年 子 ， 

广义 挣 零 算 于 是 有 限 维 空间 中 者 淮 算 子 概念 在 一 般 维 数 情况 
下 的 推广 , 它 是 谱 论 中 一 个 重要 的 算 子 . 显然, 有 握 线 性 算 子 A 
是 广义 钳 零 的 充 要 条 件 是 (4 一 {0}. 

例 9 本 节 例 所 中 算 子 


4, Dr vr}dr, wD ECFa, 51, 


§1 线 苇 算 上 的 正 双 集 与 讲 867 . 
是 复 Banaeh 空间 Ofa,， 杂 上 的 有 界线 性 算 子 ， 由 于 
(A"%) (#) = | | | sD arat dts ua ECG[e 下， 


所 以 [Ca OD | <i 


2 


从 而 | 4"|<<- 包 一 所 ~， 由 此 可 知 委 是 广义 役 堆 算 子 ， 

利用 广义 扼 零 算 子 就 可 以 给 出 谱 可 以 是 空 集 的 算 子 . 

例 10 设 4 是 复 无 限 维 Banaeh 空间 下 上 的 广义 拔 零 算 
子 , 并且 假设 4 是 单 射 (显然 , 例 9 中 的 4 就 是 一 例 ), 那 末 线 性 算 
子 4-1(B(4- 汶 一 六 (4)) 的 谱 o(4 一 隐 

事实 上 ， 因 为 4 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 了 于 , 所 以 0E 
p(4-， 义 因为 和 44 是 广义 智 零 的 , 所 以 对 任何 EC， 

DY Artine 


外 一 外 


按 算 子 范 数 收 敏 ， 显然 
(A AT) -1 A EC, (1.40) 
所 只 pC4- 一 名 邯 (4 一 由 和 


8， 可 微 与 解析 

为 了 进一步 讨论 谱 , 这 一 小 节 将 讨论 (向量 值 ) 范 数 的 可 微 性 和 解析 性 的 
关系 ， 禾 先 引 入 《向 攻 导 ?函数 的 积分 . 

定义 设 忆 是 揽 Banash 空间 , 王 是 平面 上 一 条 有 限 长 度 的 光 消 曲 
线 ,了 一 各 (站 |G 乓 把 #( 他 EC}[ 注 ], 了 症 定 义 在 荆 上 取 值 于 兰 的 (向 最 
值 ) 郊 数 。 对 [6, 上 任何 分 点 些 


DD: d= tn=b 


作 和 涝 
SP, P= DED aa CT 


I 注 ] 2 的 是 [ea 厅 上 连续 、 复 值 有 界 变 差 酒 数 副 可。 我 们 不 打算 讨论 无 限 攻 度 
典 霹 上 积 公 ， 
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其 中 5 二 st, 二 是 弧 素 记 ， 上 全 -~… 感 ， 令 A marls— m4|. 如 时 存在 ze 
e X， 使 得 
lim|SCD, 用 一 zj 一 ”1.42) 
那 末 ， 称 了 在 上 是 可 积 的， 而 称 x6 是 了 在 荆 上 的 积分 ， 酒 蔬 江 xo 尘 
ff ces. 

。 

当 书 是 有 限 豆 不 河 交 条 光滑 曲线 为 、…、Ys 的 和 时 ， 册 {fds 表 襄 
六 | 7r(eDa， 特 别 , 当 卫 是 平面 马上 某 个 区 城 ( 单 志 或 多 连 ) 的 光滑 境 如 
时 ,每 个 积分 | fds 部 是 按 所 围 区 域 的 正 册 方 式 定义 的 . 

引 理 4 设 厂 是 有 限 长 魔 的 光滑 易 线 ， 了 是 宕 义 在 石上 取信 于 组 
Banach 空间 上 的 函数 ,如果 是 连续 的 , 那 未 广 在 工 上 必 可 积 , 并 且 

fires < zllesl， 


a*{f fa2)= fe" pas, rE Ke (1.43 


引 理 生 中 的 积分 存在 性 可 利用 了 在 工 上 的 均匀 过 法 性 完全 仿 数 利 前 煞 
铺 现 的 证 明 方法 加 以 证 明 ， 而 对 和 全) 扣 是 然 的 . 希 读 者 把 引 i 理 严格 地 加 以 
证 明 . 

定理 和 设 f 是 定义 让 平面 的 区 坡 上 取 值 于 复 Banaen 空间 长 上 
的 函数 ， 它 在 如上 和 处 处 可 微 的 充 要 条 件 是 了 在 G 上 和 解析， 如 果 20E 人 如 
旦 的 解析 点 , 即 在 在 和 > 0，{oi 二 开 ， 


f= Da -Mol <6, (1.30)" 
那 末 |4 一 20| < 中 所 有 入 都 是 的 解析 点 ,并且 
fH = Rh Dh el 


C1 .44) 

证 明 ”分 三 步 来 证 : 

GD 假设 了 在 DG ro CCG 上 处 处 可 微 ， 证 晤 为 是 的 解析 点 。 事 
实 上 , 从 可 微 性 假 没 , 吻 知 对 任何 ze 六” 数 信 函数 (区 ) 也 在 OC ro 
上 处 处 可 微 ， 因 而 z*( 了 CX)》 是 在 (no，*o) 上 解析 的 数值 函数 。 仁 到 je 
OGw ro)， 取 国道 14 一 1~al| 太 一 加 |<a<ro)， 和 由 Cauohy 积分 公 
式 ， 


工 Te FL gy ， 
BO 5) 


生 荆 线性 莫 子 的 正则 集 与 谱 Cd 


当 N 辐 定时 ， 了 在 荆 上 连续 , 从 而 一 他 t=0， 4 多 .在 卫 上 都 可 


CR 
和 和 ， 也 引 理 站 的 以 43)， 
AN | A 
wf FN 4 
= 必 二 rz"€ A, 
从 而 . .. 
0 a 天光 a 用 一 ja <a<m (1.46) 
HI Cauchy ps 下 处 下 林 玉 数 也 成 立 )。 
证 和 是 了 的 解 折 点， _ 
“yy —saplf td, 
反而 . 
1 工 FF) 
Lr) CR oy a 
< 元 - Tr ja21 < 站， (4.47) 


所 以 3 gr; cr QA -40" 在 | 和 一 和 n| 三 8 内 收 合 租税 骸 
(1.46). (1, 47), 立即 有 


ty ny _ 
TO Di Gm 


= 总 i 工 tt 训 mr dA ~ io) [Nil 


(1.48) 

六 就 是 说 , 了 在 QC 四 中 可 以 展开 成 级 数 , 从 而 加 是 了 的 解 折 点 ， 

由于 各 是 台中 可 以 任意 选取 ， 因 而 了 在 6G 市 每 点 都 解析 ， 从 而 了 是 邓 
二 解析 潍 数 , 

3) 仿 设 加 是 了 的 解析 点 :证明 必 是 口 ) 微 点 ， 事实 上 ， 医 加 是 解析 点 ， 
所 以 存在 总 使 得 民 .30)' 成 立根 据 引 理 3 的 (3), 得 到 

Hm /Tal 二 十 

有 而 正 项 级 数 六 ja 和 mx 在 [9 中 收 分 ,因此 合生 在 [o, 5) 中 也 


六 化 ， 志 改 - 和 = 辣 必 一 让 一 册 并 令 T 十 4<6。 利用 
(入 A CMAs 

CR 

空 即 可 知 当 NW 和 时 ,下 式 中 级 数 与 航 眼 可 交 斤 硕 序 : 


tr + 他 ml 
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MY— FAY Ca 
DC a 0), 


LE 


上 而 
FO = Fgh AM), | {1.49: 
下 =1 


即 示 仅 头 罗 在 | 一 各 | 天 中 每 点 都 可 徽 ， 和 而 且 也 证 明 对 .和 ) 式 中 站 = 工 的 情 
况 战 立 . : 

利 书 本 定理 的 第 (1D) 步 所 辟 到 的 事实 ,不仅 和 是 了 的 解析 点 ， 控 二 
1 一 和 0| 二 中 一 切 点 都 是 了 的 解析 点 . 

(3) 在 和 党 (入 步 让, 事实 上 我 们 证 明了 : 如 困 6 是 了 的 解析 点 , 那 术 必 看 
看 入 的 了 环境， 其 中 每 点 都 是 闻 的 解 折 点 ， 第 (区 水 还 证 时; 只 要 知 是 解 折 
点 , 那 末 大 有 展开 式 任 .49)， 即 1 也 是 广 的 解析 点， 从 而 对 大 可 用 第 (323) 步 
结 沦 , 按 此 用 归纳 法 , 立即 得 鲜 人 入 .44)。 证 线 ，, 

为 了 进一步 讨论 解析 点 近 旁 展开 式 人 1.30) 的 展开 范围 以 及 Caucby 积 
分 公式 闫 亿 数 导 画 灼 情况 先 结 出 如 下 了 理 . 

引 理 5 误 了 是 区 域 人 上 取 入 于 复 Banach 空间 于 的 解析 了 于 数 ， 工 是 
局 中 闭 泛 滑 围 道 ,并 且 在 荆 内 部 Ff 解析， 那 末 


fi flsyds=0, 1.50) 


证 阴 ”事实 上 , 对 任何 w*€ 及 *,， 利用 .上 式 对 数 倍 函数 已 成 立 的 事实 ,总 
名 有 


"(fa)=f zw*C FY d= 0, 
从 而 好.50) 成 立 ， 证 毕 ， 
系 ” 设 了 是 区 域 只 上 取 估 于 复 Banaep 空间 区 的 解析 函数 , hyE G， 了" 
是 全 中 闭 光 滑 力 道 ， ho 在 五 的 内 部 , 并 且 了 守卫 内 部 解析 , 那 示 


2 了 0) - 
OV Hr) tm kD ha 5D 

如 果 令 是 加 到 G 的 境界 9G 的 最 短 距离 那 末 
7 一 站 三 人 -0)5 1 一 和 |<m (1.52) 


证 明 取 闭 道 卫 |- 加 |=ak 训 一 A| <q<<70), 由 定理 4 的 第 (DD) 档 的 
证 明 及 得 LL.48) 式 ; 慰 即 有 
FAY 马 过 | I) MAA, | 和 一 < 
i 21 jm [中 : 9 “ 


2 、 ， 
信 mm 一 可 7| ,二 于 er dX 上 式 说 明 f 在 [加 一 ol <a 上 展开 成 


1 线性 主子 的 站 则 柴 与 诺 E71 


f(A 一 DB anth’ 一 1o)9 i2'- Aol 一 ae， 
如 又 取 困 道生 12 一 | 二 ba<5 声 90), 并 往 周 到 引 理 5, 有 


二 并 fm) a 
加 A 2 (一 


所 以 六 有 民 半 或 
HG) 一 六 mm 人 一 im 一 | < 
但 是 任 廊 的 (内 强 aro)) 所 以 成 立 展开 式 


OT SH)" 12-jol<ro (1.53) 
根据 瓶 开 式 忆 ,58), 和 定理 4 的 (1,44), 立 那 有 
lp, ,1 {0 aa) 网 
二 Fa ke a (1.54) 


下 ] 《1 .527 胸 立 ， 


对 于 任何 成 和 为 内 部 点 的 出 光 谓 力 道 卫 (并 对 了 在 荆 内 部 解析 7, 取 充 
分 小 的 了， 僵 荆 ' 整个 藻 在 了 内部， 由 引 理 5 又 有 
二 2) .1 Th 
人 = Nr ra) i 


局.54 训 和 到 噶 .51)。 证 毕 . 
?了 ， 解 牢 演算 和 谱 睦 射 
设 亏 是 寓 Banach 空间 互 上 有 界线 人 性 算 子 ，c(4 许 它 的 并 ， 算 子 二 2、 
A 的 谱 是 什么 ? 容易 直接 证 明 
oA = {|AE oA)}, 
oCAD = {AE td}. 
更 一 般 地 ,对 任何 多 项 式 


P(t) -> tit 
秃 定 pd) = Cede 
i 也 丰 < 可 点 接 讶 有明 》 

optA = {p00 |e otA)}. 

讨论 后 … 般 的 情况 。 
OA 1 三 Pd 中 是 算 子 值 解 析 疯 数 ( 见 定理 工 的 
.23)。 当然 ， 世 可 视 t41 一 如) 站 定 多 在 人 上 税 信 于 复 Banaeh 空 沁 
让 全 下) 的 向 量 值 解析 画 阁 。 过 河 前 几 小 节 中 a 艇 祝 理论 是 本 凡 庶 忆 
的 ， 肌 sftd 开 未 在 ckd 的 某 球 堪 中 切 攻 解 术 国 数 全 体 ( 不 同 拘 国 数 可 在 


下 诉 涪 


入 
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不 同 的 o(44) 的 环境 中 解析 )， 显 然 , 对 每 个 89& x4), 总 存在 : 团 光 滑 转 入 
了 ,使 其 内 部 区 域 atd)， 并 自在 全 UT 上 都 解析 ， 从 而 wT 一 
4 一 在 世上 是 可 积 的 , 规定 


p00 = PAI- A (1.55), 


由 引 理 5, op) 的 定 必 不 依赖 于 上 述 雪 求 的 荆 的 选取 ， 从 而 *3Pprd) 就 : 
成 为 C4) 到 四 (入 王 芋 ) 的 映射 ， 
定 埋 机 映射 "~ 其 有 如 下 和 性质. 
(0) 7 是 4) 由 (人 王 > 王 ) 的 线 姓 .可 乘 映 射 , 即 
《98 下 各 站 《一 2 二 有 BEC, HpE A(A), 
(ph A = pA = A A, PE Ld), 
(2) El 时 , pA i. 
《37 pA HT, ptA) =. 
(4) op tA) po A Tp NE od)). 
证 了 昭 (1) 先 证 5 的 线性 。 Go, Gy 分别 是 8g、 小 的 包含 o(4) 的 解析 
.在 = 由 Gy 中 取 闭 光滑 弹道 全， 使 其 内 部 仍 和 包含 o(4)， 因 此 
(ap A (A) 


-rl Cap-t Bh) CY CI ~ 4) 


I 
= apC CAI A AN 


Sa 
1 — 
tr), BAI- 4) 
一 Gd 十 有 和 全) 
再 证 可 乘 竹 . 先 和 过 到 围 道 77' 如 前 ， 再 取 沁 : 


Ga 


. I, PN eG, 
三 包含 在 天 的 两 部 ， 而 工 的 内 部 仍 包 人 痛 ed， 并 且 二 五 夹 的 区 域 个 4c 
Rf4 这 种 二 总 是 存在 的 )。 显然 ， 


PASCD = 


二 到 过- = ON ALATA 
= oN OI A zf yO PI A 
i PA A A 
(去 )| .LOT 4 el A) Tama. 


民 为 和 在 卫 的 外 部 ， 人吉 (A1 一 4) 了 作为 记 的 耳 数 ， 它 在 古 庆 部 解 


生 2， 线性 算 子 的 正则 华 与 识 073 
村, 因而 在 荆 上 关于 上 积分 值 是 雷 ， 队 而 
pA FAY =-(ar) |]. jC dp dN 


Ta Jp- 人 De 
也: TT Tian- oy LE 


(3) 取 开 为 下 外 的 充分 大 半径 的 贺 导 (不妨 设 加 半径 ?>] A417; 对 于 
妆 汪 1， 有 


1l A _1 A — AY-1a% 


1 &! 1 47 _ 
-er 
(3) 对 于 p= 有 
、» 1 _ —1 1 _ 一 1 ， 
pA |, MA A) oa hr A+ A HI- A 


-A4_1 AIdy 
-4 二 jc 4 


(4) 先 证 c(p(4)cg(e(C4))， 办 为 (4 是 紧 集 , ?在 (4) 上 连续 。 
所 以 ?fo(4d 人 仍 是 紧 集 ， 当 loEp(cf4) 时 ， 必 存在 区 感 G=otdD， G 的 
璇 是 财 光 滑 力道 六， 使 得 9 在 G UDP 上 解析 ,并且 pCG UT 3) 不 含 育 jo 《这 种 
4 显然 可 以 找到 ), 从 而 

1 
MC 


在 会 U 厂 上 解析 ; 从 而 各 E64)， 利 用 (了 DD 小 可 对 性 , 者 
WAY Ca) — No) = (pAY — MDYCA) 
= PD VD OI AD 


有 即 PPM) Epo A . 
再 证 pe(4))colp(4)). 当 he P054)) 时 ， 存在 4 5 Cd 使 得 
PY = An, 因而 


PO PUD = CAN, QD .36) 


f 注 ] 在 完 或 可 徘 性 的 证 明 中 ,实际 上 用 了 ( 算 子 值 ) 二 邯 连 续 酒 歼 的 二 次 鞭 分 交 
换 颗 语 ， 这 是 介 许 的 , 否则 读者 也 可 对 性 何 wr 由 ( 了 -> 玉 )*, 直接 将 算 子 
值 变 成 数值 , 然后 利用 数值 函数 的 积分 交换 顺序 而 证 明 巡 爷 (人 蝎 人 一 
w(t (24)) 成 立 , 从 而 得 到 D(C) 一 tp 各 (内 ， 
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其 中 由 (Ci) 必 阴 在 (4 的 某 环境 中 解析 , 即 出 E .ex(4， 由 亿 . 纶 和 可 生性 ， 
有 


PAY — pI A 下 CA). C1..07) 
困 困 加 EcotgptA3)， 那 末 tC -pj 站 二 使 是 全 空间 苹 上 定义 的 有 从 线 


性 算 子 。 由 民 ,后 ) 便 得 到 
ApiDb A pA pu 
= (pA pA A AI=L, 
但 是 市 (4) 与 (下 一 DD、(p( 有 4 一 gC 中 均 可 交换， 上 式 穴 示 有 界线 性 算 子 
Cp) 一 p00 是 (4 一 DD 的 道 算 子 , 这 与 假设 EGCA4) 相 省 三 . 


央 江 Pto(A)) cotywtA))。 证 毕 . 
/9 


定理 大 还 可 作 如 下 推广 

定理 6 设 们 是 复 Banach 空间 ，4€ 第 LX 下) Gd 可 分 成 两 个 互 
不 站 交 的 非 室 闭 集 cavas 的 和 ， 丸 设 是 阴 光 滑 的 周 道 , Ti 二 PC4), o1 包 
含 在 并 的 内 部 ,而 0s 在 总 的 外 部 ， 那 末 

(1) 算 子 互 = Dr/ GE- 4) 一 可 是 豆 上 有 办 线性 算 子 , 才 晶 是 因 竺 
的 ( 即 本 == 友 . 

(2) AE=EBA. 

《3 令 工 一 用 (B), 荆 是 和 4 的 不 变 的 闭 线 性 子 空间 , 并 且 

oC Al =0r. (1.58) 


(由 H+0, 工 
证 (1) 显 然 , 如 是 阜 上 有 界线 福 算 子 ,在 了 1 内 部 取 闲 光 消 力道， 使 
了 与 1" 所 夹 的 肥城 水 包 售 oi 中 点 ， 站 似 证 肯 野 射 = oo 的 可 乘 
性 ,有 
1 


B=( za) J | CT 一 ATI 一 4 


Drs 


-sr) 人 i LTA) Gal AN -I dan 


1 A 
= 


$1 线性 算 子 的 正则 集 与 谱 8675 

(2》 因为 对 每 个 A € 工 + 《NT 二 二 与 世 可 充 换 ， 所 了 忆 是 与 

人 (5 184) 交换, 取 极 限 , 从 而 得 到 
AE=EA. 
《37 由于 可 二 娘 符 价 了 于 (到 玉 =0, 所 以 (一 如 天 总 一 们 即 
L=RE) CA — BE). 
反之 , 对 任何 jE 轩 条 一 妨 ), 有 二 x， 从 而 EE 要 CB) 二， 邯 
MI— ECL. 


从 而 
L=/{1T— BY, (1.59) 
肖 民 一 万 € (了 了), 所 以 工 是 闲 线 性 学 空间 . 
祖 据 (8)， 显然 有 4XC 且 有， 即 工 是 和 4 的 不 变 子 空间 . 
今 访 定理 5 的 ( 茵 的 证 朋 , 先 证 co(4|) Cox. 事实 上 , 当 和 nq 时; 不 入 
了 74， 使 加 讶 的 外 部 , 今 


一 | TI 


颖 然 ， 有 8 与 4、 召 都 可 交换 ,从 徇 工 世 是 如 的 不 实 子 空间 .将 妃 4 都 视 为 
工 上 算 子 (如 是 二 上 单位 算 子 ), 并 利用 等 式 


Ee 


去 | 区 人 4 一 已 再 Fp AY Tas, 


本 De 
1 『 国 
= | I- A) Tp, 
就 得 到 在 五 上 
< "ETB 34 AE 


一 一 好 
= Dwr), 2 DD 
二 一 一 1 "1 — -1 
Err 3 -CT 一 加权 


FT _ -1 Fn 
二 [ 注 ] Ee az 314 一 局 


内 而 户 是 (各 一 0 的 道 算 学 , 即 hac pf4| 从 而 Cd|D 己 oa， 
往生 gicCcold|z), 先 在 区 外 部 取 闭 光 清 田 道 卫 Ts 内 部 含有 cg。 大 
和 了 Tip 的 内 部 包含 ad 一 ciUca 根据 定理 5 的 人 3)， 


[ 注 ] 相仿 于 证 明 映射 9->9(L4) 的 可 冬 性 的 证 明 得 到 的 ， 
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1 _ T -、 
一 fs 1- aA 十 | 【AT — AY A = 也 《1.609 


2 
所 以 
2 (CT 4 一 7 一 再 (1.61) 
记 半 二 久 民 一 瑟 ), 用 os 代办 o1, 易 知 otA|x) Cos, 
如 果 有 ho€ vy 而 2 和 | 人， 那 末 4 一 2 分 别 作 为 五 .到 上 的 得 
子 了 时 者 将 成 为 正则 的 ， 分 别 用 可、 了 素 示 4 一 2 竹 荆 , 凋 的 道 算 子 ， 作 及 
上 算 闻 8. 对 任何 工 E x 
Br PE Ball— BEY, 【了 .637 
易 知 是 六 上 有 界线 性 算 子 , 并 且 
BLA—hD— BCA-—hDEIB(A- hI-B) 
BA— MDRHTIBAA DI EY 
E+ B=1, 
CA— iD B= CA MABEt A MIB BY 
=B+ (1 B=L, 
色 ok ply， 这 与 假设 加 E 94Cot4) 相 蔬 盾 。 所 以 cxucol4|z). 从 而 
(|) 一 4 | 
(4) 显然 , 如 村 百 =0, 那 末 灶 = 有 (I 一 十) 二 苹 ， 由 (3)， 
go—otAly)} =otA). 
这 与 仍 设 ct) 一 cxUca ot 于 业 相 了 巴 盾 .因此 囊 直 习 
同样 一刀 拓 0 即 百 寺 证 毕 ， 


习 是 


1. 设 妈 是 复 Banaeh 室 间 世上 有 界线 性 牌子 证明， 如 黑 
AE gd (tn 是 某 自然 数 )， 
如 的 ?这 根 中 至 光 有 一 个 是 盖 的 特征 入， 
. 设 妆 是 复 了 iibert 它 间 互 上 有 和 恰 线 性 算 子 |， 并 且 存 在 数 加 和 自然 
数 知 De 证 明 : 必 存 在 瑟 的 tm 专区 个 扎 相 直 交 的 闲 子 空间 
吾 …、 如 wm， 使得 五 二 弗 吾 。。 并 且 在 这 个 分 解 下 ， 


Mo . Ai 0 ,Hz 


Mo As 五 3 
. A ; 
… | 


i ho 


$1 线 狂 算 子 的 正则 崇 与 谱 7 


其 中 由 是 HH 区 有 界线 性 算 子 ， 

3. 证 明 ， 当 开 是 和 揽 Banach 空间 , 4€ 叶 {五 ~> 王 ) 了 时， 

oA)=gs CA) Ug td), 

erf4) 是 开 集 ,cok4) 是 闭 集 ， 

生 ， 证 明 : 当 芳 是 复 Banash 空间 , 4 区 (和 >) 时 ， cd) 的 境界 

Bo(AN CH (AY 
5， 证 卫 是 复 Banach 空间 , 4€ 如 (五 > 有)， 证 明 
RMA Wom Eitd, MW, heptAd), 
其 中 R34， 从 是 吾 C4, 为 的 一 阶 导数 . - 
” 6, 设 祥 是 复 Banach 空间 ，4E 龟 ( 互 > 民 0)， r 是 闭 光 滑 围 道 ， 并 且 工 
及 其 内 部 G 包含 在 pCA4) 中 ,证 明 
supl RCA; | —sup | RCA; 和 


7. 设 五 是 复 Banach 空间 ， LA) BCX KD), 并 县 1 护 算 子 范 数 
路 数 于 4 证 明 下 列 命 题 成 立 . . 
人 .对 任何 log p(4), 必 存 在 m0， 当 mm 时 ,ju pC4An)， 并且 
lim | R(As; ho) 一 总 Cd; A0) l=0. 
《ii 对 任何 s>0 必 存 在 wo, 当 zzm 时 ,cfCdcaCd)TOf0, 习 ,， 其 
时 of +0(0 榴 = 生 | 存在 NE oC4), 使得 | 上 34 天 车 ， 即 
二 C0, a) = 个 [有 


8. 设 互 是 揽 Banaech 空间 , 寻 E 中 { 瑟 己 及) 可, 太 是 五 的 两 个 闭 线 入 
子 空间 , 并 且 == 首 十 对 ,再 假设 半 、N 都 是 4 的 不 变 子 空间 .证 明 必 有 
af UotAls) =o(4) 
9. 在 定型 6 恨 设 下 (并 用 定理 6 的 记 叶 )， 取 互 不 相交 的 开 集 Bo，G> 
= 二 9), 作 好 =GiUGs 上 次 个 解析 亢 数 
工 汉 46E Ci 时 ， 
?GO 一 | 当 Xe Gs 时 ， 
A， 当 hE G9 时， 
v= 当 Ae Gs 时 ， 
其 中 4 是 常数 ,并 且 |a| > 二 4、 证 明 : 
人 9 g《4) 一 召 , 并 利用 定理 5 的 (DD 直接 推出 定理 6 的 (D3) 
CD vyCD |=4|s 由 (2D1x=aIx， 并 利用 定理 5 的 (人 和 习题 8 直接 
推出 定理 6 的 (3), 从 而 又 可 推出 定理 6 的 (如. 
10, 设 f 是 已 的 开 集 上 取信 于 复 Banach 空间 了 的 向 量 值 画 数 ， 如 
果 对 任何 x EX*, xw* (F(A0) 在 上 处 幅 可 徽 ， 那 末了 必 在 SS 上 解析 . 
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11. 设 环 是 党 Banach 空间 ，A4A€ 多 (XX 一 玉 ， 设 [rn) CG [1 > 

上 alm=1 2 并 于 和 ji 站， 对 每 个 grE 及 令 
Ln C0) =apan {nf — A)-iy}, 

证 明 下 列 命 题 成 记 . 

C0 如果 又 有 人 cE, [>]Alm=1 > > 
El 关 Tamntz) ， 

《下 》 了 To 是 包含 了 的 关于 和 不 变 的 闭 线 竹子 空间 . 

《这 ) Loy() 是 也 含 人 的 关于 有 4 不 变 的 最 小 闭 线 性 子 空间 . 

12. 设 及 是 复 Banach 空间 , 凡 E 见 (瑟瑟 )， 如 时 0ep(d， 那 末 对 
任何 自然 数 对 p、g, 必 存 在 召 ， 使 得 47= B〔 特 别 4 二， 有 等 等 ). 

13，, 设 王 是 揽 Banach 室 间 ， 4 . 召 E 各 (了 及) 如 时 gt 他 ) 一 
种 ， 那 法 对 任何 品 E 轨 ( 玉 一 开 )， 必 存在 只 ( 玉 坟 如 中 的 唯一 下， 使 得 

旭 了 -了 有 一 避 . 

让 . 很 设 吾 是 复 Banach 代数 ， 对 其 中 的 元 素 上 44, 也 可 引进 正则 集 
PLA)C 即 p(4) 一 局] (4 一 2D 有 谢 集 0C4) 一 CC 一 pC 和), 以 及 fC) 和 
映射 r: pp()， 将 定理 5、6 推广 到 Banach 代数 上 去 ， 


$2 全 连续 算 子 的 谱 分 析 


i. Fredholnm 理论 
CRO A) TTD 1 


aidi 0ag — A Tat | an 一 名， (2.D 


hant1 + nema T+ 二 (mw — NA) tn = Yn 
的 求解 问题 是 这 样 讨论 的 ， 在 %w 维 线性 空间 关上 到 一 组 线性 基 
"en 在 这 组 基 下 , 作 相 应 于 (2.1) 的 系数 矩阵 为 
A= (a. {2.2) 
分 别 视 Ga， 7 2)、 C9 为 革 上 向 量 


PE 拓 
% 一 阅 ViBt、 y 一 这 Ws Bi 
= Es . 


那 末 .了 D 求 解 问题 等 价 于 在 又 上 研究 方程 
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CAdA—ADD)w=y 2.,83) 
驳 解 ， 
在 线 代 数学 中 , (2.3) 的 求解 问题 已 完全 解决 .主权 竺 果 可 归 
钠 如 下 (这 里 拟 不 用 4 的 行列 式 语言 ,因为 行列 式 不 易 推 广 到 无 
恨 维 )， | 
(IT) 方程 (2.3) 对 每 个 y E 于 可 解 的 充 要 条 件 是 齐 次 方程 


(A4— NI)w=0 2.4) 
只 有 零 解 ,或 者 是 共 思 齐 次 方程 
(de 一 Toz=0 (2.5) 


只 有 零 解 ， 这 里 4 是 (wn) 的 转 罩 算 阵 . 

用 谱 论 的 语言 来 说 ,就 是 纶 (4 一 XT) 一 邓 的 充 楼 条件 是 不 
是 4 的 特征 信 ( 或 者 充 要 条 件 是 不 是 4 的 特征 什 )， 或 普 也 可 
说 入 不 是 和 妃 的 正则 点 便 是 44 的 特征 值 , 和 而 4 的 特征 值 与 47 的 特 
征 什 一 致 . 

(TD 当 齐 次 方程 包 .4) 有 非 零 解 (等 价 于 (2.5) 有 非 零 解 ) 时 ， 
方程 人 2. 人 可 解 的 充 要 人 条件 是 向 量 % 必 与 共生 齐 次 方程 他. 区 的 一 
切 非 零 5 解 直 交 , 即 总 zw, 一 0， 这 时 ,对 于 可 解 的 yg 方程 (2.3) 
的 通 解 是 wo-t m1, 其 中 mm 是 特 解 ，m 是 上. 汐 的 企 一 非 堆 解 . 

上 述 基本 结果 后 来 被 Fredholm 推广 到 积分 方程 ， 通 常 称 这 
些 为 Fredholm 理论 ， 如 果 下 是 一 般 的 泡 限 维 空 间 , 4 是 一 般 
的 线 往 四 子 ,即使 下 是 Banach 空间 , 4 是 有 界 的 线性 算 子 ,上 述 
(I)、(ID 结 果 申 有 个 别 的 已 被 获得 ， 柄 如 可 见 本 章 51 的 引 理 1. 
显然 有 很 多 结论 是 不 成 立 的 ， 在 本 消 中 主要 基 将 Fredholm 理论 
推广 到 无 限 维 Banach 空间 , 自然 , 这 是 有 条 件 的 , 即 4 是 全 连续 
算 子 ， 

2 全 连续 算 子 基本 性 质 

定义 设 委 是 线性 空间 下 到 线性 空间 了 的 线性 算 子 , 仿 (A) 
一 之， 如 果 多 (人 是 了 中 的 有 搬 维 子 空间 , 那 未 称 4 是 有 限 帮 算 


子 ， 
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和 例 1 设 方 .…、 疡 是 志 上 的 线性 泛 熙 ,在 二 中 任 取 m 个 别 
量 护 、--……、s 必 算 子 4， 
| ER (2.6) 
有 4 便 是 五 到 了 的 有 限 秩 算 子 。 ， 
反之 , 也 很 易 证 明 祥 到 站 的 伍 柯 一 个 有 限 秩 算 子 必 为 (2.6) 
的 形式 ， 事 实 上 ,因为 dim 吏 (A) 一 2<eoc， 因 而 在 爱 (C4 中 可 取 


一 组 线性 基 护 、…、 扩 又 由 于 4z= 习 mm(o)2E2Z(4， 以 及 纺 、 


-… 久 是 线性 无 闫 的 , 易 知 mto) (= 二 2 pv 央 是 吾 上 的 战 性 
汉 畏 . 

如 时 也、Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 户 …, 所 EX 了 ', 那 来 按 
(2.6) 所 定义 的 算 子 是 有 界线 性 算 了 于 ， 事实 上 ， 从 (2.6) 立 即 得 到 


Haol- |S fc < (Ely) ls}, v€EX, 
所 以 4 是 有 办 的 , 
反之 ;. 油 ( 卫 -3 了 ) 中 人 往 何 有 限 秩 算 子 机 必 是 @.6) 的 供 式 , 其 
路 EE 及 "==1 9,…, %)， 囊 实 上 ,从 生 的 线性 .有 限 秩 已 经 证 
抽 


-475 一 > 本 Z 所 互 ， 


其 中 人 是 线性 无 关 的 ， {oj 是 了 上 线性 泛 函 . 显然 ， 只 要 指出 
EX Gl 2 二 就 可 以 了 ， 为 此 , 令 
一 Spanloi 名- 二 
天 然 ,多 已 Doi 所 以 存在 及 EY*， 使 得 所 (Tn) =0, 所 (yo) 1 因 | 
而 
访 (Lm 一 所 ( 阅 wo 一 mm 人)， mEF, 

让 此 得 到 ]o ko | 委 1 六 4 人 ze 即 ws: 基于 上 连续 线性 证 年 同 ， 
样 可 证 明 人 1 an_1 生 袜 

定义 该 筷 . 工 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 4 是 马 : 到 卫 的 算 
子 ,如果 4 把 忆 中 任何 有 界 集 也 成 中 的 列 紧 集 , 称 4 是 全 连续 
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担子 ,也 称 汶 紧 算 子 . 

本 书 中 所 讲 的 全 连续 算 子 者 假设 是 线性 的 .今后 不 再 说 明 . 
由 于 赋 范 空间 中 列 紧 集 必 是 有 界 的 ， 所 以 全 连续 算 子 必 是 连 : 
续 线 性 算 子 . 

例 史 设 瑟 作用 是 cs<D， ui 上 一 元 连续 散 数 ， 作 : 
ofe, 刀 莉 OLa, 站 的 算 子 下 如 下 : 


(Eq) @®—| EKGs, Dp at, p ECLa, 6]. 


今 证 近 是 CE 了 缮 于 的 全 连续 算 子 ， 事 实 上 ， 设 开 是 
O[a, 要 中 任 一 有 界 集 , 即 存 在 正常 数 工 , 使 得 于 中 一 切 的 p, 游 
足 max jp 由 | 一 gp|<< 工 ， 由 紫 可 知 


| (Ep) GD (Eo) (sn) |) EG, 入 一 下 Ge 汉人 | 
<L | [EG DE {sg, 站 | 有 


7 天 (5 如是 二 邯 连 续 的 ， 所 以 对 任何 8 六 0, 必 存 在 60, 使 得 
当 |S1 一 $ | 一 全 时 ， 
[EKGs, 区 一 下 (sa |< 
于 是 对 一 切 pgpEM， 
| (Kg) (C8) ~ (Ko9) (8) | <s, 
换 甸 话说 , 有 界 集 的 象 区 2H 是 如 Le， 如 中 有 界 的 等 讼 连续 的 洒 数 
族 . 由 第 四 章 和 6 定理 所 玉 时 是 口 [w， 中 上 列 紧 集 ， 即 站 是 全 连 
续 的 . 
例 3 赋 范 组 性 空间 素 上 有 界 的 有 限 牧 算 子 4 必 是 全 连 统 
的 ， 事 实 上 ,对 于 中 任何 有 界 集 开 的 象 4WH( 据 有 界 福 ) 是 于 中 
的 有 瞄 集 , 而 多 (是 有 思维 虐 范 线性 空间 , 炉 据 有 限 维 赋 范 线性 
空间 中 有 界 集 必 是 列 紧 集 ( 见 第 四 章 86 定理 二 ,所 以 4 是 全 连续 
的 . 1 
我 们 用 名 (人 一 了 表示 二 到 工 的 全 连续 算 子 全 体 . 
定理 1 设 革 .了 是 两 个 赋 范 钱 性 空间 , 那 末 多 (并 -> 六 ) 是 赋 


8 
Lib—a)’ 
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范 线性 空间 零 ( 互 -> 了 ) 的 恕 性 子 空间 ， 如 录 了 还 是 Banaoh 空 
间 , 陡 素 多 ( 瑟 -一 天) 必 是 Banach 空间 候 ( 玉 一 了 ) 的 闭 线 性 于 空 
间 . - 
证 明 设 几 . 吾 后 留 ( 下 -> 开 )， 今 证 几 十 吾 反 客 ( 区 一 大 )。 相 取 
所 中 的 有 界 集 肚 , 对 (4 十 怒 奸 中 任何 一 点 网 1 十 及 久 CE 
2 由 于 AH 是 列 紧 的 ， 所 以 有 了 于 点 列 [4fw} 收 
误 , 又 由 3 BN 是 列 紧 的 ， 所 以 点 列 {B8fww} 中 又 有 收 敲 子 列 
- {Bf}， 从 而 点 烈 {C4 二 Bf} 的 子 点 到 (十 Bf} 荐 收 种 
多 , 这 就 是 说 , [4 十 BB 对 是 列 紧 集 ， 距 然 44+ 百 抬 互 中 任何 有 
界 集 映 成 列 紧 集 , 所 以 4 十 如 是 爹 连 续 的 . 
类 似 地 ,可 以 证 明 对 任何 煞 w, m4 也 是 全 和 连续 的 . 这 样 便 得 
到 罕 ( 王 -站 是 仇 ( 且 了 ) 的 线性 于 空间 , 
当世 是 Banaeb 宰 间 时 ,多 (于 下 了 ) 世 是 Banaeh 空间 ， 现 在 
证 明 当 (下 一 了 ) 是 洗 ( 卫 一 了 ) 的 著 集 ， 事 奖 上 ， 假设 14,} 吴 
(于 -> 了 )， 并 上 且 寿 在 4E 乡 (了 -> 了 ), 使 得 limi 4, 一 4 一 0， 这 
时 ， 对 任何 给 定 的 卫 中 的 有 界 集 寻 ， 记 工 ~suplpi， 丙 对 任何 
-E> 和 ,由 {4,7 的 收 语 性 假设 , 必 存 在 于 ， 当 nN 时 ， 


(4 4 gD: 


由 于 4 如 是 列 紧 集 , 记 以 4x 存在 有 限 的 -网 内 …- 和。 并 
人 泵 妨 设 信和 4 三 全 一 在 3. …，8， 有 从 而 有 
ow EMG—1, 2, +, A), 

使 得 一 4s i 一 12,…, 说 、， 为 了 证 有 明 AH 是 珊 紧 集 , 今 只 要 
证 明 4z1、…、Awy 是 BA 形 芍 8- 网 语 可 以 了 . 

事实 上 ， 对 任何 YE 必 有 2 E 型 , 使 得 4mw=y， 四 为 
-和 EA 所 以 此 有 ?2 使 得 1 4xz 一 名 | 一. 因此 

ly— AzsielcA— Ass lds— Ayv i TCAn— A 

E31 4 一 444i 蕊 十 < 


哩 2 信 洪 撕 且 了 本 谱 分 析 站 8 
既 伏 和 4 将 任何 五 中 有 界 集 天 映 成 六 中 询 紧 集 ,及 以 
AE 和 EX ). 
上 旺 华 . 
利用 定理 二 我 们 肯 给 旨 ……- 个 重 村 的 积分 算 子 是 全 连续 的 钴 
子 . 
例 和 设 百 fs 和 ELa 951 Xx[a, 是 ), 和 作 天 [a, 村上 算 予 
K, 
(Ko =) KEG, Dp, verfe, b], 
根据 第 五 家 $1 便 4 知 道 天 是 J?[a, 加 到 [wo， 有 的 线性 算 子 ， 
并 且 
[< 人 | EG, bladeat) . 
今 证 五 是 全 连 然 的 
事实 上 上 , 玉 为 存在 包 念 在 [re, 站 x fa, 可 中 的 皇 束 的 特定 函数 
的 线性 组 合 画 数 ( 即 [gs, 站 x Fe， 刀 上 敬 06 类 西数 ) 的 序列 
{EK.(s, 们 }, 使 得 


lim If | 下 全 和 -天 t) [dsdt=0. 20.8) 
[GL be | 


由 五 wk 力作 为 积分 被 所 产 千 的 算 子 记 为 丰 ,， 从 名 .7)， 立 即 得 
lm 不 ,一 下 | 一 人 

到 根据 定理 1， 如 能 证 明 攻 , (n=1, 3, -…) 都 是 了 [sg，8] 上 全 连 

续 算 子 , 五 便 是 全 连续 的 了 . 


(2.7) 


因为 (8, é) — 2 os, G8, 动 ， 
鼻 中 du Cv, Dyy x Cs, Oy? [a, 5] x Lo, 四 ， 
所 以 XB, 让 = WD (8) ke st (ty, 


因此 ,对 任何 PE 下 ， 
Csp) (9) = | Knls, Dp lt) 


一 > (8) f Ket 和 
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这 就 是 说 , 玉 , 是 ie[e 8] 上 有 界 的 有 限 秩 算 子 ， 由 例 8, 天 sm 一 
工 2, …) 都 是 全 连续 的 , 因而 到 也 是 全 连续 的 . 

全 连续 算 子 还 有 如 下 一 些 常用 的 初等 竹 质 . 

定理 8 设 定 . 了 是 两 个 赋 范 线 作 空间，4E 多 (了 > 了 ), 那 

“(DD A4 下 是 了 中 可 析 集 ; 

(2) 如 果 包 是 赋 范 线性 空间 ，BEB(Y->Z), CE3(Z>X) 
必 有 Bd4E 物 (全 8), AOE GF-9YY, 

8) A'E FOSEN. 

证 明 (DD 因为 工 一 oc, 中， 而 对 任何 mm 40(0, 由 是 
工 中 列 紧 集 , 由 第 四 章 $ 6 定理 4 前 系 ，40(0, 由 是 订 析 集 ， 由 
此 易 知 集 4 二 = (A000, nn) 是 了 了 中 可 析 的 

(2) 设 下 是 卫 中 任 一 有 界 集 , 4MY 便 是 了 中 列 紧 集 ， 
加 是 连 综 映 射 。、 根 据 第 四 章 $ 6 定理 10 的 系 二 BB4 耻 是 多 中 
紧 集 , 即 BA4E YB(Z-> 妇 ). 

同样 , 如 果 有 L 是 如 中 有 界 集 , 那 未 因 0 的 连续 性 ,Ca 便 是 
玉 中 有 界 集 , 从 而 4ON 是 了 中 列 紧 集 , 即 AOEO(Z-37Y. 

(3) 设 {gn} 是 了 * 中 任 一 有 界 点 列 ， 今 证 明 必 存在 子 点 列 
fpnj}, 使 得 44%p,} 在 立 * 中 按 范 数 收 仑 就 可 以 了 ， 

令 8 昆 焉 中 的 闭 革 位 妹 , 上 述 要 求 等 价 于 证 明 存 在 子 点 列 
< 上， 焦 香 

[Ap — A pn, | sup | (Pn, Pw) As) [—r0 Cv, p00). 


(2 .9) 

现在 证 明 (2. 候 成立， 令 工 = 所 卫 ， 大 然 厂 是 了 中 闭 线 性 子 
空间 , 并 且 是 可 析 集 ， 因 而 存在 一 列 向 量 fg 在 工 中 称 密 ， 根 据 
{pa} 是 有 界 点 列 { 不 妨 设 gj 二 天 ,9 一 二 3 …)， 利 用 “对 角 线 
方法 ， 不 难 从 地 oj 中 莉 出 子 列 {pn,}， 使 得 {gr} 在 一 切 ys( 一 
1. 2, … 下 以 化 ， 下 障 证 明 {5,+ 适合 但 .9), 对 任何 s>0， 因 为 


& 8 全 连续 算 字 的 评分 析 他 
4S 是 列 紧 集 ，{yx} 在 工 中 稠密 ， 因 而 在 在 有 限 个 向 量 ， 不 妨 设 
为 幼 、*…、g 构 威 48 的 用 二 了 -网 ， 这样, 对 任何 “ES, 必 
存在 某 个 tli<<m)，, 使 得 
lAz2—gy < 
又 因为 {pn} 在 级 、…、 yr 上 收 化 ， 所 以 存在 v6, 当 2 > 和 了 峙 。 
Ip 一 pr (| 所 半 G6 一 2, 夫 ， 愉 而 当 b vvo 时 。 


ps 一 po CA | | Cn, — Pn) C0) | 
十 | (pn, — Pn) (Az— ge) | 


“12 BT < 


证 毕 . 

. 注 期 果 要 问 定 理 2 的 (3) 中 的 点 列 fd 收 笋 于 什么 陋 
景 ， 这 个 问题 可 同 管 如 下 ; 因为 {pn,} 在 互 上 收 伍 , 记 它 的 极限 为 
yg. 显然 , 仅 定 义 在 荆 上 前 pp 是 荆 上 的 连续 线性 泛 函 , 令 入 是 9 在: 
了 上 上 任何 连续 线性 延 折 ， 读 者 容易 证 明 4 字 便 是 {4"'p。,} 的 极 
限 . 

干 而 是 定理 2 的 两 个 重要 推论 ， 

系 1 设 互 .了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 4c YL 六 -> 了 )， 那 末 

44 必 将 互 中 弱 收 化 于 如 的 点 列 映 成 强 收 敛 于 4ae 前 点 列 . 

证 明 令 太 是 Y* 中 闭 单 位 球 ， 因 为 

HA, — 0) =—sup|f (A%, — 0)) |， 


所 以 要 证 明 {4%4} 强 收 伍 于 dzo 等 价 寺 要 证 明 
supl(ATXe— ro) | goplf Al so0)) | >N Cn). 
(2.10》 
根据 定理 2 的 (3),，4°S" 是 部 "中 列 紧 集 ,并 注音 到 弱 收 伍 于 加 有 的 
点 列 {zw。} 必 是 有 界 的 .容易 仿 名 .9) 式 的 证 明 来 证 明 (2.10) 成 
六 (读者 自己 证 明 ). 证 毕 . 
系 3 当 甩 是 Banach 空间 了 时 ， 当 (了 一 王 ) 是 Banach 代 
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数 ， 进 一 步 , 如 果 dim XX 一 co 名 (六 -全 ) 中 不 例 单 位 元 ， 

系 2 是 显然 的 . 

3. 全 连续 算 子 谱 分 析 

研究 全 连续 算 子 的 谱 是 本 小 节 的 任务 ， 对 于 有 限 维 空间 , 情 
沉 箭 单 得 多 , 而 对 于 光 限 维 空间 的 全 连续 算 子 , 情况 虽 复 杂 了 , 位 
大 栖 可 以 这 样 说 ， 全 连续 算 子 的 非 零 谱 点 的 针 构 与 有 限 维 空间 上 
算 子 的 谱 崇 不 多 。 所 以 全 连续 算 子 最 复杂 的 部 分 就 是 “0* 这 个 谱 ， 
现在 我 们 将 陆续 来 还 明 这 一 点 。 下 画 的 结果 无 任 实 或 复 Banach 
空间 都 成 立 . 

首先 证 明 全 连续 算 子 的 两 个 重要 性 质 ， 它 们 将 在 谱 论 中 起 着 
基本 的 作用 ， 

定理 3 设 蔷 是 Banach 空间 ，4E 窜 ( 奖 -> 瑟 )， 和 是 一 个 
数 , 如果 邹 (%WI 一 4) 一 下, 那 末 和 必 是 又 的 正则 点 ， 

证 了 明 当 dim 竺 < 之 co 时 , 定理 的 结论 是 明显 的 ， 所 以 不 妨 设 
-dim 看 二, 

因为 名 (4T 一 4) = 于 ,我 们 说 必 有 %#0， 圳 实 上 , 如果 

多 (4) 一斑， 

那 未 4 便 是 开 映 射 ( 见 第 五 章 §4 定 理 2， 从 而 4000, 妖 必 包 
含 蕊 中 的 某 个 开 球 0 人 0，5)， 根据 第 四 章 86 的 引 理 和 定理 
11，0O(0， 全 不 是 列 紧 集 ， 这 与 假设 4 是 全 连 焉 的 相 了 矛盾 因而 
.六 (4 关 开 . 

现在 不 妨 设 和 关 0, 以 (UI 一 和 一 五 ， 显然 ,根据 道 算 于 定理 ， 
只 要 证 明 % 了 一 4 是 单 射 就 可 以 了 , 即 当 (%T 一 424) 一 0 时 ,证 明 必 
次 1 一 0. 

令 如 ,一 {ze| (CAI 一 4)"% 一 0} (n=l 2 …)， 由 于 (UI 一 4)" 蚌 
有 界线 性 算 子 ， 因 而 Bsn 一 2,…) 都 是 闭 线 福 于 空间， 又 显 
然 

Bi Bac C HC, 

可 果 加 天 10}, 那 末 有 全 为 0， 屿 入 吾 ， 根据 (人工 一 4 三 一 瑟 ， 所 
以 必 有 za, 使 得 位 一 (UI 一 .4A)so, 依次 类 推 ,有 


§ 2 全 连 续 算 节 擒 谱 分 析 487 - 
Wop -1 一 (一 及 )20， n=—2, $,..., 
f= 2 0 因为 全 一 4 op 一 40 所 以 EB 并 有明 
mu 研 吾 -1， 报 所 第 四 竟 86 引 理工 在 台中 有 加 使 得 
[1 pl, Bd) > ,2.11) 
如 困 P9， 从 加-A 必 Ba (TA BC (NTA) DCB 1, 得到， 


了 了 一 过 ZT— A | 
Ya 一 Hy Wo Bp 


因此 ,从 从 .11) 叉 得 芭 
yp Ay 

一 1%| 四 ~(ys -> 
这 就 和 二 是 全 连续 的 假设 相 巴 盾 ， 证 上 毕 . 

定理 和 设 革 是 Banach 空间 , 4 省 (一 古 ), 数 入 天 0 那 - 
末 浇 (%T 一 和 是 闭 线性 子 空间 ， 

证 明 将 分 成 四 步 来 证 明 . 

(1 假设 1 一 过 人 7 一 4)， 关 县 是 收 伍 的 点 列 , 负 是 六 的 - 
一 个 原 象 , 即 

CAT A = fn {2.12) 

如 果 {gs} 是 有 和 蛋 点 询 , 那 末 {9wi} 必 蚌 又 分 点 列 . 


事实 上 ,从 侣 .19) 得 到 多 一 天 (证 49")， 由 {yo 的 有 界 性 ,， 


有 子 列 {9nw}, 使 得 {496,} 收 训 ,从 而 {g 本 身 也 收 伍 ， 
人 2) 设 fE 吕 CNT 一 和 4)， 我 们 证 明 在 {gj (XI 一 4)g 一 站 中 一 - 
切身 量 9 的 范 数 的 下 础 界 m 一 inf igi 是 可 达 的 ， 


ET 
事实 上 , 取 {g 全 得 
QT- A gm n>00), 
号 此 {gw} 是 有 界 点 列 ， 取 第 忆 ) 步 中 所 一 ft 一 二 2,…*， 那 来 由 
[了 必 有 子 点 列 {9 收 合 于 六 再 由 以 I 一 4) 的 连续 性 ， 衬 始 


得 到 
《XI 一 人 AF 一 lim AT 一 A) ns = 了 了. 
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县 然 | 了 =%， 即 产 是 达到 下 确 界 的 ， 并 且 适 全 (A7 一 477= 了 . 
当然 ,对 给 定 的 相应 的 产 不 必 是 唯一 和 的. 以 后 用 了 六 表示 法 到 
上 述 下 确 界 的 基 个 向 量 .- | 
(3) 证 明 存 在 与 任何 了 无 关 的 常数 融 , 使 得 i 所 对 i. 
假如 不 对 , 就 有 一 列 {fj 己 度 (XT 一 4), 使 得 

fol nl Fol, r=1, 2, (2.13) 
-于 是 


(AI— A) 0, (n>00). (2.14) 


订货 
直 第 四 步 知道 , 必 存 在 二 [下 站 | 的 收 生子 列 全 让 站 } , 记 其 极限 
fnl lf 

:为 fo, 从 而 

(I—A)fo—0, (2.15) 
显然 fo 一 1， 由 人 2.14)、(2.15) 就 得 到 

I-A p11 =fn 

又 因为 凡是 天 的 原 象 中 达到 下 确 办 多 向 量 , 所 以 
lf lf ~— fofol, 


地 l 条- fo 21, 
这 和 假设 ET 相克 所. 所 以 ， 必 存 在 型， 使 得 
eA 


(4) -是 和 

如果 并 PCc 努 0T 一 人 0， 六 -> 户 那 末 必 有 正 数 口 , 使 得 | | 
GO、 对 每 个 六 ,到 相应 让， 出 第 (的 步 ，| 六 < 下 fsMO… 再 
根据 第 (了 D 步 ,可 从 {4} 找到 子 点 列 二 态 ,} 收 伍 于 某 个 册 因而 

QI~ Ag=ln(tI md)f, -lm f,,—/, 

其 经 (hI 一 4) 是 闭 捍 证 毕 . 

对 于 一 般 的 线性 算 子 , 即使 是 连续 的 ,定理 8。 4 是 不 成 立 的 
.反例 是 易于 举 出 的 ， 

利用 上 述 定理 , 又 可 得 到 下 列 重要 性 质 ， 


§2 全 连续 算 子 的 谱 仓 析 8n 
定 埋 贡 设 卫 是 Banacbh 窜 间 , 后 久 ( 瑟 一 至 )， 数 和 0， 而 
六 是 本 的 特征 值 , 那 末 入 必 是 4" 的 正则 点 
证 明 令 荆 = 统 WI 一 筷 , 贸 据 定理 4 工 是 内 线性 于 空间 ， 
因为 和 不 是 特征 什 , 所 以 NI 一 和 是 单 射 . 视 和 IT 一 4 是 年 到 工 上 
的 算 子 , 由 逆 息 和子 定理 ， 存在 也 到 工 的 有 界线 性 算 子 471， 它 是 
2 了 I 一 4 的 道 算 子 ， 
令 证 更 (一 0 一下” 设 记 E 开 ， 在 卫 上 造 二 性 泛 苗 4 


下 : 1 
bm) = (Am), wvE Ge. 16) 
他 的 线性 是 显然 的 ), 由 于 
[pC [FLA sl, 
所 以 下 还 是 连续 的 ， 由 泛 函 廷 扼 定理 , 将 由 延 拓 到 下 上 ， 仍 记 为 
中 ,因而 从 
CATIA OD AI A = AR NT A)Y) 一 0) 
立即 得 到 (人 一 由本 = 六 节 训 QT 一 4 一 于 "， 
然而 ,4" 是 全 连续 的 , 对 4 用 定理 3, 入 必 是 4 的 正 风 点 . 
证 毕 . 
下 耐 是 Riesz-Szaunder 关于 全 连续 信子 的 特征 信和 特 证 隆 符 
调 的 定理 . . 
定理 6 设 于 县 Banach 空间 ， AEYC(T>X), 那 来 
(DD 当 dim 下 =co 时 ， DEcCdy; 
(2) %Ea(4), 如 果 久 0, 那 末 入 Eap(4); 
《8) Econ) 如果 和 天 0, 亚 末 相应 于 入 的 特征 于 室 间 B.A) 
是 有 限 维 的 ; 
(4) 设 和 “yg .Eos A), 并 且 和 多 j=1, 2, ~ 
m2, wm 是 相应 于 和 特征 向 量 . 那 末 生 、…、w 必 线 性 无 关 :; 
(5) cd 只 能 以 0 作为 极限 点 ， 从 而 oC4) 或 是 有 限 集 或 是 
可 列 集 . 
证 明 
(了 当 dim 互 = oo 叶 , 在 定理 3 中 已 经 汪 明 必 有 
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理 ( 吾 ?六 下， 

外 而 0Ecf4)， 

(2) 因为 和 关 0, Eo(4), 根据 定理 4 和 定理 8,， 绕 (XI 一 4) 
是 互 的 真 闭 线性 子 空间 , 因而 朗 (47T 一 小 在 蕊 中 不 秽 密 ， 又 根 
据 第 五 章 $8 定理 8 的 等 式 融 (和 一 XD =. 不 (WI 一 4)， 所 
以 入 EcortA),， 自 烷 AEp(A ， 根据 定理 5, 内 有 和 EoptAd). 

(38) 设 和 Eos(A4), 0、 于 任 休 E54)， 量 然 4 一 Xr， 
如 视 4 为 (4) 空间 上 算 子 时 ,4 在 对 (4) 上 是 XT， 如 果 
下 (4 是 无 承 维 的 ， 和 根据 Riess 引 理 名 ( 直 ) 的 单位 球面 访 不 列 紧 ， 
所 以 45 一 AS 由 不 列 紧 。 最 然 , 这 和 假设 4E 和 (六 一 下 ) 相 矛盾 ， 
天 此 只 有 盏 ,C42 是 有 限 维 . 

G4》 如果 有 i、….z 让 性 相关 , 不妨 设 一 加 mes, 其 

WE 人 一 二 2, )， 
利用 (IT 一 丰 GT 了 一) 一 C7 一 4) ONT 一 4) 便 得 到 
(AL 一 sh 《2 1 一 一 《4 一 过 1 (一 芝 
= A 4) 0, 


然而 虐 式 左边 关 D, 这 是 第 盾 ,所 雇 wy、… om 线性 无 区 
(5 设 {%} 是 4 的 一 列 不 同 的 特征 值 ， 和 而 且 和 -ax0， 不 
妨 再 设 入 0(n 一 1 2 …)， 朵 此 存在 常数 于， 使 得 
iM, nl, 2, 
| EE ' 全 3 
1 
邻 Tn 是 入 应 于 A 的 特征 向 景 ， 型 。 一 SPam {wz1, ys EN 出 (4)， 
弄 . 形 而 且 弄 关 弄 dim 肝 ,一 # 由 Riesz 引 理 就 得 
{yw} ， 满 足 
EM,, [yol =l, py Mas)>H, n=2, 3 (2.17) 
记 Yn -BS Be, Bi EC, 祁 二 2， 3, "yy 二 二 ， 3， Sy 7 显然 


I — A)y, — 3 BO 一 ai 人。 


Wi Fb 
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二 
A 


所 以 jn 一 ys EE Mas, 由 此 可 知 ， 当 Rn 时 ， 


当 一 咏 一 由 总 A E MM, _1, 


Ys Wm 
然而 4 Mn 姐 Mm Yn Fy 所 以 


| Ws gm 一 1 | > 了 二 
人 和 4 ua | Yn 2 |p yn, 于 ~- 世 盖 可 ， {2.18) 


| gy 
人 得 是 ; 办 


<<j, 根据 4E 多 ( 瑟 > 和)， 必 有 {4 多 ] 的 收 伍 子 


列 性 萄 上 这 和 (2.18) 相 冲突 ， 抽 以 (4) 如 有 有 极限 点 ,只 能 是 
和 ， 证 毕 . 

下 而 是 Riesz-Bzauder 理论 中 4 与 由 关系 的 部 分 . 

定理 7 了 设 于 是 Banach 空间 , 44E 作 ( 庆 一 三 )。 那 来 

(有 ofAd)=a(d"), otAdAD) = {INEoCA)}: 

(人 3) 如果 和 下, 那 末 更 (4 (A ); 

(8) 如 果 和 Eas(4A), 并 且 40， 那 末 方程 

(IT— A)w=y 

可 和 解 的 充 要 条 件 是 y LL,(4); 

(和 部 果 和 EGpCd), 并 且 竹 0, 那 末 方 程 

(MI—A p=f 

可 解 的 充 要 条 件 是 了 | 二 (4); 

(5) 如 果 入 Egop(4), 入 到 0, 闭 末 

dim A OITA) -dim .A (IA. 

证 明 ”(1) 其 实 , 我 们 可 以 证 明 对 任何 4E 册 (至 一 三 )， 郡 右 

o(4A) 一 v(t4). 一 实 上 , 当 %Ep(4) 肝 ， 
(I AI-1EYW(E SKY, 

对 人 5 一 4 应 用 第 五 章 84 引 理工 的 系 , 立 即 得 刘 和 Eptd ,从 而 
pA)CpLA'). 

再 证 pf(4 二 pfd4)， 任 取 和 GEp04 从 而 入 EpCA4*)， 的 
此 ,存在 正 数 本 对 任何 4 “EEX, 
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OT— A el= {IT A oe" gl 一 ee ， 

四 此 可 知 7 一 4) 是 单 射 ， 名 (4I 一 4) 是 于 中 闭 线 性 子 空间 ， 邵 

果 2 一 全 类 下 必 存 在 非 零 fE', 使 得 了 在 绕 (XT 一 4) 上 

稳 信 是 0， 由 第 于 齐全 3 定理 83, 和 EgoyC4 ,这 与 Ep(A” 假设 

相 蔬 慎 ， 这 样 ，(&I 一 4 既是 单身 ,又 是 满 射 , 由 道 算 子 窍 理 , 和 EE 

PC4)， 队 面 pCADCplAdA)， 因 此 p54") 一 p(4). 

(2 因为 当 wE BC4), EB (4) 时 , 

HT, JO— rm, A = dy, f= hE, FY, : 
所 认 , 当 关 基态 时 ,直上 式 只 有 《< 7>=0, 即 (4A) (4). 

3 根据 定理 和 全 红 WT 一 4 是 闭 的 线性 子 空间 . 又 很 季 1 
引 理 上 的 (jj), 易 全 和 克 ， 

(4) 最 然 ， WT 一 42g= 了 了 到 解 的 充 要 条 性 是 . 

ae . 
但 AAI 一 4) 上 红 工 一 和 所 以 (人 的 必要 性 是 明 的 . 

今 证 充分 性 (等 价 二 证 明 .A CIT 一 4 入 经 (I 一 A4%)). 设 卫 
EA 一 4)!。， 要 求 有 8 及"; 适合 (hI 一 4")p 一 f， 这 是 等 价 
于 对 一 尺 wT， . 1 
PNT A) 一 Fw， (2.19) 
为 此 , 先 作 子 空间 五 一 经 (CT 一 4 上 的 省 函 w 如 了 下， 对 任何 yD, 
任 东 方程 (7 一 da 一 y 的 一 个 解 x 规定 

PW 一 2)， (2.20) 
如 业 又 有 2", 使 得 I 一 4)s" 一 y， 那 未 2 一 wTEANCAI 一 4)， 而 
EAI 一 下 所 以 六 zw 一 了 C2， 即 避 .20) 所 定义 的 荆 上 汉 
画 Y 意义 是 靖 定 的 ， 显 然 @ 是 五 上 线性 泛 函 ， 

再 证 史 是 连续 的 .事实 上 , 如 来 对 每 个 yE, 取 必 是 

(AIT— A)w=y 
的 解 中 范 数 达到 最 小 值 的 解 。 由 定理 4 证 明 电 的 第 (8) 峭 ,存在 
常 煞 型， 使得] 和 | 委 好 上 对 一 切 YE 五 成 立 , 因 而 

pw l= | ee yl, (2.21) 

蔓 9 是 了 工 上 连续 线性 泛 郴 . 


cr 
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将 8 延 折 成 五 上 连续 线性 泛 函 , 仍 记 做 p、 显 然 子 上 连续 
线性 泛 函 p 适 合 (2.19), 即 ER(XI 一 4")， 

(5) 对 任何 各 Ect4),， hoY0, 由 定理 6 的 (四 ), 是 ol4) 
的 狐 立 点 ， 从 而 存在 s>0 圆 1 一 20| 怀 8 中 保命 育 oC4) 中 一 点 
和 %o. 令 
i 


Bo lite 


到, 一 (MT — A)-1 a%, (2.22} 


由 于 B, 一 全 (XT 一 4) -+(hWE p( 人 4)) 是 全 连续 算 子 ,又 易 知 


B -| Br dh, 
所 以 吾 ,, 是 全 连续 算 子 。 因此 ,加 ,下 一 {2| Bw 一 2} 必 是 有 限 维 
线性 子 空间 (因为 吾 ,, 在 窑 间 刀子 上 是 单位 算 子 ). 

邻 证 十 ,(4)CCB, 玉 ， 事实 上 , 任 取 2 全 ,4)， 

A(IT—BE,) wo (TI — Bi,) Ar= mT Dg. (2 ,23) 
但 是 知 证 妇 jo-aoz 的 正则 点 ( 郧 8 定理 6 的 (0)， 所 以 从 . 
(2.28) 就 得 至 (他 一 盏 一 0， 即 xEB, 卫 ， 

对 届 .22) 取 * 运算 ,有 
Be -到 下， 
江 类 似 于 上 面 讨论 得 到 环 , 互 * 是 有 限 维 空间 ,并 是 

BAVCE, LT". 

再 证 加 2. 王 "一 《 吾 , 写 六 [入 ， 事 实 上 , 任 取 PE 及 , 玉 ' 忆 于"， 
显然 YV| mx 必 是 孙 , 和 上 连续 线性 活 画 ， 因 而 环卫 (加工 ) 
上 反之, 任 取 了 E (机 .了 ), 作 屯 上 汉 孙 

PP) = Eo) wT, 
灵 然 9 是 下 上 线性 泛 画 , 9p|zx 一 ,并 有 8. 
ACCOR RAE 


(MT A) A, (2.24) 


[ 注 ] 此 式 也 可 用 第 五 意 §3 定 理 5 中 笔 式 Zr 一 全 /ZL 来 证明 。 事实 上 ， 产 瑟 
一 到 x 了 ， 易 证 开 1 吓 (7 一 再 8 ) 下 4， 写 9/TL 人 再 5"。 从 而 由 等 式 到 一 
/ZL 立即 得 到 BR Yes (EsoZ)*。 这 里 "ex" 表示 拓扑 线 性 同 构 . 
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其 而 EET” 又 出 于 
PB, L) — (Ew) 一 人 fo) 1 岂 万 及 ， 
疡 以 本 gp 一 p, 即 9E WM 尽 :， 从 而 也 有 训 , 革 "二 (;,X}"， 综 合 
上 上 述 , 得 本 E 卫 一 (Bi, 玉 )*, 
由 于 加, 征 * 一 CB; 入)*, 并 且 dim (二 ce， 所 以 
dim (CE ER") =dim(th,, XA)"~dim(E,,T) <0. 
最 后 证 dim 人 B,C4) 一 dm Bi,(A4， 设 氏 ,-…, 6 是 BB, 子 的 
- 任 一 线性 基 , 在 下 了 "中 取 相 应 的 对 侦 基 or、 i: 
Purley) = Oy ke, p=1, 2, "yg 2 (2.25) 
“白条 件 (2.85) 易 证 站 -mr 是 线性 无 关 的 ).、 因为 4， 加 .了 > 
;A 要 果 令 
8, =— ep (gw EC, 上 v=1, 2, “ey "2) 
: 诸 末 由 绾 .25) 易 知 
pe 一 它 rnPpn, 
而 w= PineE (4) 的 充 要 条 件 是 2 是 矩阵 (5s) 相 应 于 特征 什 


3 的 特征 向 量 。 同样 , PE,(4) 的 完 要 条 件 是 pg 是 转 置 算 阵 
《gw 相应 于 fw 的 特征 岗 量 ， 线 代数 中 已 经 证 明了 矩阵 
CT RD CN 

具有 相间 的 秩 , 从 而 dim 6,, 一 dim 到 5\。、 证 毕 . 

下 而 是 Riesz-Szauder 理论 中 有 关 全 连续 算 子 4 的 玉 解 式 
方面 的 结果 . 

定理 8 设 了 是 Banach 空间 ，4E 名 (和 -> 开 )， 又 设 Mac 
(4)， xz0， 那 来 攻 在 和 % 的 某 个 环境 O00) 中 有 Laurent 展 并 


(I 一 4) 一 名 0,(%- Mr, AEOWY, (2.26) 


其 中 加 or 一 一 各 一 % 十 1， I'y 0, 1, 2, *… 小 是 开 上 有 界线 性 等 
子 . 
证 明 和 根 据 定理 7 了 的 (本 ， 加, 区 的 维 数 %w 是 有 限 的 、 而 


和 3 全 过 综 算 子 的 谍 分 析 BY5 
刀 |a,xr 只 有 一 个 特征 值 0, 因而 (Gof 一 4)|sz)" 一 0, 并 口 , 池 
5 天 30 村 ， 


(GID ln 守 下 才 (2.27) 


(这 是 线性 代数 中 已 经 证 明 的 ). 在 (一 豆 J 写 上 ,， 知 是 二 |o-moz 
的 正则 点 , 因而 存在 Xe 的 环境 OCu) ,使 得 
(CNT— A) | rm)! 
= OID lean (D0)", FEOC), 
(2.28) 


于 此 易 知 
WI— A! . 
=(QIT—A) pr) E+ (NTI— A Norn (了 一 加 


_ SH COoT— A | pt)’ By, ,Ayy fr 
CA 
其 中 


Os= (Gol— A ersor CATE) r=0, 1 2, 0).. 


习 题 


1. 设 民 ,Z 是 二 个 赋 范 线性 空间 , 证 捍 线 性 算 子 46 三 性 -> 了) 的 充 拍 
条 件 是 下 面 三 个 中 的 任何 一 个 : | 

Ci》 有 4 将 对 中 单位 球 映 成 了 中 列 紧 集 ， 

《iiy 有 4 将 至 中 任何 球 0Gw Cr 站 映 戌 列 紧 集 ， 

《it 了 将 立 中 单 亿 陡 面 总 一 臣 [zl 二 二 腕 成 列 紧 入. 

2. 证 明定 理 3 的 累 革 中 的 人 .10) 或 立 。 

3. 对 于 Banach 空间 上 一 般 的 有 界线 性 算 子 ， 试 举 出 反例 说 明定 型 3 
4.5 不成立. 

4， 设 证 (s, 介 是 人 平面 上 勒 岁 粮 可 测 尔 数 , 并 且 


ff xc, ds 0, 


作 总 (~- 呈 ，s) 上 线性 舞池 法: 


€96 第 七 章 ”线性 算 子 谱 论 


ADO= {Els, OFWs 
亲 4 是 否 是 ZK 一 =，ce) 上 全 连续 算 子 . 
5. 设 on} 是 可 折 Hilbert 空间 鼠 上 完备 就 疙 直 交 系 , 作 豆 上 线性 扯 
子 4， 
4eo= 疡 CyBs, Gs 个 ， 态 t=1, 2 三 i 
证 明 ， 当 习 |asl?<o 时 ,4 是 五 上 全 连续 算 子 . 
6, 设 玉 (5 上 是 gs 二 忆 GE 上 区 风格 可 测 瑚 数 ， 吕 设 > 


1 了 
万 十 可 一 并 且 


ff |E(s, Ohad jar<e, 
证 明 Ze[a 矶 上 线性 算 字 
(EP 0 = Ks, Hay 
是 Lr 上 全 连续 算 子 . 
7. 令 fo} 是 如 中 完备 就 范 直 交 系 ， 作 六 上 上 浇 性 算 子 ， 
Fe 一 子 ea Zt Be 


证 肯 丰 是 如 上 全 连续 算 子 , 并 且 eCF7= 人) gpkV) = 多 
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Hitbert 空间 比 Banach 室 间 有 着 更 好 的 几何 结构 , 自然 期 户 
Hitbert 党 间 上 算 子 详 论 会 有 更 好 的 铺 果 。 本 节 和 下 一 节 主 要 讨 
论 孔 让 bert 空间 上 某 些 算 子 的 谱 论 ， 

1. 有 限 维 室 间 的 回顾 

设 吾 是 有 限 准 的 复 Hilbert 空间 ， 例 如 五 一 Or。 又 设 4 是 
五 工 的 站 共生 算 子 - 在 五 上 和 企 取 就 东 直 交 基 ww 那 来 在 
淮 好 上 ,相应 于 4 的 矩阵 Cas) 便 是 自 共 轿 阵 。 在线 代 数 中 已 经 
让 明 ; 必 存 在 及 上 的 就 范 直 交 基 6&…、6s,1 如 记 石 是 基 {8!} 到 基 
{ed 的 线性 变换 ( 即 满足 Ua 一 ai 一 1 2 …， 中 的 丁 算 子 ),T 在 
基 fc 后 下 的 算 阵 表示 是 (62, 使得 阵 Cuen) (as (as 由 是 对 角 隆 ,好 
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4 在 基 {e} 下 的 矩阵 表示 是 


A 0 
- (81) 
0 法 
利用 上 述 和 矩阵 表示 来 研究 方程 
(ANTIw—y ~ 3.2 


的 解 鸣 河 题 ， 即 研究 4 的 谱 理 论 是 车 为 方便 ， 因为 差不多 有 闫 . 
(3 .多 的 解 的 问题 都 能 通过 (3. 二 很 入 单 地 得 到 回答 .例如 由 (3.1) 
可 知 , 一 切入 GG 一 4， 2， …, 加 都 是 实 特 征 什 , 相应 十 入 的 特征 子 
空间 $B;,(4) 一 Spanen cf 一 oof4) 一 To) 当头 三 Ts 即 和 EE 
pfd 了 时 ,4 一 % 下 一 的 十 阵 表 示 


1 
f 0 


\ ; 《和 -37 
”1 
9 和 .| 


六 4 一遍 | 
fF -a 
是 多 项 式 ， 那 来 了 (L] ~ 疡 md 的 矩阵 天 未 是 


[ 0 
of) 


从 而 双亲 讨论 (4) 的 谱 . 列 解 式 , 范 数 、…; 当 {34} 中 有 某 些 十 0 
时 , 从 (8 .市 以 清 订 地 得 到 那些 y 方 各 (3.2) 可 解 ,以 及 可 解 时 的 
通 解 形式 等 等 . 

线性 代数 中 已 经 证 明 ， 不 仅 身 共 锯 算 子 有 标准 的 ' 埠 型 ” 
(3.), 对 于 0" 中 的 西 算 子 也 有 (3.1) 那 样 的 模型 ,只 不 过 将 (3.1》 
中 实数 组 {4} 换 成 单位 贺 周 上 的 数组 ， 即 jj 一 GG 一 1，2，…， 


141=mex[%|， 1(4 一 4D- 村 = max! 圭一 li 假设 


y (3.4) 
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7)， 让 一 般 地 , 0O" 中 正常 算 子 也 有 .上 述 模 型 ,只 不 过 1%} 是 % 个 


这 样 ,很 自然 地 间 ， 在 一 般 复 Hilberzt 空间 五 上 移 自 具 思 、 
西 、 正 常 算 子 是 否 也 能 有 上 述 标准 模型 y 这 正 是 本 节 和 下 节 的 任 

2， 污 限 维 空间 中 的 例 

对 于 无 限 维 复 Hilbert 空间 上 算 子 , 例 疙 自 共 辐 算 子 , 昂 然 是 
不 能 期 望 它 们 都 具有 (3. 卫 形式 的 那 种 极 简单 的 重型 

例 工 设 互 是 无 限 维 的 复 Hilbori 空间 , {Z,} 是 互 上 一 列 
相 五 直 交 的 闭 线性 子 空间 , 并 且 @ 五 一 及， 记 且 在 石上 的 投影 
算 陡 为 P 根据 第 六 章 85 定 理 7 的 多)、 定 理 8 及 其 系 ， 

I=>P. 


又 设 私 是 一 列 互 不 相同 的 有 界 实数 , 即 存 在 常数 型， 
| 入 | EM, $=1, 2, *, 


易 知 算 子 _ 
A—DhP, (3.5) 
是 瑟 上 有 界 自 共 儿 算 子 (只 要 取 第 六 章 $5 定 理 14 中 的 { 瑟 ,}. 
{4,} 分 别 为 这 里 的 {I}、 {Pn}。 从 Thu; 的 有 界 假设 ,可 以 推 岂 
定理 14 中 的 (5.58) 所 定义 的 多 此 时 就 是 吾 )， 并 且 五 中 任何 向 
量 %, 由 于 总 有 了 一 04j 业 人 ,Pew 一 %, 所 以 
A 一 也 hi Pig — hw, (3.6) 
时 工 中 一 切 非 零 都 是 4 相应 于 的 特征 向 量 ， 其 实 ， 
BA) = 人 一 二， 2, 人 
在 空间 分 解 有 一 久 五 下, 豆 上 任何 有 线性 算 季 下 总 可 以 表 
未 成 无 限行 无 限 列 的 矩阵 (只 ， 不 进 这 里 的 起 路 元 和 是 五 -> 
五 的 有 界线 性 算 子 :Ty 一 PJTP;， 那 未 由 人 .多 所 定义 的 算 子 才 
就 是 对 角 化 的 , 即 4y=0G#)，Au 一 Pl 7 一 二 2 …)， 


租 号 3 系 、 谱 测度 , 刁 东 于 4 分 €99 


对 于 无限 继 复 也 ilberti 空间 .上 自 式 辊 算 耶 ， 基 次 能 期望 它 们 
:都 具有 43 .5 的 那 种 形式 ? 下 面 给 出 一 个 重子, 说明 这 是 不 行 的 . 
例 4 设 古 复 2000, 411, 及 上 算 子 
4 TOPEFD, FELLD, 1]. (3.7) 
易 洁 刁 是 如 上 有 界 和 白 共 斩 算 子 。 我 们 证 明 4 没有 特征 值 , 事实 
上 上 ,如果 jeoEGcnt4)， 那 末 必 有 0F#E 互 ,使 得 
(4 一 jo77 =0, (3.8) 
半生 和 的 计 0 但 因为 0 是 圈定 常数 , 由 此 可 知 3.8) 式 成 立 
没 序 要 条 件 是 f(D 去 0, 即 了 是 及 中 的 零 向 量 . 从 而 4 没有 特 
征 值 . 
因为 儿 能 写成 (3. 久 形式 的 算 子 必 有 特征 值 ， 而 (3.7) 中 的 有 
界 自 共 多 算 子 没有 特征 值 , 遍 以 3. 中 的 和 4 决 不 能 写成 (3 .四 的 
但 对 了 [0, 各 上 的 4: 了 中 户 好 的 , 我们 可 帮 如 下 考察 ， 作 
-00, 卫 上 一 族 算 子 和 ,]%E [0, 41}, 
E,. FD Pron DF DD, FED, 1], AE CO, 1], 


(3.9) 
其 中 X90,m( 旭 表示 [9, 和 A] 上 特征 阔 数 ， 因为 | 是 实 函 数 ， 易 知 
如; 是 自 共 轿 算 子 . 又 因 为 对 任何 了 ED[0, 1]， 

了 一 再 v1) -=H, Cxrowaf ) = Wr aXr0 a — Kron f= BF, 
所 以 加 ; 是 具 等 的 , 所 以 {8B,|%ELD0, 本 是 毒品 1] 上 一 族 投 影 
算 子 ， 同 倒 , 对 和 枉 何 共 内 二 [0 41]， 

oe FD PX (fH 
是 玉 [0, 1 上 要 影 管子 . 
路 [0, 如 % 等 分 , 令 入 一 工 G6 一 0,43,…, 匠 ,并 作 卫 [0, 全 上 
: 界 自 共 罗 算 子 
js; 了 (2 > (Kegmaenit ty Or ag (#) 了 了 人， 了 车 下 [9, il1, 
(8.10) 


700 第 七 章 ”线性 算 子 谱 论 


豆 洛 汶 
A 2 Md, AB Bun ~ Ba (3.11) 
注意 到 
ma |i—D he oP) — Kowma (i 2 < 二 (3.12) 
由 此 吻 知 按 算 子 范 数 
4 一 Im 4， (3.13) 


T+ 


而 (3.11) 蚌 有 限 个 互相 直 交 的 投影 算 子 {4:B} 的 线性 和 ,是 属于 
(3.) 类 型 的 “离散 科 ”， 由 届 .143) 可 以 轩 册 本 例 中 的 算 子 4( 即 绞 
和 白 变 量 算 子 ) 似 入 应 表示 成 下 列 算 子 值 测度 的 积分 

4-|。 dH,, (3.14) 


即 是 一 种 “连续 利 ”， 
由 此 ,又 可 想到 下 面 的 例 . 
例 3 设 姜 是 复 Te( 一 co, oo)， 豆 上 算 子 
A FDP fEDBCA), 
其 中 多 (4) 一 {ff 好 G4) ET (co，oo)}.、 根 据 第 六 章 $ 6 
例 13, 4 是 自 共 轿 算 子 , 类似 于 例 2 引入 一族 和 投影 竹子 { 吾 :|XE 
(— 00, co)}; 
EB;: FOP ma FH), FE oo), (3.15) 
并 将 (一 % 由 进行 吧 筹 分 , 又 令 


同样 可 作 Ao 2 dE, MB -BB 


自然 , 因为 4E (一 o0，co0), 从 而 不 存在 类 似 的 (3.12) 式 , 和 按 算 子 
范 数 收 敛 意 义 下 的 (3.18)。 但 也 容易 证 明 , 对 任何 fg9€ 2(4)， 
从 有 


CAf, g) -lm(4,f, 9, (3.16) 
由 此 肥 可 启发 我 们 航 乎 下 式 应 该 成 衬 
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C4f, 及 一 | MBF, 9), f.9EDN). (3.17) 


从 形 起 的 (因为 我 们 并 未 严格 地 证 明 ) (3.14)、(3.17) 式 启发 
我 们 ， 对 一 般 复 Hilberi 空间 自 共 辊 算 子 的 标准 模型 至 少 得 需 引 
入 投影 算 子 值 测度 的 积分 概念 . 然后 才能 间 ， 是 否 复 Hilbert 空 
间 上 自 法 红 算 子 都 具有 象 (3.14) (对 有 界 自 其 氢 算 子 )、(3.17) 《对 
匹 界 自 共 施 算 子 ) 的 形 涉 . 

本 闻 中 主要 是 讨论 投影 算 闻 信 测 度 积分 的 定义 以 及 它 的 某 本 
性 压 ， 下 区 将 回答 任何 犁 共 元 算 丁 、 西 算 子 , 更 -一般 的 是 正规 算 子 
都 能 写成 上 述 积 分 的 形式 , 并 给 出 这 种 积分 在 说 论 中 前 应 用 . 赎 着 
这 那 里 将 会 看 到 它 就 和 有 限 维 空间 中 得. 症 起 到 的 作用 一 漳 . 

和 建立 站 绥 上 勤 由 格 -斯 蒂 阶 测度 一 辜 , 为 建立 直线 上 投影 算 
- 子 值 测度 , 需要 先 引 入 直线 上 投影 算 子 值 “单调 增加 ”、 右 连续 的 函 
数 . 

定义 设 囊 是 复 Hilbert 给 间 , 8B 是 (co，co) 上 取 值 于 
fH 区 影 算 了 函数 ， 如 果 满 足 

i ) (单调 性 对 任何 实数 和 .zz， 当 和 > 用时， 瑟 闻 再 

Gi) (省 连续 } 对 任何 和 0E (一 00，00)， 玉 ,wp0 一 各 

Qi) ( 强 ) lim ,一 0, ( 强 ) Him ,一 工 
: 那 未 称 轧 ,( 久 E 《一 co， co)) 是 谱 条 ， 

这 里 妃 ,i0 一 ( 强 ) lm 如 利用 第 六 章 85 习 题 18 和 刁 的 


这 加 
-单调 性 ,容易 证 明 如 ,ro 必 是 投影 算 丁 ， (i) 就 是 要 求 Bro 正 是 
.五 而 已 . 
例如 , 例 3 中 按 (3.1 名 所 作 的 BNE (—00, 00)), 容易 证 明 
它 就 是 严 ( 一 co，co) 上 上 的 谱系 同样 在 例 2 中 按 (3. 钨 式 所 作 的 
五. CE D0, ), 如果 再 补 完 规 定 ; 当 % 志 0 时 , 召 . 一 0; 当 和 > 工时 ， 
-五 ,一 了 ， 郑 末 补 充 后 的 为 (WE 《一 0o，50) 就 是 成 [0, 了 上 的 雍 


. 系 。 
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例 重 设 吾 是 复 耳 bsrt 空间 ，{Peo} 是 及 上 低谷 一 列 相 王 
性 交 的 投影 算 子 , 并 县 满足 EP,=L, 又 设 { 和 是 任 一 列 实数 ， 类 
似 跳跃 函 翘 ( 见 第 一 章 $ 多, 作 


Fo 和 GE( 一 co，on)， (3.18» 
t=1 
下 面 证 明 如, 是 谱系 ， 


妨 .一 六 PON) = DD, 
一 P+ DB PB HY PP, {8.19} 
re 后 世 坟 fF 入 下 王 下 I 志 训 “ 


因为 ” 畦 已 0 所 以 轧 庆 如 。. 
Fr 


(过 》 当 % 汪 wo 时 , 由 (3.19) 易 知 
EB.-E,— Y P, (3.20 


六 


所以 ， 权 证 明 雇 . 在 w 点 右 连 续 ( 强 极 限 意 义 下 ) 等 价 于 要 证 绷 ; 
对 任何 zE 瑟 ， lim 2 ,Peo0. 


S| Pl’< ll’, 

医 此 ,对 任何 8 之 0, 必 存 在 店 然 数 W， 
SPel<s. (3.31 
对 于 术 , 显然 必 存 在 8 使 得 juE (3o,. 6 二 四 时 ， 必 有 5 入 ， 从 . 
而 由 {3.21) 得 到 , 愉 要 入 Eo, ?6 十 杀 时 ， 
HB Bdol =| BF Pel: < SIPwl<s, 
. J Ts 

所 以 名, 在 ?6 点 右 连续 . 
人 谱系 的 条 件 人 的 证 明和 (0) 相仿， 从 路.， 
给 由 作 为 算 子 值 责 数 的 谱系 画 改 用 吕 通 数值 函数 的 等 . 
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定理 1 设 肪 (WE{ 一 co，o0)) 是 复 耳 ilbert 空间 五 上 我 影 
竺 子 值 函 数 ， 吾 , 是 说 系 的 充 要 条 忻 吓 下 面 两 组 中 的 任何 一 组 
条 件 . 
(第 - -组 ) 
(i 将 任何 zE 吾 , 百 c() 一 ( 囊 m，2) 是 单调 增加 函数 ; 
{二 )” 对 任何 ME (一 00, 00), ws.WEH, 函数 
Fe,y th) = CH;w, oy) 
是 右 连续 (或 者 洲 ， 刀 ,一 《 弱 》 lim 万 ,); 
Gi) 于 任何 wyEH, 
lim Fast) oO, lim Fy = (mw, ¥) 
(或 者 说 ,( 弱 ) Hm 也 ,=0, 《 弱 ) lim 互 .= 了 D). 
{第 二 组 ) 
C1” 对 任何 vw 所 囊 ， Fo(%) 一 (到 0， 四 是 单调 增加 函数 ; 
《 开 )” 对 任何 aoE (一 oo，o)，zE 五 ， 丈 (入 是 右 连 续 的 ; 
(0)” 对 任何 zE 五 ， ,lm Fe =0, lon FC) — EE 


证 明 显然 , 从 谱系 必 可 推出 第 一 组 条 位 人 和 (ii) 成 立 , 而 
从 (DD' ~ 0)' 必 可 推出 ”~ CD” 成立, 所 以 只 要 证 融 击 何必 
(ii)” 可 以 推出 召 ; 是 谱系 就 可 以 了 ， 

事实 上 上, 根据 算 子 大 小 的 定义 { 见 第 六 章 85), 由 人 ”可 和 庆 
如 是 单调 增加 的 ， 对 于 *G 互 , 由 第 六 章 85 定 理 6 的 人 2), 以 及 
歹 cf 的 右 连 续 性 (各 )”， 立即 有 

lm |(B— BE)rl’— lm (CCR,~ BE,,)%, 2) 
天 06 二 省 入 一 6 十 用 
一 Hm Fe(%) 一 FeCio) 一 0， 


即 身 (i)” 可 推出 吾 是 右 连 续 ( 强 极限 意义 下 )， 类 似 地 ,可 以 出 
(0)” 扒 出 谱系 冠 尺 中 的 各 全， 证 毕 ， 

注 ”如果 B. (hE(~co，02)) 是 人 复 Hilbert 空间 如 上 革 的 谱 
系 ,并且 存在 常数 mm、 WW, 使 得 当 和 <m 时 ， 加 ,一 0 当 和 > 于 于， 
玉 , 二 了 就 称 吾 ; 是 [mr 下 上 的 谱系 ， 另 让, 燃 伏 十 高 维 空 间 寺 从 
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勒 贝 格 -斯 蒂 阶 测度 的 建立 5 兄 第 二 章 8 和 的 附录 中 的 第 日 小 节 )， 
也 可 引入 高 维 空间 上 的 谱系 概念 ,这 电 从 略 ， 

和 谱 测 度 空 间 
由 讲 系 就 可 引入 证 调度 , 为 此 , 我 先 介绍 一 般 高 维 空间 上 的 谱 
测度 . 

定义 设 全 是 隔 中 的 闭 子 集 [ 注 ], 昌 是 不 中 一 切 Borgl 集 
全 体 , 印 是 复 Hilbert 空间 五 上 投影 算 子 金 休 ， 如 是 如 二 急 的 
怠 射 , 下 洪 游 足 - 

(Ci) BOF) I 

《 芋 ) 《可 列 可 加 ?对 任何 如 中 一 列 互 不 相交 的 集 {4,}， 

加 (U4) 一 I ECA Gia, 

强 末 称 召 是 ( 革 ， 嫩 ) 上 的 谱 测 度 ， 妈 称 ( 玉 ， 如， 加) 是 证 测度 宰 
间 .， 


先 给 出 类 似 数值 测 度 的 茶 些 庄 邢 度 的 性 质 . 

引 理 1 设 加 是 (了 , 电 ) 上 的 谱 测 谨 ， 那 未 

(1) BC$) =0; 

(2) (有 限 可 加 ) 对 任何 4.E 吾 G6=1, 2,…, 0), 如果} 互 


不 相交 , 那 来 BILL 4:)— > Ed); 


(38) 如 果 4、 BE 加, 而 4nB= 负 那 末 
BLAIR(BY = E(B RA) -0; (8.22) 
《4) 于 伍 何 4.8EB, 
E(AUB)- B(A)+E(B)— BLAND):; 
(5) {者 (4) |A4€ 了 各 是 彼此 可 交 的 算 子 族 ; 
《6) 如果 {4,} 是 召 中 音调 序列 , 那 末 当 单 调 增 加 时 ，, 


B (LAr) =lim (4,); 
[ 注 1 人 并非 必要 ， 只 要 王 是 Borel 全 即 可 . 为 了 某 些 地 方 叙述 方便 一 


点 ,并 加 闭 条 福 . 
[ 注 芒 对 投影 算 子 序列 |， 一 般 部 是 用 强 极 限 或 弱 极 限 . 


呈 呈 谱系 、 详 旦 度 、 谱 囊 ! 分 705 
当 单调 下 降 时 ， 
P(A) Hm BA). 
证 明 《1D 到 4.=BCn=1, 2,…), 由 可 列 可 加 性 ， 
四 (内 TACOE SC 


显然 ,能 使 上 式 上 成 立 的 有 界线 性 算 子 只 能 是 算 子 0 所 以 五 (9 一 
Ei 


(2) 对 给 定 有 限 个 互 不 相交 的 集 4G 一 1, 2, …, 由， 再 补 
充 取 4 一 和 一 nn 二 1 十 2,，…), 利用 吾 的 可 列 可 加 性 就 得 到 有 
腿 可 项 性 . 
.。 (8) 当 A4NB- 和 时 , 由 有 限 训 加 恰 ， 玉 (AU B) 一 加 (C4) 十 
吾 ( 本 .但 是 至 (4) .如 (B)、 如 (4U B) 痢 是 投影 算 子 , 由 第 六 章 
$5 定理 7 的 (2), Y 即 得 到 (3.22). 
(了 二 为 4UB=4U(B~-ANB), 
B-{BN A)UCB~ ANB), 
并 注意 到 B 一 (4 几 B) 既 与 BN 4 又 与 4 是 不 相交 的 , 所 以 
EB RBNAY+EB(B- ANB), 
BLAUB)- EAYTECB— AND) 
ECAYTE(BY -E(BNAY., 
(5) 当 4NnB=6 时 ， 由 (3.22) 知 道 吾 (4)、 加 (B) 是 可 交换 
的 . 对 于 如 中 一 般 的 4,B, 总 可 分 成 4~B.B-4.、4B, 这 去 
个 集 是 互 不 相交 的 , 因而 (4 一 B)、 召 (B 一 4). 必 (CAN B 徙 此 订 
交换， 从 而 


HB(AY— BCA— BTECANB), 
E(B E(B AY +ECANB) 
是 可 交换 前 ， 


4 4A) 
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《规定 4o 一 入， 这 时 {4 一 4 是 互相 相交 序列 , 根据 可 列 可 抢 
年 ， 


盏 (器 4 小 一 bp BA — A 
—1im 3 Rd 一 1 一 lm CAs) . 
ma fT Ns 


对 音调 汪 认 到 和 镜 用 关于 了 的 余 代 是 羊 诵 增 加 序列 来 加 
让 证 明 , 从 毗 ， 

注意 , 性质 让 半 测度 理论 中 是 没有 的 , 这 个 性 质 在 说 得 
分 中 迪 著 重要 的 作用 

与 ， 谱 系 与 谱 测 度 

显然 ,谱系 与 说 测 变 的 关系 极为 密切 容易 看 四, 如 果 ( 工 ， 
办， 五)( 立 一 (~-- ca，co)) 是 复 了 ilbeat 空间 扎 上 的 谱 测 度 空间 。 
对 任何 入 E( 一 ce，co)， 令 

再 ,一 吾 [( 一 oo, MN), (3.28) 
出 谱 测 度 芍 性质 , 立即 得 到 如 , 是 直线 上 的 谱系 、 称 (3.23) 所 定义 
的 潜 宗 沟 由 谱 测 . 度 导 出 的 谱系 . 

定义 设 豆 人 E( 一 oo， 局 )) 是 复 Hbert 空 间 吾 上 的 谱 
系 , 吾 是 定义 在 直线 上 Borel 集 关 吾 上 的 谱 测 度 ,如果 (3.23) 成 
立 , 称 五 (是 由 加; 导出 的 谱 测 度 ， 

引 理 % 设 妃 . 是 直线 上 的 谱系 。 那 末 必 存 在 如 上 唯一 由 它 
导出 的 说 测 度 ， 

证 明 对 每 个 esE 万 ,Pi(o) 是 (一 co，co) 上 上 单调 增加 右 连 续 
郑 数 , 十 瑟 ,(@) 产 生 坦 线 上 的 朝 贝 格 -斯 幕 阶 测度 记 为 pf-), 报 据 
定 进 二 ax) 是 全 有 限 的 ,ref( 一 oo，oo)) 一 人 有， 今后 视 cof 
为 直线 上 Borel 集 类 如 上 测度 . 

同 妊 ,对 任何 wyE 吾 ， 如 记 Fey 00) = ( 囊 .w, 拉 ， 那 来 由 
(五 :4 儿 指 极 化 恒等式 , 易 知 


Fs,y (hy 一 {Fess(h) Fey [2 十 站 一 豆 本 ea 《了 ， 
(8.24) 


3 谱系 、 庶 测度 \、 谱 各 分 7 
从 而 由 可 cy( 和 也 产生 县 工 的 复 值 测度 msy(. >， 并且 
Heal) = {torsC) pes) tipo) — iptewC)}. 
(8.25) 
利用 当 % 间 定时 ,， 了 oyth) = (Bw, 四 是 2z、y 的 双 线 性 
Hermite 泛 画 ， 并 对 它 所 产生 的 测度 jw,y(*) 的 实 部 、 虚 部 应 用 第 - 
三 章 和 3 的 第 3 小 节 中 定理 4 的 系 , 立即 知道 对 性 何 4EB， 
{Easenr tA) = poy A) TF sg A), v1 wa, YEH, 
| Hagrv (A) 一 Glass oa€EC, wyEH, 
Ley A) — ovo A), wyEH, 
(38.26)- 
即 对 每 个 4€B, Hary(4) 是 %、 y 的 双 线 性 Hermite 泛 诉 ， 再 从 
HalA) 所 poe( 一 0， 00) 一 上 zw 上， 以 及 第 六 章 $6 定理 1 的 (8) 和 定 
理 2 立即 知道 存在 吾 上 自 共 斩 算 子 启 (4)，| 豆 (4)1 < 二 , 使 得 - 


Ha dA)= {EB(A)z, 2), AEB, vEH, (3.27) 
从 而 由 位. 中) 得 到 
Haigfd) 一 (让 (do ), AEB, weEH. {3.28) 


利用 复 虱 测 次 欧 可 列 可 加 性 , 对 任何 号 中 一 列 互 不 相交 的 {4} 
便 有 


(BU A 9) = pm U4)= ped 
= DBA, W) 
-{ 3 F(AW)%, ), (3.20). 


从 而 豆 (') 是 在 召 上 可 列 可 如 的 (这 是 在 弱 极 限 意 义 下 得 到 的 ). 
要 证 明 书 (-) 是 如 上 说 测度 测 下 只 要 证 明 ， 对 任何 46 召 ， 
请 (4) 是 投影 算 子 。 为 幅 [ 注 ] ， 
MM cal FB(A) EF}, (3.30) 


[证 ] 考古 的 证 明 用 了 测 庶 论 中 的 单调 灶 近 巧 (《 可 见 第 一 章 呈 工 的 附录 ) ， 
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显然, 当 4 一 上 (es 8 (a BD} 是 互 不 相交 的 )， 
(BA), ) = poor A) = DFPas BD — Pause)), 


= (PE) —B(a))e, 9), 
但 宫 (到 (29 ~- 百 (aD ) 是 投影 算 子 ， 所 以 当 令 也是 直线 上 形 为 
《ay 如 人 金 体 时 ， 了 4 了 即 集 类 及 包含 环 耳 . 
设 {4 让 忆 采 ， 并 虑 dc 令 
及 一 U (A — A 

《规定 4o= 埠 由 于 

加 C4,) 一 包 (4, 1) >0， 

BlAs— Ass) — BCA) — BCA,) EP, 
.村 以 从 合 (') 的 可 列 可 加 性 得 到 
略 (4) 一 《 弱 )lim (及 (4 一 各 (44-2)) 一 ( 弱 )lim 请 (4。)， 


1 [3.31) 
:利用 第 六 章 85 定理 8 的 方法 可 知 铬 (4) E 红 . 

央 为 了。 还 是 代数 , 即 ( 一 ce，co) E ,所 以 当 {4JC 采 并 
- 且 .43 二 .43…D4 二 时 , 注意 到 龟 ( 一 cc，eo) 一 工 易 知 

F(A JE 多 

-这 样 栖 是 包 售 环 的 单 油 烽 , 从 而 型 包含 包含 王 的 最 小 c- 环 ， 
' 而 包含 及 的 最 小 o- 环 是 百 . 所 以 用 二 如 ,但 从 定义 (3.3 中 ， 玉 
有 吾 二 对 所 以 如 =- 醒 ， 即 对 一 其 4E 召 ， 信 (4) 是 百 了 上 投影 算 
子 . 

这 样 角 (-) 是 召 上 谱 测 度 ， 由 于 ,对 任何 NE (一 co，co)， 

名 (一 oo， 说 二 再 ,一 百 = 也， (3.32) 

所 以 名 (.) 导 出 的 谱系 就 是 吾 ， 显然 , 导出 吾 , 的 谱 测度 是 唯一 
:区 证 毕 。 


8 8 谱系、 溢 测 这、 谱 弄 分 709， 
在 高 维 空间 中 , 也 可 给 出 谱 测度 和 谐 系 之 间 盖 似 的 结果 。. 
§. 谱 积分 
下 而 我们 用 召 ( 开 ,号 ) 和 表示 王 上 有 界 Boral 可 测 两 数 合体， 
定 尽 设 ( 下 ， BB， 可) 是 谈 测 度 空间 , AEBC， 召 ), 了 是 实 值 . 
函数 , 并且 绕 ( 放 二 (w， 性 ) ,对 于 分 点 组 加; 


一 


Si D) RE), WE < 


[3.337 


记 4(D) -max (ys 一 i- 沾 ， 如 果 存 在 及 上 有 界线 性 算 子 4, 使 得 ， 
对 任何 8>>0, 必 存 在 30 当 4D) < 时, 
14—BCF; D) [ <=, . (3.34) 

称 4 是 了 的 (一 致 ) 谱 积分 ， 

对 于 CZ， 召 ) 中 复 信 函数 J 一方 十 训 s， 其 中 户 、fo 分 出- 
是 了 的 实 部 和 虚 部 , 如 果 天 GG 二 1 2) 的 谱 积 分 是 4,， 那 术 称 4 一- 
4 二 ids 是 了 的 谱 积 分 。 

谱 积 分 , 通常 记 为 [ 注 ] 

人 ApaaG 或 [7B(GD 或 {f(DaB 

一 致 诺 积 分 所 用 的 和 式 极限 ( 见 (38.84)) 是 算 子 范 数 党 义 下 的 * 
极限 ， 考 虑 到 象 (3.17) 那样 的 积分 , 所 以 还 要 引入 (主要 是 对 无 界 . 
Bore1{ 订 测 画 数 ) 强 极限 积 弱 极限 意义 下 的 谱 积分 ， 

函数 了 关于 测度 ozs(*) 的 积分 记 为 


[faa y) 或 | 7GCBCeDm 四 


或 | fas, WD). 


定义 “ 设 ( 习 , 召 ， 历 是 谱 测度 空间 , 是 卫 上 Borel 可 测 画 : 
{ 注 。 庶 积分 记号 的 运用 视 各 人 的 习 链 。 
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7 数 , 如 果 存 在 复 Hitber 空间 开导 有 界线 性 算 子 4, 满足 
Co WD —| FDUB)s, W), oyEH, (3.85) 
称 和 4 是 了 的 弘 谱 各 分， 通常 仍 记 4 为 | ,A040 


定理 入 没 ( 人 ,如 ,如 ) 是 谱 测 度 空 间 , 了 GE， 妥 )， 避 来 
_ 莫 谱 积 分 和 一 致 讲 积 分 都 唯一 存在 , 并 且 相等 。 比 外 积分 还 具有 
下 列 性 质 ， 
CD) (线性 ) 对 .gEB(X, BB), «. BEC， 
[of +B9) DAB a] ADOBE op 人， 
(2) (Hermite 持 ) 当 /EBLX, B) 肝 , 


yy 


[7 a8) | ~) Fapt), 
: 符 别 , 了 是 实 信和 孟 数 时 ,| 。f (5d 尼 (是 白 共 轩 算 子 ， 
(3) ( 压 稍 性 ) 当 了 GE 五 (并 ,至 ) 时 ， 
| fon Dl Cf-saplf 0). 
(4) 当知 是 Borel 集 的 特征 函数 时 ， 
[Da BA. (3.36) 


(5) 当 户 gEB(T， B)N, |, 7GDeB(O 人 (DB 可 
(8) 当 刀 9ERIE， B)N, 


{fy ag 及 一 | FOIECD | g(aB CH), 3.987) 


({ SDIB Ds, {gD DY) =) SD) HOE OS, 六 
(3.38) 
证 鹃 ”下面 分 步 地 加 以 证 明 . 
(1 ) 为 证 能 谱 积 分 的 存在 性 , 不 功 设 了 是 实 郴 数 ， 人 对 如 上 
_ 二 江 阔 数 pt*， "> 


83 谐 受 、 诺 济 度 , 庶 积 分 711 


po, WD =| FOAUBSe, WD, so,yEH, (3.39) 
显然 9 是 及 上 到 线性 Hermite 泛 画 ,而且 
io 人 oo 四 一 |.AGacacoo ©)| 
< IRR)s, 人 = 人 le (3.40) 
由 第 六 章 $6 定 亚 工 的 (3)，9 基 百 上 有 有 界 双 线性 了 ernmste 泛 


函 , 因而 必 有 有 界 自 共犯 算 于 | .7 (的 5 到 (使 得 (8.85) 成 立即 
了 前 划 诺 积分 相等 . 
显然 ,适合 (8.35) 的 算 子 4 一 和 (D4B( 是 唯一 的 . 


王 的 一 敏 谱 积分 存在 性 将 放 在 性 质 ( 少 被 证 明之 后 再 证 . 
《得 》 对 于 乙 谱 积分 , 性 质 (D、( 和 9 可 直接 从 定义 (3.85) 式 推 
出 而 性 戌 (2 验证 如 下 ; 对 任何 3, yEE 了 H， 


({), farce, v=(o, {7 Van)y) 
= 人 /OABCy, 可 -| FaB Dy, 由 
-| TAB Dy, 本 =~| De EC)y) 
-| Fea Bo, ({ FABC)s, y). 
弱 详 积 分 的 性 质 (3)， 在 是 实 函 数 的 情况 下 ， 已 被 证 得 ( 见 
《8.40) 式 ), 一 般 情况 下 的 证 明 将 放 在 第 (V) 步 . 
(iii) 现 证 骨 一 臻 说 积 分 存在 并 且 和 弱 诸 积分 一 致 ， 显 然 , 可 
不 妨 设 y 了 是 实 画 数 , 并 用 | 。7(D)4 画 信 表 示弱 详 积 分 ， 设 也 是 分 
点 组 : p<yo< 名 之 …<y 一 训 ， 作 和 式 8( 方 功 ( 见 (3.33))， 由 
上 面 弱 谱 积 分 的 性 质 (1)、(g 可 知 ,8( 记 刀 ) 谍 是 省 数 
g(t) = éld) 
的 区 谱 积分 ,其 中 gig 4 一 六 (和 1) (=1 9, 
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区 ， 显 然而 数 9g 与 三 满足 
If~—gl—suplf (0) 9 | <aD), 
所 以 从 弱 谱 积分 的 线性 和 和 压缩 性 立即 得 到 
Jf DABD -SC DN) -g(a 
<Hf -gh<a(D), 
这 说 辕 节 的 弱 谱 和 分 就 是 一 致 谱 积 分 ， . 
dy) 证 阴 司 )、() :因为 { 吾 Cd) |46B} 是 交换 族 , 所 以 对 
企 河 /，gE BCLX, B), S(f; D)、S(g, DD) 是 可 交换 的 。 失 而 它 


们 的 极 淄 | 了 (094)、| ,9(D4F(CD 可 交换 , 这 就 获得 (5). 


对 于 性质 (6) 可 分 几 步 条 证 明 : 首先 假设 f( 们 一 za 他、g (0) 二 
Xa( 引 (4，BE 情 )， 这 时 ， 由 性 质 (四 立即 知道 (3.37) 的 右边 是 
加 (A)BCB)， 而 了 (9g) 一 xa (Ka 一 xana( 提 ， 由 性 质 ( 旨 ， 
(3.37) 药 左边 是 至 (4P 本 根据 诬 测 度 的 性 质 ， 

BCAYB(B)- (HCANB) HT ECA BI BCB) 
= BANBIB(B) = BLANB), 


玉 此 43.87 成立. 
其 次 ,假设 


FO dD, gD = Bn), 


其 中 4:}. {Br 分 别 是 召 中 互 不 相交 的 两 组 Borel 集 ， 而 {0). 
48;} 是 两 组 数 , 这 时 


| /OB -BaB), [90a80) -BBD), 
‘3.41) 
| .rocazd = HEB EANB), 0.49) 

由 于 吾 (4NB) 一 用 (4) 召 (B), 从 (3.42) 立 寻 柯 知 (8.97) 成 立 ， 


最 后 , 对 一 般 实 Borel 可 测 函 数 六 9， 总 存在 Borel 集 的 特征 一 


至 数 的 并 性 组 合 序列 {J 小.{g,} 分 别 在 下 上 一 致 收 伍 于 六 注 


1 11 


Wy bi 


8 3 谱系 ,说 鲁 夭 , 谱 积分 T13 
总 到 弱 谱 积分 的 压缩 性 , 就 得 到 
| Fg AB — im| fut) gna) 
一 In(| f.(028(0) {9g,(DaB)) 


—lim| ADeBCDIm| gE0). 
对 于 一 般 的 复 函数 , 可 以 分 成 实 部 虑 部 加 以 讨论 , 不 蕉 证 明 (3.87) 
成 立 . 
从 【3.37) 和 Hermitie 性 立即 可 知 (3.88) 成 立 ， 
Gv) 现在 再 证 明 压缩 性 质 (8) 对 平复 值 函 数 了 也 成 立 。 事实 
上 , 由 第 六 章 有 后 定理 芋 的 系 2 中 的 (的 和 和 (87)， 


| rwapo) -| FB a Areemd | 
-| rw ar). 


证 举 . 

在 对 有 界 Borel 可 测 函 数 积分 讨论 的 基础 上 ， 可 以 引入 无 界 
的 Borel 可 测 阔 数 的 积分 

定义 “ 设 (下 ,至 , 五) 是 复 Hilbert 空间 吾 上 谱 测 度 空 间 , 了 
是 且 上 Borel 可 测 函 数 , 令 


2-{olsEH, | VODICE (Ds, 四 <ooj (3.43) 
A = | FO ree en OLED, 如 一 1]， 人， (3.44) 
-如 果 存 在 定义 在 乡 上 的 线性 算 子 4, 使 得 
4% 一 《 强 ) im dm 
称 人 是 握 关 于 (站 如, 加) 的 ( 强 ) 谱 和 分 仍 记 4 为 | ,Ai 友人) 
或 人 7 了 (an 或 | f(D 6B 等 . 


定理 8 设 ( 站 ,加 如) 是 复 百 iLberk 空间 五 上 谱 测 度 空 间 ， 
了 是 电工 的 Borel 可 测 函 数 ， 那 志 
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(全 《 强 ) 谱 积分 存在 , 并 且 对 任何 “wyEE 鲫 ， 
(| FaB 0s, y) =| FOUB)s, y). (0845 


特别 , 当 EB(X， 召 ) 时 , 多 一 囊 , 从 而 了 的 一 致 详 积 分 、 强 谱 秩 
分 、 弱 谱 积 分 相同 


@) ({ ,F001E) -| FSC 
(8) 当 了 是 实 表 数 时 ，|，f( 人 4 加 (0 是 自 共 轩 的 . 
证 明 显然 , (3) 是 (2) 的 推论 ， 所 以 只 要 证 明 (DD).()， 


为 了 证 月 (DD、(2) 先 将 第 六 章 §5 定理 14 鹤 广 成 一 般 算 于 的 
情况 , 那 证 明 ; 如 果 { 豆 \} 是 豆 上 一 列 相互 直 交 的 闭 线性 子 空 间 ， 
生 且 一 今 也 ,又 如 果 {4 是 一 列 有 界线 性 算 子 ,并 且 

AH,CH,, A, lx;= 0, 息 二 寺 ， 2, wih 
那 末 定义 在 
Do {Dl EH, ‘n=1, 2, 0 ), 
站 ic Dla ol} 
上 每 线性 算 子 4， 加 mr 六 hw 的 共 辐 算 子 委 必 是 定义 在 
Di {Ely ly EH (nl, 2, -), 
Sl < Bia em} 
上 ,并且 4 局 和 这 yn 
事实 上 ,由 于 或 一 五 , 所 以 和 存在 ， 今 证 多 (4") 一 D5， 对 
任何 wa 一 局 E2o YED(4"), 令 


y= Ziy,, fn (9 一 工 ,2， 0 
”注意 到 吾 。 上 吾 。(o 关 各 ), 有 
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(Cw, A'y) 一 (dz， y) 一 Im 们 有 J) 


特别 , 取 8 一 所 卫 ;, 由 上 式 得 到 

Cm A'y) = Cp AsyD, dl1, 2,, (3.47) 
如 记 了 Gi 一 4， 名 …) 是 如 在 避 : 上 投影 由 (3.47) ( 当 呈 遍 取 
:五 ,中 向 量 ) 得 到 


Pid'y— Atys, j=—1, 2 {3.48) 
押 而 yE 儿 CA 的 必 引 条件 基 
Satvl -BIPAyi lay ee, (3.49) 


出 多 (4") 己 25, 反之 , 如果 
Y= Sm ED 
那 林 对 任何 % 一 总 m4€ 99o, 类 似 (8.46) 有 
(4%, W) —lim (TY Ans ¥) = lm Dro Aiy) 
-lm Bs, 4) = 人 Bhiy ), 
Wh BCDLA). 
再 由 (3.48), 立即 知道 如， 癌 思 总 Ay 
将 上 述 事实 应 用 来 证 明定 理 8. 令 
EB,—{tn—1l<f < (m=1, 和 
-至 是 一 列 Borel 可 测 集 ， 又 令 
P= EB), HP,H, n=1, 2, (3.50) 
向 于 书 ) ,一 卫 , 并 且 { 召 ,} 是 互 不 相交 ， 所 以 {Pn} 也 是 互相 直 
交 , 并 且 总 P.~I， 即 有 一 多 H,. 


令 DFO) 1, 2, .0), 
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它们 都 是 卫 上 有 界 Borel 可 测 函 数 ， 记 刀 的 一 致 湛 积 分 为 
4 一 人 .六 (Da 
因而 对 任何 2E Hi#, gE 量 ， 
(hm WD—) FDzs DB Ds, WD. (3.51) 


因为 # 乞 豆 #, 所 以 对 企 何 和 包含 在 互 一 吾 . 中 的 Borel 梨 5, 总 有 
PHB) = BOR) EB) = BE, (Nd) =0, 
名 厨 (5)% 一 0 从 而 wot5) 一 六 而 疡 ==fxs, 在 子 一 召 , 上 是 零 ,所 
以 (3. 柜 ) 右 边 积分 值 是 零 。 出 此 得 到 
(CA, =—0, yEH, EH, 


季 
Ax—0, wvEHL. (3.52) 


现在 可 以 对 这 里 所 作 的 {4} 应 用 第 六 章 §5 定 理 14 的 推广 
的 事实 , | 说 4 应 在 Bo 上 强 收 伍 于 某 个 线性 算 子 4。 显然 为 了 


证 明 44 就 是 了 的 强 积分 , 只 要 证 明 全 就 是 (3.48) 中 的 儿 就 可 以 
了 了， 
对 任何 “和 五 ,显然 


| Awol C44w, 同一 | xm 人 Da 本 的 mm ©), 
(3 .58) 
因此 , 2E 眼 的 充 要 条 件 下 列 级 数 收敛 : 


S14wl— S| Lyn, AB 网， 
-7 的 FaCBCGDe ©). 


由 于 (3.52), 显然 级 数 袜 | 4vzj* 收 做 的 充 要 条 件 是 号 l4ej< 


op， 所 以 允 = 加， 即 了 的 强 谱 积分 存在 . 
换 了 为 天 再 根据 上 述 推广 的 事实 , 就 得 到 


(| .rez @) -| FazG)， 


[| 


Pa 
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即 (名 被 证 得 , 
再 证 (8 . 知 ), 对 任何 %,y€ 久 , 


(| FO4B0)s, y) =lim(S 4%, y) 
-Himj f(D aD AB)s, Y), ‘3.54) 


由 于 Ia 关 寺 (BC) (Tw 让、 (BC 一 D), qa- 
《二 2 十 计 ) 、( 斩 GD) Cw 一 的), % 一 物 ) 均 可 积 , 由 Hder 
不 等 式 , :f| 也 关于 这 四 个 全 有 限 测 度 可 积 ,而 


| G2). 


根据 复 测度 的 控制 收敛 定理 , 由 (3.54) 立即 得 到 (3.45). 
当 了 EB 下, 旭 ) 时 , 显然, 久 = 卫 , 了 的 一 致 、 强 、 弱 谱 积 分 是 
相同 的 . 证 明 完 绕 , 
了 ， 谱 测度 的 支 集 
设 ( 王 , 如, 耳 ) 是 互 上 谱 测 度 , 和 数 信 测度 一 样 ， 有 可 能 谱 测 
旗 的 测度 是 集中 在 比 且 更 小 的 Borel 集 填 ， 
引 理 3 说 (及 ， 召 ， 殖 ) 是 复 卫 lbert 空间 吾 上 谱 测 度 空 间 。 
必 存 在 互 的 唯一 前 按 集 包含 关系 最 小 闭 计 集 ol 如), 使 得 
EX—o(E)) -0. 
证 明 设 和 AEE" 如果 存在 某 个 环境 OC%), 使 得 
BO N XY =0, (3.55) 
称 和 是 谱 测 度 召 的 正则 点 ， 显 然 , 当 和 是 正则 点 时 , 满足 (3 .55) 
芍 OC 中 任何 点 都 是 正则 点 。 因此 ， 如 记 吾 的 正则 点 全 体 为 
of 如 )， 那 末 p(B 是 B" 中 开 集 ， 从 而 c( 吾 ) 一 下 一 pf 再 ) 是 三 的 
后 子 集 . 
先 证 再 (有 吾 一 o( 再 )) 一 0 设 避 是 王 ~G( 召 ) 中 任 一 有 界 卫 
集 , 因为 王公 门 o( 吾 )， 所 以 中 任何 一 点 2， 必 有 DO ， 使 得 
《3 .559) 成 立 ， 有 从 而 1100 人 GEET 畴 次 下 ， 由 Borel 覆盖 定理 , 可 
选 出 有 有 限 个 CO0D DG 使 得 
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U Ol) SP, 
利用 谱 测 度 的 单调 省. 有 限 可 加 性 和 (3. 55), 
BE(L OG N XT)-E((O) -oo ) nx) 


-Zl0-0. 
因为 FcxN (C00)), 再 利用 谱 测 度 单调 性 , (FY =0， 即 任 


何 互 一 政权 的 有 界 闭 子 集 王 的 妃 () 一 0 
显然 ， 在 过 一 5( 杏 ) 中 必 存 在 一 列 单调 增加 的 有 有 界 闭 全 


fF.}， 使 得 【J ,一 卫 一 o (及)， 从 而 由 读 测 度 的 音调 拥 限 性 质 , 


BH(X—o(B)) 一 lim BH(F,) =0. 


再 证 ot 加) 是 最 小 的 闭 集 。 事实 上 ， 如 果 叉 有 到 的 闭 集 玉 ， 
使 得 召 ( 下 一 也 ) 0， 但 互 不 包 售 oo( 斩 )， 闭 末 必 存在 
NEo(B), 
而 EP( 妈 加 €E 一 也 )， 根据 和 Ed(R), 以 及 o( 国 ) 的 定义 ， 
作对 的 任何 环境 O(h0), 都 有 百 (O (M0) 放 怪 ) 关 0; 根据 
WET-F, 
而 袜 一 下 是 租 对 于 恒 的 开 焦 ， 以 及 再 (于 一 了 FP} 一 0, 驻 必 存在 
0 的 环境 O'( 和 0), 使 得 (O(N0) 几 耶 ) 己 至 一 天 从 而 
-至 (OO NT) -0. 
显然 , 这 是 矛盾 .所 以 e( 吾 ) 是 最 小 的 
由 最 小 性 知道 必然 是 唯一 的 .证 毕 , 
定义 ” 设 ( 瑟 , 召 , 五 ) 是 复 Hilbert 空间 吾 上 次 测度 , 称 满 是 
如 ( 芒 一 下) 一 0, 而 按 集 包 舍 关 系 最 小 的 瑟 的 阁 子 集 入 为 且 的 去 
集 ， 记 为 supp 用 
1 引 理 3, 电热 supp 加 一 a( 加 )， 邻 后 也 用 aol) 寄 示 畜 济 
度 右 的 文集 。， 说 测度 的 支 集 的 另 一 种 等 价 说 法 是 ，o( 事 ) 是 满足 
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EE(F) -了 工 的 下 的 最 ] 闭 集 。 利用 支 集 和 概念， 显然， 一切 (一 至 
强 . 弱 ) 湛 积分 】 Aia2(BD) 又 可 写成 | 。， 704 再 (因为 


| FDAB) -0 


对 一 切 了 成 立 ) 
8. 谱 积 分 的 谱 
现在 讨论 由 谱 积 分 所 定义 的 算 子 的 谱 ， 为 书写 方便 , 我们 简 


记 | 的 G 盏 ( 圾 为 fas, 由 于 讨论 一 般 Borel 可 测 沿 数 , 所 以 用 的 


是 强 谱 积 分 . 
定理 和 设 ( 写 , 召 ， 五) 基 复 了 ilport 空间 五 上 谱 测 度 空间 ， 
了 是 去 上: Borel 可 测 亢 数 ， 下列 命题 成 立 : 
GD 于 的 单 点 集 {20} 的 恕 ({20)) 关 0 的 充 要 条 件 是 对 任 俩 
fo 党 是 疡 的 特征 值 , 当 加 (4{%o}) 和 天 0 时 ,而 且 
Bo fr OEEH. 
(2) jw Eptfs) 的 完 要 和 条件 是 存在 某 个 s>0,， 使 得 
| FD — 28} 
的 谱 测 度 百 {{ 人 1) 一 上 [> 一 0 而 当 wEpfo 时 ， 
(fa— 27)7= | Fs po (8.56) 
(8) 对 任何 AEo(fs), 必 存 在 
{oH, lal=1 


n—1, 2, «, 


3 


使 得 
lim Cfr—2Dal 0， (8.57) 
即 (名 ) 全 是 近似 谱 点 . 
证 明 《〈 对 函数 人 一 Aho) 应 用 定理 3 
WEDBL fa FOOW IT) = BC fe) 
的 充 要 条 性 基 


[ 注 ] 换言之 ,考察 (了 ， 百 ， 开 ) 和 考察 如 全 )， 五 ,二 是 舌 价 的 ， 但 本 书 中 还 是 
Ht, B, 7). 
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IFO Do =f FD- 2B Ds, 四 <oo. 
(3.58) 
量 热 , 当 2EB(UNM}) 吾 (zw 了 0) 时 ,对 任何 8E€ 嫩 , 5 叶子 一 0}, 有 
(Bo] IBZ— {Dol -1a(F— {MP Be) ~0, 
孝 测 度 pal*》= 《BC)s, 区 仅 集中 在 {Yo} 上 , 然而 (5.38) 中 被 积 
机 数 |f( 人 一 了 Qo)| 容 {Xo} 上 是 零 ， 所 以 (3.58) 有 边 积分 等 于 
0, 从 而 儿 是 相应 于 了 G00) 的 转 征 向 性, 从而 
EMH CD CF 

对 一 切 Borel 可 测 淫 数 耻 者 成立 . 

友之 ,对 任 何 ff 了 the) 都 是 .fs 的 特征 值 , 从 而 必 有 相应 的 < 六 
0, 使 曲 .58) 左 边 等 于 零 ， 特 别 ， 取 了 加 在 斑 ~ {wn} 上 的 值 为 
了 ho) 十 1 因 曾 


relZ— {DD=| ABs, 2) 


~ { HG -#00) dE (Ds, 加 
=|(fs— F000) Tol*=0, 
贸 而 pe({fhoD = we(fhoD 二 Lea( 卫 一 人 0 poe( 蔗 ) 一 14|? 直 0 由 
此 可 短 召 ({40}) 坟 0. 
(2) 必要 性 假设 志 是 正则 点 ， 如 果 不 存 在 之 0, 使 得 
BNF -pl>e}) =0, 
那 末 , 当 取 8 一 二 (n=1, 2，…) 时 , 必 有 


z“,€ E({a| If0) 一 上 | < 了 二) 世 lo) =1, n=1, 2 
因 现 “LB(2| FO > 过) 

fo pals— | CD) — ,sa (Dw, «0) 

< oe te 


| 


3 谱 示 .次 消 误 ，; 熙 甩 1 人 了 2 


吉 记 是 fs 的 近 假 谱 点 ， 这 与 假设 上 Epo) 予 后 。 所 以 是 必要 
的 . 

充分 性 ”如 果 亚 满足 ， 存 在 某 s>0, 使 得 

BNIFOY p01 > ea) 一 0 

类 而 FE 在 o( 召 ) 上 是 有 界 Borel 可 测 甬 数 , 因而 (3.56) 所 
定义 的 包子 是 及 上 有 界线 性 算 子 。 剩 下 的 仪 只 要 证 明 (8 56) 定 
文 的 (fa 一 上 4- 确 是 ED] fp 一 pI 的 道 算 子 了 

事实 上 ,对 任何 白 然 数 呈 和 “E 记 

E,~— {tf 一 局 到 对 ， 


和 工 
1 CF — He, (taB | FE 
1 1 
js CF 15) rm lb) OP QR 
-{ XE DEB DS, (8.59) 
当 w>co 时 , (3.59) 右 边 的 极限 是, 因而 说 明 
IBCs ED fs — nl), 


OPE: 


y=| 1 . 

dm fF- 

并 且 . 
(fe—rD{fe-uD ws, wEH. 《3.60) 

网 梓 , 对 任何 *c2JoreD 

| TO SO- aps 

-lim| ,Ri of CFD KE ABD 


— lim | yadB( 0, 
Mace 4 FIED 
其 
(foe— ui) i(fa— wi)w—%, wmEDB fe—pI). (3.61) 
(3.607)、(3.6 了 说 明 ( 襄 一 wD! 是 fg 一 I 的 族 算 子 . 


[证 】 这 里 我 们 暂时 必 (fs 一 HD 习作 为 积分 ] 0s, -FE 一 792 的 的 形式 记号 ， 
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(3) 和 人) 的 必要 性 的 证 时 相仿 , 易 知 EctfDD 时 , (3.57) 成 
站。 证 毕 . 
习 题 


1. i 防 全 3 中 该 (3.15) 所 作 的 百 , 是 了 (一 ww，se) 上 的 溢 系 , 
2. 设 (X，B, 加 ) 尽 复 Hilbert 空间 五 上 谱 讽 氏 空 间 , fe Sky By, 证 


明 : 
Ci) [764B() 是 开 .上 正常 算 子 . 
《ii 当 17CD 11 Cte XX 时 ,| ADaB(6) 是 西 算 子 . 
Gi) Fm0 Ge KN, { FAEC) 0, 


3. 设 (了, 有 BB， 到 是 复 Hilbert 空间 豆 .上 谱 澳 度 空间 , 了 是 马上 
Boral 可 调 范 数 ，{ 开 s 是 一 列 单 讶 增加 的 而 发 区 到 无 限 类 的 正 数 列 ， 作 下 
上 算 子 


4=| fxec < 站 全 人 用， 有 一 二 多 
令 儿 是 了 的 强 谱 积分 | 7(DaB( 昌 的 定 尽 域 ， 证 明 


| FDAER CT — A 
即使 {。 只 是 一 列 发 散 到 无 限 大 的 正 数列 ， 证 明 .上 而 极 配 关系 念 成 


-也 
4， 设 (XB, 可 是 揽 Hilbert 室 间 五 上 谱 测 魔 室 间 , 了 E BC(ZX, B). 令 
焉 一季 由 演 0 至 (全 | |> 对 ) 二 四 [入 =suaB 和 证 此 


lint 一 个， TE SB, 
Er mb 


|f scar |=t. 


5. 设 下 是 % 维 欧 几 里 德 空间 始 中 的 闭 子 集 , 吾 是 复 了 (X, BB, pp)， 
其 中 了 瑟 是 邢 下 Borel 集 类 , 凡是 (，B) 上 -一般 的 勒 员 格 - 斯 蒂 院 测度 ， 对 
任何 SE B, 作 算 子 本 

ElO). Fem xatt)f 到 H=P(E, B, w). 
证 有 明 BBC) 是 (ZX, BY 上 谱 测 度 . 并 且 对 任何 且 上 Borel 可 湖 应 数 g, 所 作 政 
上 得 应 的 和 溢 积 算 子 


本 FOG, 
feEs={f|F 0 E LAK, B, py pF €E DIK, B, wy}, 


生生 轴 、\ 甩 失 纯 正规 5 正中? 算 子 诺 分 解 7 
Ek 


总 有 有 4o=] ,pC easee). 
6.。 庶 训 计 变 控 ] 设 (六 B, 可) 是 复 Hilbert 家 闻 吾 上 说 测度 空间 ,于 
是 信 上 (XB) 可 油 涛 铬 ， 对 修平 面世 的 Berel 储 全 体 , 作 忆 -> 刀 的 映 入 
EE. Sx>ECITO € 6}), 
- 江 语 衣 足 (多 ， BY 上 庶 浏 挝 , 而 且 : 
(DD) | re -上 sd C9), 3 


Ui) supp =o Cty), 


$4 丁 . 自 共 软 ,正规 (正常 ) 算 于 谱 分 解 


这 一 节 中 将 把 有 限 维 复 了 Hilbert 空间 中 正常 扎 隆 ( 它 的 特例 

是 丁 阵 、 自 共 和 阵 ) 的 对 角 化 理论 推广 到 -- 般 维 数 的 情况 ， 即 证 圾 

复 Hilhbert 空间 互 上 正常 算 子 【〈 它 的 特 刨 是 西 算 子 、 和 直 忒 辑 算 
子 ) 丰 , 必 可 写成 某 个 (oCN)，B) 上 的 溢 测 诬 召 (*) 的 积分 

N= | sd (sg) (4.1) 


其 中 号 是 olNW) 上 Boral 集 类 ， 但 我 们 证 明 的 过 程 是 先 对 西 算 于 
证 明 (4. 了 成立 ， 然 后 利用 西 算 子 结论 证 明 自 共 罗 算 子 ( 包 括 泡 界 
情况 ) 也 有 (4.1) 形 式 ,最 后 再 证 正常 算 子 的 (4. 耻 式 ， 

工 ， 酉 算 子 谱 分 解 

设 互 是 复 Hilbert 空间 , DUEB( 玉 -> 玉 ).， 个 硬是 要 用 到 的 
基本 性 质 ， 算 子 可 是 本 算 子 的 充 要 条 件 是 UU*=0*D= 了 或 是 
了 "= DT-1( 见 第 六 章 $5 定 理 2 的 系 由 的 (3))， 对 于 五 上 酉 算 子 
TD, 我 们 要 证 明 必 有 坦 线 上 谱系 召 ,(XE(〔(-- co，co)), 使 得 


D0 一 [ erg {或 v-[ endE CN)). (4.2) 


疯 在 仅 知道 上 是 西 算 子 ， 而 要 找 由 投 电 全 学 族 {B,j 久 Ee 
(一 oo， oo) 如何 找 ? 先 作 一 简单 分 析 ， 吉 提 (4.2) 是 成 立 , 那 末 
对 和 任何 多 项 式 
pO) = Eat, (OD) ToD" [Tae ad 可， 
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县 
(pT, PD {pledLB,s, ,oyEH. (4. 
作为 给 定 了 的 局 ， 即 (4. 人 9 左边 作为 已 知 的 情况 下 , 要 并 定 右边 前 
测度 pew") 一 CBC)%, 2), 也 可 以 说 决 定 出 一 族 连 续 双 线性 汉 
一 plw 入 和 人 Eco 50))， 和 月 然 要 这 族 双 线性 泛 函 是 由 基 投 
影 算 子 族 {jC 一 00， 50)} 产生 的 。 当 ，、y 国定 ， 双 线性 江 
五 gtw, 入 刘 作为 和 的 起 激 是 其 个 复 值 测度 , 因此, 当 史 (所 在 某 个 
广 悉 阔 数 空间 上 就 化 时 , (4. 引 ) 右 涩 积分 下 水 是 茶 个 连续 丽 数 空 滞 
上 连 继 级 性 汉 函 。 这样 翩 启示 我 们 应 把 
By, YP) = (PAU), 的 
视 为 , 当 p 固 定时 是 wg 的 连续 双 然 性 ， 而 当 zw、 yg 国定 时 是 名 在 
” 茶 个 连续 函数 空间 上 变化 的 连续 线性 泛 籼 。 我 们 证 明 {4, 人 的 过 
程 正 是 将 上 述 分 析 的 过 程 反 过 进行 
引 理 1 设 : 
PE) 一 3 Oot 
,是 三 角 多 项 式 , 而 且 对 任何 tp(e") > 0， 那 末 必 有 三 角 多 项 式 
fei) = > 
使 得 po) 一 19(eo 1 
证 明 ”根据 pte 0 假设 , 有 还 隔 数 


P60) ~ DO 
在 此] 一 上 取 实 数 征 。 出 芝 普 函数 中 S56hwars 度 黑 原理 可 生 
Porres 


又 因为 ke >0, pC2) 在 |%; 一 1 上 没有 零点 ， 设 p(%) 在 单位 加 内 
的 零点 er、 ca 尘 重 数 和 分 别 为 41、… ms， 由 于 


2 (i 


一 ) Dior) 0, 
™ [和 


&4 站 、 自 共 叔 .正规 眉 沿 ; 算 子 并 分解 7 各 


狂 而 于 -也 是 了 (的 零点 ， 并 且 由 


P(e) -z(2), 
容易 证 明志 -也 是 mm 重 的 零点 。 因 此 
zpG=O 直 (Com 人 (二 -到 六 


所 以 P(et) = 0 TI es- O>0 
»=1 


邻 g6) 一 NT 页 (6)™, 那 末 便 有 
p00) 一 Te 人 | 
定理 1 设 吕 是 复 Hilbert 空间 吾 上 西 告 子 ， 那 末 必 有 唯 
一 的 诺 系 {B619E10, 2w]}0 满足 B=0， 并 使 得 


可 一 人 eaB,. (4.4) 
证 明 令 Tos 表示 三 角 允 项 式 全 体 ， 
Osa = {f If EOL, 25], f(0) ~f 27)}, 
Tos、0ss 莉 是 OL0，2w] 的 线性 子 空间， 而 Cu 是 闭 的 ，Zor 在 
or 中 稠密 ， 
证 明 分 成 三 步 进 行 . 
(GD 找 出 双 线 性 泛 函 族 p(w, 09)， 
对 三 角 多 项 式 
Plo) ~ 3 Oer®, 
称 , 访 ,Oe 为 p 的 共 二 三角 多 项 式 , 记 为 了 (es)， 令 


Nw 
pT) = ,学 CU”, 


[ 注 ] 补充 e008<D Bo 了 (6>2m), 那 末 {Be]8E (一 co，co)} 成 为 直线 
上 谱系 。 这 样 积分 (4. 扫 可 以 写成 05 一 三.0sa7。 
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易 知 到 《7 一 力 OD)”. 两 个 三 角 多 项 式 的 (em 多 《ee 乓 的 乘 入 
ofet 们 是 三 角 窗 项 式 , 并 有 ps (00 一 DID) 一 patU Dp 器).. 


这 些 攻 容易 直接 验证 ， 
对 任何 PETsr, wy 万 于 , 令 
Brn, Fp) = PU), Y), (4.5) 


显然 , 当 wy 加 定时 ,外 (2 久 PD) 是 7ss 上 线性 泛 孙 .下面 证 明 : 
呈 (w ) 在 全 3 上 连续 . 
如 时 名 是 在 [0, 3x] 上 只 取 正 值 的 三 角 多 项 式 , 由 引 理 工 有 
三 角 多 项 式 8 使 pte*) 一 [qle)| ”所 以 
Dy, wp)— PU wp) = (OI Is, ») 
=]st rl’0, {4.6) 
当 pp 是 实 值 三 角 多 项 式 时 , 那 未 对 任何 实数 
o>lpl (pl ~ ma 人 ke 人 有， 到 一 人 一 
是 正 什 的. 由 (以 .6) ， 
Biw, x; PD) = {Or, 2 — 人 Br, ws; PSD, 
即 BCw, w; 9) <O《w, 人 再 令 0O->lpl, 立即 得 到 
Dur, wp) Enhheh’, 
将 加 换 戌 一 p, 又 有 一 于 (5 加 所 上 p1jz， 因 此 
[Btw, «op) | < pie). (4.7) 
对 于 复 值 三 角 多 项 和 式 p， 作 分解 P= 入 十 浪 s， 和 y、a 分别 
是 名 的 实 部 、 虚 部 因为 | 直入 | 上， 人 村 志和 上 所 以 
[Bs, wp) ES, vp) 1+ 1s, wpa) | <p ls’, 
所 以 对 任 柄 EE 开罗 wm; DD) 蚌 人 sn 上 连续 线性 泛 男 。 从 (4.5) 
易 知 


Bl%, YP) = Gty, StHD) -Evy yD) 


td iy, tiy; Pp)—i wo— iy, -dy; Pp)). 
因此 , 当 wy 国定 时 , 省 (x, 芒 兴 是 了 To 上 连续 线性 汉 孙 .因为 
TD, 在 全 ec 上 种 窗 ,所 以 站 (zw jj 加 可 视 为 0or 上 连续 线性 泛 孟 ， 
根据 第 五 章 §2 定 理 18, 必 存在 唯一 的 p(w， ，) EVs: 《好 . 


4 本 .月 共 因 .正规 (正常 ? 算 子 谱 分 解 了 27 
及 (2 扩 玖 作为 8E [02m] 的 孙 数 , 它 满足 
{gy, Yi: 0) 一 以 PUT, 3; B-i-0) = Yi 0), 加 EE [0， 27), 
(4.8) 


工 且 是 [0，2z] 上 有 界 变 差 通 数 ), 使 得 
Tle, gp) {pe dp, 0), ET (4.9 
(2) 考察 pe 太 办 的 性 质 ， . 
(1) 固定 9E10, 2w], p(w, 9) 是 w.y 的 双 线性 泛 画 . 
事实 上 ， 对 任何 zj, waEH, oo as 人 起， 出 (4.9)， 
{BCs ys =| page, $0), 
Tes, 1 p=) por) dp (ms, ys 0), 


A 
Blossome, y: 29) =| phos) dp (om Bas, ys 四， 


(4.10) 
由 于 亚 (4, 有) 匡 于 zw 是 线性 的 , 因此 由 (4.10) 得 到 


| .ple dp Ces" Be, y 0) 
© 


-| pe dm ar, 是 上) 十 cogfea YY. (4.11) 


{4.11) 对 任何 2ETs 有 成立。 利用 第 闪 章 82 的 定理 地， 从 
【4.411) 就 得 到 
Plow Ba, 人 有 一 afp(2 扩 乓 十 pagea 入 的 ， (4,.12) 

而 wr, 上 办 关 于 8 的 共 辑 线性 类 伺 可 证 得. 镀 刺 对 每 个 
ED 27], pt 扩 的 是 2 YW 的 双 弘 性 泛 函 . 

Cii》 轩 定 xEEH, p(w, 由 及 是 中 的 实 函 数 , 而 且 是 单调 增加 
的 . 

事实 上 , 对 正信 的 wpETar, (2 5 加) 守 0( 风 (4.6))， 这 就 契 
-说 ,De >0 时 ， 1 


| N pe dgty, wi 0, 
0 
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天 玫 az 福 Os 中 稀 密 性 ， 易 舌 将 摘 丰 sz 中 的 了 Ce >0,. 
积 戌 入 
fle) dple, «0) >0. 
将 第 三 章 82 交 定 理 4 的 证 明 咯 加 修改 , 并 注意 到 
pw, wm; 的 邦人 人 WO) = ws 0-10), 
证 此 易 知 pe， 和 全 在 [0，2w] 上 单调 增加 ( 乱 匈 第 三 党 $2 池 
题 5- 和 第 五 章 82 习题 18). 
Gi 在 届 . 扑 中 取 了 为 常数 西数 1 得 刘 
(2, FD) — 人 Bs, y I) =p F277) — pT, yO) 
一 由 [人 Ys 27), 
特别 到 “=y, 并 利用 (说 ,得 到 
Op(y, w; Ey, Wm, ELD, Lx]. (4.12Y 
综 上 述 人 中 ~ GD), 得 到 ; 国定 8€ [0,，2w], gz 全 从 是 I 上 
双 私 汉 两 , 又 因为 (4.18), g(w, 六 全 是 Hormite 泛 丙 , 并 且 是 和 
经 的 ， 根据 第 六 章 S$6 定 下 2， 看 在 唯一 的 及 上 有 界 自 共 罗 算 子 - 
og 人 钴 得 
pl, yO = Er, 的，o YEH, GETO, rx], (4.14) 
.从 GD 知道 本 :一 7 可 一 0, 由 gw 热 有 关于 日 的 右 连 线 
性 , 所 以 加 (6E [0，2r1) 是 ( 弱 ) 右 连续 的 ， 
(全 证明 吾 o(8E TI0， 2 四]) 是 崔 系 。 
显然 , 只 要 证 明 Bo 是 捞 影 算 于 。 由 于 可 ,一 了 3; 已 被 证 得 , 所 
以 只 紧 证 明 如 3 一 吾 ， 
任 到 多 sr 中 两 个 实 值 的 三 角 多 项 式 各 g， 以 及 吾 中 的 任何 
pW 内 (和 .5)、( 和 .名 ,有 
CoDs, gD = | pe Vase, qT, (4.15) 


-位 gC 是 自 共 思 f 的 , 所 以 
(Her, g (UY) = (gtU) Row, ¥) 


~ 人 ae) a Bn, ). (4.16) 


84 再 、 
另 一 方面 , 又 有 | 
Cp gD — (9 UI pO)s, 内 


-| pe ge a Bow, ) 


型 


共 饶 ,正夫 (正常 ) 算 了 刘 分 和解 72% 


-| p09) af yer yd Em, (41 
后 一 个 等 式 的 成 立 古 根据 第 二 童 85 定 催 3 的 系 中 的 (5.86) 得 
到 的 . 将 (他 .TB) 代入 储 ,J6) 并 和 .17 加 以 比 沪 ,让 有 即 得 到 
| ea oe da Bs, 护 
0 a 
-| pea gle)a( Ber, y), 
再 利用 沪 函 替 示 的 唑 一 性 , 就 得 到 
Je daBe, 办 -| (VB Bm, W. (4.18) 


如 轨 作 gp( 扣 如 让， 当 6 时 ，go( 引 一 Cw ); 省 这 -0 时 
多 全 一 (om 9y) ,这样 , 上 式 就 谈 成 了 


a op . 
| gtd) = | gCe da BRB, W. (4.19) 


由 于 人.19) 对 一 切 9ETss 成 立 , 叉 一 次 利用 泛 函 表示 的 唯一 性 定 
型 , 得 到 


geld) — (BBew, ), (4.20) 
所 以 , 当 1 时, (Bm, 绷 一 (BBow, 让， 特别 取 j==6, 全 知 
五 8 — 3. 


这 样 ,是 投影 算 子 , 从 而 加 ,C0E [0, 2w]) 是 谱系 
最 后 , 取 p(e 中 为 es, 由 地.5) (的 就 得 
(Ux, ¥) -人 ed or, YH), wyEH, (4.21) 
即 (4.4 式 在 纶 积分 意义 下 已 被 证 得 。， 因 为 e* 是 有 界 函 数 ， 所 以 
(4. 当 式 也 是 在 -一致 请 积分 意义 下 成 立 . 
中 外, (4 .分 的 谱系 如 (0<<9<2w) 是 由 (ww, oh 由 确定 出 来 
覃 , 而 多 Cw, 9) 完全 是 岂 口 本身 确定 的 ， 记 以 容易 知道 计生 
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《4 .4) 的 谱系 是 叭 一 的 .事实 上 , 如 果 有 谱系 到 (0 近 0<3mr), 使 得 
U -| ee (4253 
那 末 ， 对 任何 w,YyEH, DETar, 便 有 
| pacBin, WD~| pie dBor, 及 (4.28) 
利用 泛 函 表示 叭 一 性 , 便 有 CE6w, 级 二 (Bo8， 角 对 一 切 z,y€E HH， 
EET, 23x] 成 立 。 从 而 By 一 上 B00 二 2w)， 证 毕 ， 
分 别称 定理 1 中 的 湾 系 Bo 以 及 和 应 的 谱 测 度 是 上 洪 定 的 谱 
过 . 谱 测 度 . 
类 似 平 讨论 谱 积 分 的 谱 的 方法 5 所 本 章 83 第 了 小 节 ) 可 歼 再 
算 子 许 密 基本 性 质 . 
系 设 U 是 复 Hilbert 空间 互 上 冰 算 子 ,可 人 0 二 0 中) 是 由 
U 活 定 的 谱系 ， 个 列 命题 成 立 ; 
人) 如 果 %€C，|%| 关 4， 那 未 和 凡是 芝 的 正则 点 , 即 区 的 谱 
oC0) 落 在 单位 圆周 上 。 当 |%| 和 1 时 ， 
O27 | -过 一 CE (4,24) 


(2) 数 e*r(0< 抽 二 2w) 是 如 正则 点 的 充 要 条 忻 是 有 正 数 5 
司 得 吾 。 在 [一 5 各 十 四 为 常 算 了 (地 
Foe~— Ee, GET — 8, Go dLEl. 
数 工 是 的 正 由 点 的 充 要 条 忻 是 有 正 数 5, 使 担当 0E [0, 5) 
时 ， Fe—0; 当 GE {2 — 6, 2x1 时 ， B= I, 


数 e” 是 正 旭 点 时 ， 
aT 
(DU-empD 2 nm do, (4.25) 


{3) evi2r) 是 上 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 
Ea, 一 0 去 0, 
并 且 (Bow 如) 万 是 祖 应 于 ot 的 特征 子 空间 ， 


f 注 ] 知 丑 召 (-) 是 及 产 生 向 [0, 35] 上 的 Borel 集 类 上 庶 测 度 , 癌 末 这 年 事 等 储 
TE 6, ud =0. 


$4 而 , 自 共 轩 , 正 坝 ( 正 常 ) 算 子 谱 分 解 731 


(人 记 耳 (-) 是 由 讨 系 C002z) 产生 的 [0，2ml 上 的 
Borel 集 类 如 上 的 详 测 度 。 那 末 竹 一 与 交换 的 有 界线 算 子 4， 
必 也 与 加 :0 寺 8 有 25) .有 (CM EBB) 都 可 交换 . 

证 明 人) 当 |%| 关 1 时 , (4.24) 右 边 一 歌谱 积分 存在 利用 
8 定理 2 的 (6) ,立即 知道 址 .24) 右 边 的 积分 所 定义 的 有 界线 性 
筹 子 是 允 一 2 工 的 道 算 子 、 共 而 (TD 成立， 

(2 必要 性 《 反 证 法 ) 如 果 eEp(DJ)， 升 不 存 有 使 得 

Fg,ri 一 Eg, 
一 万 ,1 天 0， 任 到 
Bo, WH, 


从 而 对 任何 自然 数 %，。 4 
wn 起 Go 一 
并 且 |‖ si 一 二 一 1 2， “ 因而 
[0-0"Dmp = |e® — ei S30 CB orn, En) 
< TB ,| 一 Bite [2, 
当 nm->eo 时 , 就 得 到 (CC 一 ee)mo-0。， 显 然 , 这 与 假设 se 是 正则 
点 相 韦 慎 ， 
充分 此 如 果 存 在 8， 使 得 瑟 oss 一 吾 s_， 因 而 对 任何 汪 或 
wy 测 典 (0) 一 CCE DD) ey) = 在 (0—5, 
Bo 十 四 j 上 的 值 剖 是 堆 ， 注 意 到 这 一 点 后 ， 立 即 知 道 (4.25) 式 右边 
的 讶 积分 存在 , 并 且 


| da, -| Ff aRe, (4.26) 


0 如 


其 中 0) = 5m GOED, 201— (to—5, dot0), £0) =1 
(WOE (po 一 5， 名 十 中 ) 
(可 一 so 网 -二 dB 一 人 -oo Dj f(9) dBe 
一 上， 人 一 oo)7C0)d 可 


站 
1 dE,=—|, 他 加 ,一 工 


一 | 
[O21—t8p .d+3] 
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同样 可 证 人 -5 I 4Bo(0 -em7) 一 了 ， 内 此 errEp(0).” 
类 岂可 证 数 1 成 为 正则 点 徇 充 要 条 性 的 结论 。 当 ee!' 是 正则 
点 时 , 地 然 (.2 四 成 立 . 


(3) 对 任何 waE 吕 ,因为 
1 一 党 Do 人 lore sd( Bw, o), (4.%) 


并 且 lee 一 ee|>0( 当 0 关 bg 时 )， 狐 已 , 汉 zs0 时 ， 由 (人 .27) 可 
ED-ev17)wij 一 0( 妈 ew 是 上 U 的 特征 入, w 是 相应 前 特征 问世 ) 
前 充 要 条 件 是 测度 joel 一 如 (8)w， 习 ) 芍 全 空间 0, 2w] 的 测度 
《He 255]) 和 人 (加 az 一 如 oz， ») 一 lz 全 全 部 集中 在 一 点 2o。 缀 
然 , 这 又 等 价 于 0 二 (1{00)) 一 玉 s, 一 Be, o, 并 且 
LE LB — Eo-_o) ff. 
因此 ， e**(0<900<<37) 是 U 的 特征 值 的 党 要 条 件 是 
Ba, — Bao D0, 

并 县 相应 于 ee 的 特征 子 空间 是 (Bo 一 Be,_o) 县. 

4) 当 有 界线 性 算 李 4 与 旧 可 交换 时 ,显然 

AU"=U"A {n=0, 1, 土 2. .…), 

雁 而 对 任何 PETar, p(t0)4 一 ApCD0)， 所 以 ,对 一 二 %.yEH， 


网 BIG a BedAs, y) 一 (24o 功 一 (4PCC)o Yy) 


-pe, Mw) =| pe a Bem, A'y) 


一 人 pe esor, 9). (4.28) 
再 利用 泛 函 表示 的 叭 一丝 , 得 到 
{BoeAsw, 办 二 (dam 幼 ， 好 ye, de [0, 2x1, 
(4.29) 


苦 4 可 ,一 召 4 对 一 切 8E [0, 2w] 上 成 立 。 由 (4.29) 可 知 , (eA%， 
芒 产 上 生 的 数值 测度 joe,yC') = (如 (*) Aw, 轴 应 与 右边 (Bow，4'y) 
产生 的 数 德 测度 jr.4yf-) 一 《如 (")w， 4A*y) 相 等 。 从 而 对 任何 6E€ 
已， 


£4 想 \ 自 共 辑 ,正规 (正常 } 算 平 诺 分 解 738 


(ECB) Az, y) 一 Wav ytd) dy (6) 一 〈 卫 (8) 宙 ， A'y) 
一 《4 加 [852 2). 
汗 证 5E 吾 ,上 式 对 一 切 人 .4E 了 成 立 , 所 以 
4 五 (3) -ECS)A, 38€EB. 

-证 毕 ， | 

利用 谱 测 度 的 支 集 和 定理 1 立即 可 以 得 到 下 列 定 理 . 

定理 2 设 可 是 复 Hilbert 空间 豆 上 丁 算 子 ， 那 末 必 存 在 
Ko 2 有 是 cf 中 了 orel 集 全 体 ) 唯 一 的 谱 测 度 至 ,使 得 


1 -~ | ndF Ch, (4.80) 
有 具 站 具有 部 下 性 夺 ， 任 何 能 与 如 交换 的 有 界 钱 性 算 子 必 与 


了 五 (5) (5EB) 可 交换 . 

证 明 设 et0 呈 9027) 是 虽 品 决定 的 谱系 ， 因为 本 一 0， 
吾 ax 一 工 所 以 谱 测 席 召 ((0，2r1) 一 了 ， 帘 吾 是 (0,， 2x75] 上 谱 测 
度 , 令 Cr 是 和 上 单位 圆周 、 作 (0 323] 一 O 的 双 射 2 显然， 
对 任何 (0，2r] 上 Borel 集 5,， T6565 是 中 上 Borel] 集 ， 并且 Tz 是 
{0, 2m] 上 Borel 集 类 济 Oi 上 Borel 集 迷 的 双 射 。 利 用 忠 射 + 和 
溢 测 度 肪 ， 对 在 何 (0, 2w] 上 Borel 集 5, 作 玉 tr8) 二 耳 (3), 易 钴 
下 I) 荐 吕 .上 Borel 集 类 如 上 谱 洞 度 , 并 且 对 任何 了 了 E80, BB)， 


人 fF OVAF CO) -| ferYLB C0). (4.81) 


-et 


再 和 用 定理 1 的 系 中 的 (2) 以 及 谱 测 度 支 集 概 念 , 易 知 (4.81) 
还 可 以 写成 (4.30) 的 形式 ， 

根据 定理 的 系 中 的 (4)， 任 何 与 可 交换 的 有 界线 性 算 子 
4 必 与 如 (v16)(8E 刀 ) 可 交换 ， 从 而 也 必 与 (8) 可 交换 证 
毕 . 
”也 称 满足 (4.30) 的 (o (D0), 县 , 7) 为 由 可 决定 的 谱 测 度 空 
间 . 

2. 自 共生 算 子 谱 分 解 

这 小 节 中 将 利用 酉 鼻子 谱 分 解 以 及 Oayley 变换 来 建立 自 共 
握 算 节 的 谱 分 解 ， 


此 
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定理 8 设 4 是 复 IHlbort 空间 五 上 的 自 共 示 算 子 ， 绢 (4) 
是 它 的 定义 万 混 末 必 存 在 谱系 加.(%EL 一 00， co0)), 使 得 


ac 


4=| NB,. (4.32) 


证 明 先 作 和 4 的 Cayley 你 斤 ( 见 第 六 章 35 的 第 9 小 节 )， 
UATED (CAED), 
而 ASiT ED OTT), 
并 也 1E0opCD). 
根据 西 算 了 谱 分 解 定理 , 存在 谱系 Bet0 吧 8 吃 2m), 使 得 
v=| an,. 


虫 十 41Ecast0), 因 而 
Tip 再 9 一 五 az 一 了 {4.83) 


因此 加 (0, 2w)) 一 五 ([0, 2x1) 二 了 (BC(*) 是 由 如 产生 的 谱 测 
度 ). 
作 (0,， 2 一 (一 co,，co) 的 拓扑 驶 射 ， 


和 
90h otg 一 4 全 十 于， 


利用 这 个 映射 , 作 谱系 Fi(%EC 一 o0, o0)) 如 下 ; 
F,=I_ EB, (9-2ote-h). (4.34) 
由 于 .五 on 一口 Ear _o= A, 易 知 
U= 网 ed Ps 一 《 强 ) lm| en GN, 


一 { 强 ) lim | 一 BH8C dR, 
一 ) sea (GC =20tg tA), (4.85) 
作 算 子 了 ~ | X47,, 根据 833 定理 3 的 (3), BB 是 自 共 弦 算 


子 , 并 县 
BD {els EH, ff Bg, #) oo0}. 
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| ， 
今 证 明 4 一 BB， 事实 上 ,由 于 一 ai 于 | 一 0GD [ 鸭 ， 因 此 ， 


当 4 人 BC(B) 了 时, 下列 极 限 存在 : 
1 


y= ( 强 )lim 3 计 -这 dB (4.86) 
ET J [a| < ei 一 
量 此 ， ， 
(7 一 Do 一 ( 强 )25lim| (ee 一 3 dbs 
=( 强 )lim2i | Fg. (4.37) 
人 7 | < 
同样 ， 由 一 i 上 5 十 1 得 到 
rp ,NdPw—2Be. (4.38) 
|e: 


(4.90) 说 有 表 zw EE 汶 (0 一 让- 人 2CAN)， 从 而 PC(B) 二 人 B(4). 
《4.88) 说 明 对 任何 x€ 仿 (B)， 
Bo=HU+DY-iU TDD DAs 


从 而 BCA4. 但 如 是 白 共 纯 算 子 ,根据 33 定 理 18 的 (6), 4 一 召 , 

分 别称 定理 3 中 的 谱系 PatNE (一 ©，09)) 以 及 程 应 的 谱 济 
入 了 (C.) 是 由 44 决定 的 谱系 、 谱 测度 ， 

类 似 定 理 +， 有 如 下 的 系 和 定理 . 

系 设 和 是 复 Hilbert 空间 上 自 共 轿 算 子 ， 钨 (4) 是 它 的 定 
义 域 , 了 ,XE《 一 0，09) 是 自 4 决定 的 谱系 ， 下 间 命 题 成 立 ; 

(1) 如 果 和 ESC， Tm % 关 0, 那 末 是 4 的 正则 点 ， 即 冯 的 弯 只 
能 落 在 实 轴 上 。. 

(2) 实数 和 是 4 前 正则 点 的 充 要 条件 是 存在 8 和 使 得 


[ 注 ] 这 里 "2 从)” 是 增长 阶 的 符号 , 即 存在 党 数 直 >0, 性 得 


|| ze 天 
时 , } 是 有 办 效 集 ， 


1 了 | 
B= i 去 | 
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Fs™— Far, 


并 且 bo 是 正则 点 时 ， 
-ioD- 人 2- 


{3) 实数 6 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 也 ,一 术 ,,_o 和 0, 并 
及 当 和) 是 特征 值 时 , 相应 章 特 征 子 空间 是 CP, 一 了 ,0 芋 ， 
4) 设 下 是 本 人 GE 人 co， oo 所 产 生 的 直线 上 Borel 集 
类 寺 的 证 测度 , 那 末 玉 C*) 的 交集 supp 将 (一 GCC。 
5) 如 果 -A 是 有 界 自 共 纯 的 , 那 来 
SUp 7 一 SIP(42， 2), (4.39} 
,pf 和 .=- inf ‘CA, ®). (4.40) 


(6) 如 果皮 是 有 界 中 由 的 那 未 任何 与 和 可 交换 的 有 界 释 
性 算 子 胃癌 与 F(AE(--00, 00))、 了 ()( 开 是 直线 上 Borel 集 ) 
再 交换 . 
定理 4 设 4 是 复 了 ilbert 空间 育 共 皂 算 子 ， 终 (4) 是 它 的 
定 尺 域 , 本 (人 人 5 一 ae，5co 门 是 由 刀 决 定 的 谱系 ， 那 未 
4-| 和 (4.41) 


i :性质 都 相仿 完 
束 工 的 系 避 定理 2 的 证 明 来 证 , 有 的 也 可 用 Oayley 变 措 化 成 酉 算 
子 _ 和 本 证 儿子 已 有 的 弛 论 来 证 ， 这 些 给 读者 作为 练习 。 今后 称 
(ao(4), 妃 , 了 是 和 4 决定 的 庶 测 虚空 间 . 

今 证 系 的 (5) 中 的 他.39); 事实 上 , 记 

MM= sup %, 


Evra 
注意 到 系 中 的 (了 ,对 任何 wE€ 互 , js1 =1, 有 有 
CAx, w) = Md FY, w) 一 加 NGLF, TD, w) 
<M(o, o)—M. (4.42) 
另 一 方面 , 对 任何 8 盖 0， POM Te 于 ]) 关 0 大 则 诺 浏 度 的 支 集 
sapp PEoCAI NC oo, 下 一 引 , 这 与 系 的 (各 机 也 盾 )。， 因此 , 当 
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EN YEFCN +, HI)H, Ivy!l=1, 
(Ay, HW) = 上 dP -| MO ,gy, y) 
SM) DM (4.48) 

结合 全, 和 2) .人 .49) 访 得 到 (4,89)， 

同伴 地 可 以 评 明 {4.40). 

9， 正 常 算 子 谱 分 解 

设 让 是 复 Hilbert 空 闻 片上 正常 算 子 , 即 五 上 满足 和 N= 
NMN* 芍 有 界线 性 算 子 、 出 第 人 入 亲 35 的 定理 4， 下 闸 两 个 自 共 罗 
算 子 


ReN = NtN Tm 不 = N-N’ 
2 +* 3 
是 可 交换 的 . 

令 BD (aoE (一 co，co)) BP(YE (0, 0)) 分 别 是 Re WN、 
Im 太 的 谱系 . 根据 定理 3 的 系 中 的 (6), 因 Re 不 与 Im 六 可 交 
换 ， 从 测算 子 ReN 必 也 与 一 切 万 9(6) 可 交换 ， 其 中 5 是 直线 上 
Borel 集 。 酝 次 应 用 系 中 的 (6), 加 只 (8) 与 一 切 了 ?C6 可 交换 ， 
其 中 全 也 是 直线 上 Borel 集 ， 特 别 任何 mw YE( 一 co，co)， 
五 2 与 BP 可 交换 ， 

例 1 设 o 是 复 平 面 C 上 有 界 闭 集 日 。 是 c 上 Borel 集 关 ， 
及 是 (c， 五 上 鞠 贝 格 - 斯 名 阶 测度 ， 瑟 (c， 召 -， 由 上 乘法 筑 子 

N. FE 下 (ay 本 

尼 然 是 有 界线 性 算 子 , 并 号 容易 直接 验证 下 列 事 实 ， 
AD raf (0), JED (0, Be, 1); (4.44) 
NN"C~ NN), fb le), FE D0, Be, Ai 


. (C4.45) 
DH, porale), sotiy, EL Bs, 1); 
(4.46) 
N—N 


sz 和 FE (0, Bo, 1). 
(4.47) 
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令 如 xy, 加) 分 关 表 示 直 线 及 、 了 上 交 Borel 集 类 对 每 个 闻 : 人 
Br: 或 Ms EB,, 分 别 作 fo, B,, 上 上 的 投影 算 子 ， 
EMD: fOr CP) FE), tpiy, fe) EL (Go, B,, 
(4.48) 
BC) Fo) (DF 0, se— oiy, Fe) EL 0, Bs,p), 
(4.40) 


容易 看 出 ( 玉 ， Bx, BY (YF, B,, AR,) 稻 虽 是 NN NN 


2 3 

雇 定 的 谱 测 度 空 间 ， 而 绀 一切 BAM) (型 : EB:) 与 BM,) 
MsE By) 引 交 摘 . 

在 例 1 中 ,我们 还 可 作 乘 积 可 测 空 间 (XxY, Bxx By)( 即 
{GC, 妃 ), 其 中 如 是 复 平面 上 Borel 集 类 ) 的 谱 浏 度 如 下 ， 当 GE 
Byx Br=B rH, 

BM), FDP FD), FE 0, Bo, 各) 

如 时 测度 上 不 能 集中 在 比 字 更 小 的 闭 集 时 【 即 supp ww 一 0), 那 来 
- 管 易 从 谱 积 分 定义 可 直接 验证 supp 吾 一 c， 并 且 


N -| ed {ey. (4.50) 


此 外 , 显然 召 :、 吾 s 和 吾 之 间 有 好 下 关系 ， 
ECMix Ma) = EBM) Eo Ms), MEBy, MEB,.. 
(4,51) 


:这 说 明 如 人) 是 下 区 、 五 sf 的 “乘积 谱 测 度 ”. 
定义 设 王 一 了 一 【一 co，po)， 加 rz、 百 ; 分别 是 及、Y 中 的 
.Borel 集 全 体 【 生 ,加 了 1 (三 加 ， 吾 o) 是 复 Hilbert 空间 挟 
上 两 个 谱 测 度 空间 , 又 设 吕 (是 :六 xX， By x By)[ 注 上 的 谱 
测度 ,如 果 对 任何 (ze x Cy yrAy] (YE 一 ce，co))， 
评 足 
Bm, tA x {yy, yo ) 
= Et(s, sr az， y+ Ay]), (4.52) 


Lm 


注 ] 芯 xX 了 实际 上 可 视 为 复 平面 全, Bx XBy 正 是 己 上 Borel 集 全 剑 . 
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那 末 称 吾 () 是 加 (-)、Ba(*) 的 亲 积 洋 测 度 , (XxXY 了 ,Brx 8B,， 
孟 ) 是 ( 筷 , 吾 ， 杏 ) 、(Y 了 ， By, Ha) 的 来 积 谱 测 度 宝 间 . 

引 理 多 设 Bs(wE (一 00, 00))、 玉 (WyE( 一 50， 00 是 两 个 
谱系 , 相应 的 谱 测度 为 加 (1) .加 sa")。， 那 末 谱 系 如 、 Ey 可 交换 
( 妈 对 性 何 jyE (~ op，oo)， 瑟 五 ,一 五 ,五 o) 的 充 要 条 件 是 谱 测 度 
(加 A 可 交换 ( 即 对 枉 何 ME By, HM,E Bs, 

BM) EM) = Bal MH) EN)). 
证 明 ”充分 性 是 显然 的 .事实 上 , 取 
Mi=(— oo ， 允 | ， Ma= (~— oo, y] 
从 EM) Ba Ms) = EaCM,) ECM1) 让 有 旭 可 得 BaeBy— Bye. 
必要 性 ”和 作 了 名, 2m) 到 (一 0，o0) 的 拓扑 映射 
5T. w= — otg 5, 
和 用 * 作 谱 系 与 相应 的 说 测度 : 
PomH, 2—— et 9, OE (0, 2o), 


入 (8) 一 再 sfz3)， 5 是 (0, ax) 中 的 Borel 集 ， 
再 补充 定义 了 Fo 一 0， os 一 了 ， 由 于 任何 如, 与 elm 09, 50))、 
可 变换 , 从 而 与 Bokee [0, 2w1) 亲 交换 .注意 到 
im Fs—0, lim Fo—2, 


60 


因此 , 任何 吾 ,(yE (一 0o0, co0)) 和 和 自 共 轿 自 了 于 
4-|, 9aF, 

可 交换 .由 定理 3 的 系 中 的 (人 ,By(y EC 0 ，o0)) 与 任何 (5)， 
(8 是 [0, 2z] 中 Borel 集 ) 可 交换 ， 从 而 By(YE( 一 00，00)) 与 任 
何 如 olw8) 可 交换 ， 即 如 ,ty EC 一品 ，00)) 与 一 茹 了 (MD (CME 
吾 世 可 交换 . 

再 用 如 (C1) (ME Bx) 民 兰 上 面 的 召 y, 而 用 豆 (yE《(- cc， 
oo) 门 代替 上 上 面 如 sw (一 00, 00)), 重 和 党 上述 讨 论 , 就 得 到 吾 :( 开 :7 
与 任何 如 ,CMo) CM， Ey) 可 交换 ， 证 上 毕 . 
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定理 点 设 让 = 了 ={ 一 %%, oo0), (ZX, By,B)(Y, B,, E,) 
:是 复 于 ilberi 兴 间 及 上 两 个 谱 浏 度 空间 . 屠 末 CX xY,， Bx BB,) 
于 存在 识 C)、 卫 (的 莱 积 说 测度 召 ( 的 充 归 条 作 是 谱 栅 庶 
7) Bak*) 可 交换 。 而 当 Bi》、 如 s( 可 交换 时 ， 彝 积 庄 测 涝 
是 唯一 的 ， 
证 明 必要 性 在 (4.2) 中 取 (wmw，% 十 Jw] x 你，Y 二 4 为 
(一 90 8] XxX (一 00， 骨 ， 半 为 BB (一 00,， | XX ( 一 00，)、 
1 一 0 如一 00, 咏 ) 玫 是 投影 算 子 , 所 以 根据 第 六 帝 
.55 定理 9, 讲 系 再 ce 一 (一 cc， 加 ) (GE( 一 oo，co) 与 谱系 
Ey— Bat(l— %, I YE 0, oo)) 
可 交换 。 由 引 理 2, 立即 得 到 太吉") 可 交换 . 
充分 性 ”由 变换 的 谱系 召开- ce, 韦 ) ,= Ba((— 0, 
Cw, VEC— eo, 0)) 作 加 数 GEBr,y~ BsBy) 
bsp, WD = CEo.vyh, hh), REH, (4.58) 
pantr, WE CBr, E), h, FEH. (4.54) 
“利用 及) 、 召 sa) 可 次 摸 性 , 对 任何 
A=— (2, wt da) x Cy, yt dy], 
. 从 .58) 得 到 
hh = vt dy, yA) + dy, 让 
— ts, y+ Ay) + his, Y) | 
— (CBerar— Be) (BE,say— v2 ) 3 0[ 注 ]. (4.55) 
而 加 定 衣 加 (5, 殷 作 为 & 的 阔 数 时 , 显然 , 辕 定 一 个 变 元 是 郧 
一 个 变 元 的 右 连 续 函 数 ， 因 而 由 一 般 的 勒 忠 格 -斯 蒂 阶 测度 和 积 
.分 的 理论 ， 可 知 荡 (3, 只 产 生 至 曾 全 上 一 个 勒 员 格 - 斯 蒂 阶 测度 
Ps 
闻 样 , 内 ,zt 六 产生 平面 人 上 复 什 惑 贝 粮 - 斯 蒂 阶 测度 
Hp ). 
下 面 用 $3 引 束 2 的 证 朋 方 法 (用 这 里 的 630)、jirrz(*") 分 别 


[ 注 ] 因为 〈 亚 sd 一 吾 =] (如 yay 一 上 y) 是 投影 算 子 ， 
(By dO— Br) (可 ra — Bu)h, DD = | Bor as Bo) (Bray — By hj. 
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代替 引 理 3 中 前 jw C7) pes ff 由 和 人 急 必 可 投 到 : 
《二 < 工 , 吾 rx 吾 r 上 前 唯一 谱 测 度 如 (), 满足 (4.,52). 证 举 . 
系 设 刀 一 下 一 《一 co，co)， (, Bx, Ba. (Ff, Br, EBs) 是 
公 Hilbert 空间 左上 两 个 谱 测 度 空间 , 并 且 召 (") 与 Ba(*) 可 交 - 
换 。 又 设 五 (.) 是 本 (,) .Za(,) 的 滋 积 诬 测 度 ， 下 列 合 题 成 立 ， 
(1 如 时 瓦 上 有 界线 性 算 子 4 与 配 (.)、Bsf) 可 交换 (加 ; 
对 年 何 Mi€ Bx, ME By, AB(MD) = Wi(Mi) A, ABs( Ms) ~ 
五 (Ws)4), 那 末 4 必 与 召 (*) 可 交换 ( 即 对 任何 并 E Bzx Bs, 
AECLM}— BM)A). 
(2 对 任何 人 rE Br, ME Br, 
ECHM.x Ma) = BM) BCM). 
(3) 对 和 伍 何 六 EB(X, Bo, faE BOY, By), 
| Fo aBee | Po dE, J fea,. 
(4.56» 
证 明 (1) 对 任何 有 训 E 及 ,因为 
Dart lr, (EelvAb, hb) ~ (BeByh, AE) 
th, a {tt, Ys; (4, 57) 
记忆 下 a 分 别 产生 的 平 瑟 上 复 勒 内 楼 -斯 蒂 阶 测度 ; 
as ) ,Lops AC 一 致 .从 而 对 任何 于 EBxx My, 
(ECM)AR, b=—Hawt WH) =pm a MI = BM, Ak) 
(AECMD, Ek), Rh, EEH, 
PE ECNU)A— AECHM) CME Brx B:). 
2) 令 珊 ww(w 用 一 (si ), 很 据 定理 忆 对 任何 
MEBrIx By:, 
bre， 产生 的 平面 上 测度 ro 型 ) = ( 召 ( 关 )z, 办， 特别 取 
NM, HxX(— ,oy, 
(Bl(t—o, wx{— oo, Wh, 
jlo00, w] x (~ 00, 所 )= (BeB,h, Dy. (4.58) 
国定 入 让 2 变 伦 ， 显 然 ， 从 (4.,53) 可 知 ， 由 (BoBh, 而 产生 的 


742 第 七 党 线 件 算 于 谐 洽 


i 四 上 测度 (BIO,h, 说 与 (了 ,， Br) 下 测度 port (0) XX 对 3) 
(Af 一 《 一 00, 的) 一 歼 ， 共 而 对 任何 243:E 杏 r， 
(BMD BER, 向 = Hm MX Ms) 
— (BM x Mah, 机， Mo= (~ 0°, #1, h, FEH, 
" (4.59) 
为 比 
BM) Eo WM) — BOM Xx Mo) CMIEBzx, Ms~—t— or, I). 
再 次 图 冠 民 !1 万 最 x, hh%EE, 让 下 式 中 浊 变 人 屁 ， 
CBAMD Eh, = (BMXC— 00, Wh BD. (4.60) 
重复 上 述 讨 论 方式 , 立即 可 以 得 到 , 对 任何 HE By， 
(BAM BMD, Fo= (BMX Mh, F), h, BEH, 
这 祥 , 最终 得 到 
BN) BoM ) = ECMIxX Ma) (MEB:, ME By). 
(3) 利用 (2 就 很 容易 得 到 (四 ， 事 实 上 , 设 
[fC |<, |faty) | <h. 
对 任何 se> 品 作 [ 一 大 加 上 分 点 组 
Dk- 
使 得 maxjy- yr-1| < 令 


MP= Sf) yy), 
MEY (fa Ny). 
由 $83 谱 积分 的 定理 2 的 证 明 中 第 dD) 步 可 知 


ffi. Sway) 


jl1, 2, we 


<, 


中 上 (4.61) 
| FD eB, By BMAP) |). 


再 利用 | 疡 (8) < 1 了 2C) [之 5 本 以 得 到 估计 式 
| (w) Es | (a, — ua) ya ME 
< 4.62) 
但 是 
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DB MT na ME) = SynB MP x Me), 


(4.68; 
荔 一 方面 , 当 (%, 9) €MP x 用 四 时 ， | 
[fi Co) foty) — yiy! < 2he, 
因此 
下 _ 所 > 
| fa es ST yu x Me")| 
-| ey) yds <2he, (4.64) 


把 (4.62)~.(4.64) 结 合 起 来 ， 并 令 se->0, 就 得 到 (4.56)}， 证 上 毕 . 
定理 设计 是 复 Hilbert 空间 五 上 正常 算 子 ， 那 末 必 有 

(otN)，B) (如 是 olN) 中 Borel 和 集 全 体 ) 上 的 唯一 谱 测 度 旦 (*)， 

使 得 

N= sad,, 


Ty 
并 且 互 上 任何 与 克 可 交换 的 有 漠 线 性 算 子 4 必 与 召 (*) 可 交换 
《部 对 任何 守 EB, 4ECM)E(M)4). 
证 明 令 及 ~ 了 =(-%, 0%0), Be(wE(- 0%, 00)), B,(yE 


(~ oo， co)) 为 相应 于 之 二 入、 之 和 的 谱系 (了 ,至 r， BD)、 


《¥, 刀 ， 为 相应 的 谱 测 度 空 同 ， 这 样 

-| vaBe, 2 -| van,. (4.65) 
再 作 呆 积 谱 测 度 空 间 (xY, BzrxBy, BC(B(CMI Xx 型 3) 一 
CM BMH) MLE Br ME Br), 在 定理 5 的 骏 中 和 的 (3) 中 ， 
分 别 联 所 (2) 一 必 foty) = 二 和 广 () 一 4， 了 a 一 yy 从 (4.56) 就 
得 到 


| “dBe., —| ee TaBv 一 “ao- 
XY 到 YF 主 


N+N" 
Pe 时 
(4.66y》 
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一 本 
别 


| ydBes—), 1dgBe | y dE, -| ya 
玉江 王 
【生生 
芷 (4.66)、4.67 立即 得 漳 
N=| Pot yam wt id 
A | 人 才思 rol.y UR, | 国 oy 


-| ed = yr, 
XN 


当 4 与 训 可 迹 换 时 ， 必 可 证 明寺 与 训 " 可 变换 ， 从 而 4 与 
EC， 0 加 YE (一 00，00)) 癌 交换 ,自强 理 2 以 改定 
- 理 5 的 系 中 的 (了 D, 立即 强 知 和 与 五 () 可 交换， 

莘 下 的 可 完全 仿 相 应 于 西 算 子 如 的 谱 测 诬 必 集中 在 zt0) 的 
证 明 ， 可 先 证 明和 NEp(CN) 的 沦 要 条 件 是 存在 和 的 环境 O00)， 

EQ) =—0, 
:然后 证 明 当 jEo( 六 时, 必 有 五 中 后 列 二， 全 一 二 n=1 3, 
ln CN pT) = 
这 样 就 得 到 supp 召 一 oCN), 从 而 
w=) s,s, sm wy, Es Boy. 


谱 测 度 的 唯一 性 可 仿 本 和 的 漠 现 度 的 中 一 竹 的 证 明 短 到 ， 
这 里 从 咯 . 证 毕 ， 

生 ， 交 换算 子 族 的 谱 分解 

正常 算 了 的 谱 分 解 , 实质 上 是 两 个 可 交换 的 自 其 罗 算 于 的 “ 联 
合 ”" 谱 分 解 问题 。 很 自然 , 一族 可 交换 的 自 共 轿 算 字 是 否 也 能 有 

“ 竹 合 ” 谱 分 解 呢 ? 过 个 问题 回答 是 肯定 的 ， 钙 果 邵 下， 

定理 YO, NM Texsthaax) 设 忌 是 复 卫 ilperi 空间 避 二 一 族 
可 交接 自 共 贺 算 闻 张 成 的 Banach 算 子 代数 (用 算 于 范 米 作为 注 
性 )， 那 来 必 存 在 唯一 紧 的 Hausdor 站 空间 办， 以 及 出 :5， 避 ) (如 
是 中 上 Borel 集 全 体 ) 上 谱 测 度 如 C*), 使 得 任何 才 E 记 


4 人 |。 aoa)d 厂 (om )， (4.68) 
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其 中 g(r) 是 跑 上 连续 函数 ,而且 映射 dhH>efo 不仅 是 民 数 同 
构 , 而 且 是 保 范 的 , 好 [4| — max|g tm) | . 


这 个 定理 在 本 教材 中 是 不 能 证 明 的 , 可 见 [16]. 

5， 单 参数 廿 算 子 群 的 谐 分 解 

设 azEf- ecoy 90)) 是 复 Hilbert 空 间 如 上 谱系 , 显然 ， 
于 每 个 4E (一 品 ,， eco) 算 子 


Di 一 人 eaB, (4.69) 
年 也 上 西 算 子 , 并 且 满 足 
Ua= UnUs,, 2 ft: 《一 co, oo) + (C4.70) 


VE 一 co，oco 力 作为 算 子 秆 函数 ， 由 驻 .60 可 知 CCEEC5- po 
吕 )) 是 强 连 续 的 ， 反 之 , 有 如 下 定理 (本 教材 志 不 能 给 对 证 国 ). 
定理 和 设 太 是 复 FIilbert 空 间 ， 了 :8 一 o， 吕 让 是 豆 革 西 
算 子 , 如 果 它 还 荐 单 套数 群 ,对 任何 生 , 和 EE《- ce，cc)， 
Ts 一 UU,, 
并 且 是 强 连续 的 , 即 对 任何 AE 五 , 有 
lmlU, ~ Uhl 一 0， 


那 来 必 存 在 直线 上 唯一 谱系 BsetwE《 一 0，o0)) ,使 得 
0 人 et UR,. 


这 个 定理 是 Boohner 定理 ( 见 第 二 章 83 例 和 后 的 注 )。 通 常 
也 称 定 至 8 中 萄 谱系 cz%( 一 9， 中 )) 以 及 相应 的 谱 测 度 放 (+} 
为 所 决定 前 谱系 和 庄 济 度 . 


习 恶 


1， 证 内 旭 Hilkert 空间 五 工 酉 算 子 己 记 雇 定 的 谱系 记 产 生 的 谱 测 
次 加 (*) 的 冯 集 是 oY), 

32， 证 明 ( 导 :43 所定 兴 的 了 (EC 中 ，co)) 是 谱系 ， 

3 证 明定 理 3 的 系 的 全 部 命题 ， 

a4， 证 明定 理 和 4. 

5， 证 朋 复 HHilbert 宏 间 如 上 自 共 辆 算 子 449(4) 十 它 的 定义 域 ; 是 有 
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要 的 充 要 条 外 是 e(43 是 泽 界 焦 。 
6， 证 得 (4.44) ~ (4.47). 


YY， 证 阿 (4.48) 中 的 吾 !(.) 是 决定 的 谱 测 度 . 


8$， 证 耻 人 .50)，(4.51)， 
9， 证 明 相 应 于 正常 算 子 的 谱 测 度 的 支 集 是 oCN). 
10， 证 明 出 (4.63) 所 定义 的 机 = | ee dB。 是 强 连 续 的 
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